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Sur  les  deux  derniers  cahiers  du  Journal  de  M.    Crelle; 
Par  Joseph  LIOUVILLE. 


Ces  deux  cahiers  renferment  deux  me'moires  de  M.  Jacobi ,  écrits 
en  allemand ,  et  relatifs  au  calcul  des  variations  et  à  la  théorie  des 
équations  différentielles.  L'importance  du  sujet  et  le  nom  de  l'auteur 
nous  ont  engagés  à  faire  traduire  les  mémoires  de  M.  Jacobi.  pour 
les  insérer  dans  les  prochains  cahiers  de  notre  Journal.  Nous  aurion, 
bien  voulu  y  trouver  place  aussi  pour  un  mémoire  de  M.  Plana  ,  sur 
l'intégrale  enlérienne  de  première  espèce,  et  surtout  pour  deux  ar- 
ticles très  intéressants  de  M.  Lejeune-Dirichlel.  Mais  cette  satisfaction 
nous  est  refusée. Les  lecteurs  français  seront  donc  obligés  de  recourir 
au  journal  même  de  M.  Crelle  pour  prendre  connaissance  des  recher- 
ches du  géomètre  de  Berlin.  Ils  verront  que  l'auteur  parle  leur  langue 
avec  élégance  et  précision.  Son  premier  mémoire  a  pour  objet  la 
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Tome  III.  —  Janïiek  i838  i 


,7  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

Dans  le  second  il  s'occupe  des  séries 


_'  ~  ''        '  2/ V  .  _'        ^        '     .      2;V 

S  =   2,  cos  —  ,     f  =  2  sin  — 

,  =  o  P  ,=0  'l 


où  p  est  un  nombre  premier  '\in-\-\ ,  et  q  un  nombre  premier  4'«+5. 
On  démontre  aisément  les  équations  ,y=rb  V'^p,  /!  =  drv/'/;  mais 
pour  prouver  que  c'est  le  signe  supérieur  qui  doit  toujours  avoir 
lieu ,  il  faut  recourir  à  des  considérations  très  délicates,  comme  on 
le  voit  dans  le  mémoire  de  M.  Gauss  iutitulé  Summatio  quaruindam 
serierum  singularium.  La  méthode  de  M.  Gauss  consiste  à  transformer 
les  sommes  précédentes,  ou  plutôt  les  expressions  générales,  qui  s'en 
déduisent  en  y  i-cmplaçant  les  nombres  premiers  p  et  q  par  un  entier 
quelconque  n,  en  produits  de  sinus  d'arcs  équidiflërenls ,  produits 
qui  sont  très  faciles  à  évaluer  et  qui  ne  présentent  plus  aucune  am- 
biguité  de  signe.  M.  Diriclilet  s'est  proposé  d'obtenir  d'une  autre 
manière  les  valeurs  exactes  de  s  et  t. 

li  Je  suis  parvenu,  dit-il,  au  théorème  suivant,  qui  comprend  les 
»  sommations  précédentes  : 

»   La  somme  de  la  série  finie  ou  infinie 

»  F(a)  =  c„  +  6',  cos  a  H-  c,  cos  a  x  -}-...  , 

»  étant   connue ,  on   peut    toujours  exprimer  au  mo)  en  de  la  fonc- 
))  tiou  F  (a) ,  les  nouvelles  séries 


»    Co  +  C,COSl\ f-    C\  cos  2'  . 1-.  .  . 

n  n  ' 

»  c,  sin  1*  . f-  c,  sm2'  .  — •  -(-, 

»  qui  ont  les  mêmes  coefficients  que  la  précédente. 
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»  Je  me  flatte  que  cette  nouvelle  manière  de  parvenir  aux  résultats 
»  si  remarquables  de  M.  Gauss  pourra  avoir  quelque  intérêt,  l'histoire 
»  de  la  the'orie  des  nombres  nous  montrant  par  de  nombreux  exem- 
»  pies ,  que  c'est  surtout  dans  cette  partie  de  la  science  qu'il  y  a  de 
))  l'avantage  à  envisager  la  même  question  sous  des  points  de  vue  très 
))  différents.  La  méthode  de  M.  Gauss  était  jusqu'à  présent  le  seul 
))  moyen  de  vaincre  la  difficulté  indiquée  et  qui  consiste  dans  l'ambi- 
))  guité  du  signe.  Celle  que  M.  Libri  a  donnée, quoique  trèsingénieuse; 
»  ne  paraît  pas  propre  à  résoudre  cette  difficulté,  puisqu'elle  fait  dé- 
»  pendre  les  sommes  cherchées  d'une  équation  du  second  degré.  Pour 
»  faire  disparaître  l'ambiguité  que  cette  circonstance  fait  naître  (*), 
«  le  savant  auteur  a  recours  à  l'expression  transformée  en  produit, 
»)  sans  indiquer  aucun  moyen  de  pai-venir  à  cette  transformée.  Mais  ce 
y>  passage  de  la  somme  au  produit  est  à  lui  seul  la  question  tout 
n  entière,  puisqu'une  fois  effectué,  il  dispense  de  toute  autre  analyse , 
»  l'expression  eu  produit  étant  du  nombre  de  ceux  qu'Euler  a  déter- 
»  minés  depuis  long-temps  par  les  considérations  le^  plus  simples.   » 


(*)  Voyez  le  Journal  de  M.  Crelle ,  tome  IX,  page  187. 
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NOTE 

Sur  les  limites  de  la  série  de  Taylor  y 
Par  m.  POISSOIV. 


Soit    fx  une  fonclion  donnée  de  la  variable  x.  Si  l'on  suppose 

1  r         .■  r         ^f^      d'f^  d''-'f.r  j       •       ^     • 

qu  aucune  des  71  fonctions /a-,  ^,  ^  , .  .  .  ^^„_.  ,  ne  devient  in- 
finie pour  la  valeur  qu'on  attribuera  à  x,  et  si  cette  variable  se  change 
en  .r-j-  y,  on  pourra  développer  ^(x  -+-j) ,  par  la  série  de  Taylor 
prolongée  jusqu'au  7i'""  terme  inclusivement ,  de  sorte  qu'en  dési- 
gnant par  R  la  somme  de  tous  les  tei-raes  suivants ,  on  aura 

^^    1.2.3.  . .72— 1      rfx»-'     ^^  J 

Je  supposerai  que  l'accroissement  j  de  x,  soit  compris  entre  zéro  et  une 
quantité  donnée  h;  le  reste  R  .sera  une  fonction  inconnue  de  x  et  y  ; 
et  il  s'agira  d'en  trouver  deux  limites,  c'est-à-dire,  deux  quantités 
dont  l'une  soit  plus  grande  et  l'autre  plus  petite  que  R,"pour  la  va- 
leur qui  sera  donnée  à  x ,  et  pour  toutes  les  valeurs  de  y ,  depuis 
^  =  o  jusqu'à  y  z=.h. 
Pour  cela  ,  je  fais 

x-\-y  —  c,      x=c—j,     ^z=Fx:=F{c—j); 

je  suppose  qu'on  donne  à  c  une  valeur  constante,  que  l'on  fasse  croître 
j  depuis  zéro  jusqu'à  ^,  et  que  l'on  désigne  par  a  la  valeur  de  r 
pour  laquelle   celle  de  F(c  —  j)  sera   la  plus  grande;    de    sorte 
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qu'on  ait 

F  (c  — y)  —  F(c  —  rt)  <  o  , 

pour  toutes  les  autres  valeurs  dej".  Cela  étant,  je  mets ^ ^[c—a] 

à  la  place  de  R  dans  l'équation  (i)  ;  puis  je  représente  par  Q  l'excès 
de  son  premier  membre  sur  le  second,  ou  autrement  dit,  je  fais 

J\.^-^J)      J^     J  dx       i.T.- dx^         1.2.3  rf.r5--- 


i.2.3...n — i    d-r""    '  i.2.3...n      ^  '        ^      J 

A  cause  de  x=c — /,  la  quantité  Q  sera  une  fonction  de  la  seule  va- 
riable jr-  Elle  sera  nulle  pour  _^  =  o ,  et  une  quantité  finie,  depuis 
^=  o  jusqu'à  j'  =  ^>  ou  depuis  x-=.  c  jusqu'à  x  =  c  —  A,  du  moins 

si  l'on  suppose  qu'aucune  des  n  -\-  i  fonctions  fx,  -j^  ,     -^  , .  . , 

^^  ,  -^  >  ne  devienne  infinie  entre  ces  limites.  En  supposant 
aussi,  pour  fixer  les  idées,  que  h  soit  une  quantité  positive,  je  dis, 
de  plus,  que  la  fonction  Q  sera  constamment  négative  entre  ces 
mêmes  limites. 

En  effet,  si   l'on  différentie  l'équation  (2)  par  rapport  à  .r  et  à  r 
mais  en  considérant  la  somme  .r  4-j  comme  une  constante,  ou  en 
faisant  dx  =  —  dj  ,  et  sans  faire  varier  non  plus  la  quantité  a ,  qui 
est  une    valeur   déterminée   de  j,   on  trouvera ,  toutes  réductions 
faites , 

f  =   rrf^ZTT  ^^c  -I)  -  F(c  _  .)]  ;  (3) 

quantité  négative,  à  raison  de  l'inégalité  précédente,  et  parce  que  la 
variable  j,  comprise  entre  zéro  et  h,  est  supposée  positive.  Or,  on 
démontre  sans  difficulté,  que  toute  fonction  Q  dej-,  qui  s'évanouit 
avec  la  variable,  dont  le  coefficient  différentiel  ~  conserve  toujours 
le  même  signe  depuis  y  =  o  jusqu'à  y  =  h,  et  qui  ne  passe  pas  par 
l'infini  entre  ces  limites,  est  du  même  signe  que  j^  entre  ces  mêmes 
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limites  (*);  par  conséquent  la  fonction  Q  que  nous  considérons ,  est 
négative  depuis  ^  =  o  jusqu'à^  =  ^j  ce  qu'il  s'agissait  de  démon- 
trer. 

Maintenant,  on  tire  des  équations  (i)  et  (2), 

la  quantité  Q  étant  négative,  on  aura  donc 

R    <  —^ ¥{c—a). 

I  .1.6.  .  .n        ^  ' 

Si  l'on  eût  supposé  négative,  la  limite  h  des  valeurs  de^,  il  y  aurait 

eu  deux  cas  à  distinguer  dans  l'équation  (3):  selon  que  n  serait  un 

,  .  -         .       É?Q  .  ,  .  .  ,      . 

nombre  pair  ou  impair,   -y-  aurait  une  valeur  positive  ou  négative, 

et ,  par  suite ,  il  en  serait  de  même  à  l'égard  de  Q  ;  l'inégalité  qu'on 
vient  d'écrire,  ne  changerait  donc  pas  dans  le  cas  de  n  impair,  et  elle 
se  changerait  en  celle-ci  : 

R  >— -P— F(c— a), 

I.2.3.../1  ^  ' 

dans  le  cas  de  n  un  nombre  pair. 

En  désignant  par  b  la  valeur  de  ^,  qui  répond  à  la  plus  petite 
valeur  de  F(c — j')  ,  quand  on  y  fait  croître^'  depuis  zéro  jusqu'à  h, 
sans  faire  varier  c ,  on  trouvera,  par  un  raisonnement  semblable  au 
précédent, 

R  >  Ç—  y(c  —  b), 

•^    i  .2.0. .  .n       ^  '' 

quand  h  sera  une  quantité  positive ,  ou  bien  quand  n  sera  un  nom- 
bre impair ,  et ,  au  contraire , 


(*;  Cette  proposition  est  un  cas  particulier  du  théorème  fondamental  des  in- 

r-b 
tégrales  définies  ,  d'après  lequel  une  intégrale   /     Xdx    exprime    la   somme     de 

toutes  les  valeurs  de  la  difFérenlielle  Xdx  ,  depuis  x  =  a  jusqu'à  x  =  b,  en 
supposant  que  X  soit  une  fonction  de  x ,  qui  ue  devient  point  infinie  entre  ces 
limites. 
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R  < Ç—'Bic  —  b), 

^     1.2.3.  .  .7J  ^  ' 

lorsque  ce  nombre  n  sera  pair,  et  h  une  quantité  négative. 

Pour  donner  à  ces  limites  de  R  les  formes  sous  lesquelles  on  a 
coutume  de  les  présenter,  je  considère  la  fonction  F(jr-f-j);  j*^ 
suppose  que,  sans  faire  varier  x\,  on  y  fasse  croître  y  depuis  J==-^^ 
jusqu'à  y  =  h,  et  je  désigne  par  a  et  ê,  les  valeurs  de  j- correspon- 
dantes à  la  plus  grande  et  à  la  plus  petite  de  celles  que  prendra 
F  (a:  -\-f),  de  manière  qu'on  ait 

pour  toutes  les  autres  valeurs  de  j.  D'après  ce  qu'on  a  représenfi' 
plus  haut  par  ^  et  è,  on  aura  identiquement 

¥{c  —  a)  =  Y{pc+a),     F(c  - /;)  =  F  (.r  +  ^)  • 
d'où   il  résultera  les  formules  ordinaires 

quand  n  sera  impair    et  quel  que  soil  le  signe  de  ^,  et  au  contraire 

dans  le  cas  où  n  est  un  nombre  pair  et  ^  ou  7  une  quantité  néga- 
tive. Les  quantités  F  (x  +  a)  et  Y{x  +  &)  pourront  être  positives 
ou  négatives,  et  c'est  en  ayant  égard  à  leurs  signes  et  à  celui  de  j% 
que  ces  inégalités  auront  lieu,  de  sorte  qu'elles  signifient  que  l'excès 
de  la  limite  supérieure  de  R  sur  R,  et  l'excès  de  R  sur  sa  limite 
inférieure,  sont  des  quantités  positives. 

Les  hypothèses  que  l'on  a  faites  pour  parvenir  à  ces  résultats, 
consistent   à  supposer  qu'aucune  des  7i  +   i    fonctions    f  (x  -4-   r"* 

dx       '  dx^       ,  ....  ^^„-,  — ,    -^^ — ,  ne  devient 

infinie  pour  la  valeur  qu'on  donne  à  a-,  et  pour  l'une  des  valeurs  d*'  y 
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comprises  depuis  j'  =  o  jusqu'à  ^  =  /i.  Mais,  par  la  théorie  relative 
aux  cas  où  la  série  de  Tajlor  est  eu  défaut ,  ou  sait  que  si  l'un  des 
coefficients  différentiels  d'une  fonction  devient  infini  pour  une  va- 
leur particulière  de  la  variable,  chacun  des  coefficients  suivants  le 
deviendra  également;  pour  que  la  condition  précédente  soit  remplie, 
il  sera  donc  nécessaire  et  il  suffira  que  la  plus  grande  et  la  plus  petite 

valeur  F  (x  +  a)  et  F  (x  -f-  ê)  du  dernier  coefficient      -^  ^^    -''    ,  ou 

de  F  (r  +J'),  soient  des  quantités  finies.  Quand  l'une  ou  l'autre  de 
ces  deux  quantités,  aura  une  valeur  infinie,  positive  ou  négative ,  les 
limites  précédentes  de  R  ne  seront  plus  applicables,  et  pour  en  dé- 
couvrir d'autres,  il  faudra  recourir  à  des  considérations  relatives  à  la 
fonction  particulière  _/^,  dont  il  s'agira. 

Si  l'on  veut  exprimer  par  une  intégrale  la  valeur  exacte  du  reste  R, 
on  tirera  d'abord,  de  l'équation  (5), 

Q  = 5-^^ /J'-'F  (c  —  r)  &  —  ,  /l         F  (c  —  a), 

^         1.2.3. ..n  —  i-'-^  ^  j  J    ^z  1.2.3. ..rî      ^  y» 

et  ensuite  ,  de  l'équation  (4) , 

R  =  — r^ /r"  F(c  —  j)  (fy  ; 

1  intégrale  étant  prise  de  manière  qu'elle  s'évanouisse  avec  y  ,  et  en 
considérant  c  comme  une  constante  que  l'on  remplacera  par  x  -\-  y 
après  l'intégration. 

Pour  vérifier  ce  résultat ,  j'observe  que  l'on  a 

F(c-^-)=(=fO''-^=^^3 
en  intégrant  par  partie,  on  aura  donc 

on  aura  de  même 
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et  ea  continuant  ainsi  jusqu'à  ce  qu'on  ait  épuisé  l'exposant  dey,  on 
parviendra  à  une  dernière  équation 

Or,  en  faisant  c  =  x+^,  hors  des  signes  y,  dans  toutes  ces  équa- 
tions successives,  et  observant  qu'il  en  résultera,  pour  un  nombre  in 
quelconque , 

on  en  conclura  une  valeur  de  /y"~'F(c — y)  dy,  au  moyen  de 
laquelle  la  valeur  précédente  de  Pi  coïncidera  avec  celle  que  l'on 
déduit  de  l'équation  (i);  ce  qu'il  s'agissait  de  vérifier. 

Cette  note  n'ajoute  rien  à  ce  qui  était  connu;   mais  elle  pourra 
être  utile  aux  élèves  qui  commencent  l'étude  du  calcul  différentiel. 


Tome  m.  —  Janvier    i8 
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DÉMONSTRATION    GÉOMÉTRIQUE 

De  la  Formule  intégrale 


fj: 


1/  („'  _  b^)  (c-   _  .-)  (/^'  _  ç»)   fc»  —   ç') 

Pau  m.  GHASLES. 


AI.  Lamé ,  dans  sou  Mémoire  sur  les  surfaces  isothermes ,  inséré  dans 
le  deuxième  volume  de  ce  Journal  (livraisons  d'avril  et  de  mai),  est 
parvenu  à  cette  formule,  en  la  transformant,  par  des  considérations 
géométriques,  en  une  autre  où  les  variables  sont  différentes  et  où  les 
deux  intégrations  se  font  sans  difficulté.  M.  Poisson  l'a  démontrée 
directement,  par  la  seule  théorie  des  transcendantes  elliptiques ^ 
dans  une  Note  placée  à  la  suite  du  Mémoire  de  M.  Lamé. 

Cette  manière  est  purement  analytique;  l'autre  est  mixte,  puis- 
qu'on y  fait  usage  de  considérations  géométriques  pour  transformer 
la  formule  ,  et  ensuite  des  règles  du  calcul  intégral  pour  cftectuer  deux 
intégrations. 

J'ai  trouvé  qu'on  j)cut  éviter  ces  deux  intégrations,  et  parvenir 
ainsi  à  la  formule,  d'une  troisième  manière  entièrement  géométrique. 

Pour  cela,  rappelons  d'abord  la  signification  géométrique  sous 
laquelle  la  formule  s'est  présentée  dans  le  mémoire  sur  les  surfaces 
isothermes. 

Que  l'on  conçoive  un  ellipsoïde  dont  les  trois  demi-diamètres  prin- 
cipaux soient  égaux  à  u,    V  «'  —  ^'  i    \  w°  —  C. 

Que  l'on  fasse  croître  le  demi-diamètre  u  d'une  quantité  du.  de 
manière  à  produire  un  second  ellipsoïde  infiniment  peu  différent  du 
premier,  et  qui  aura  les  mêmes  excentricités  pour  ses  sections  princi- 
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pales,  puisque  b  et  c  sont  des  constantes.  Qu'on  prenne,  en  chaque 
point  m  de  la  surface  du  premier  ellipsoïde,  l'e'paisseur  cis  de  la  couche 
comprise  entre  cette  surface  et  celle  du  second  ellipsoïde  ;  qu'on  fasse 

le  rapport  ^ ,  et  le  produit  de  ce  rapport  par  l'élément  superficiel  da 

du  premier  ellipsoïde:  c'est  la  somme  de  tous  ces  produits,  étendue 

à  la  surface  entière  de  l'ellipsoïde .  c'est-à-dire  ^  -p  do) ,  que  M.  Lamé 

a  eu  à  calculer.  {F^.  tome  II,  p.   i65  de  ce  Journal.) 

En  prenant  pour  variables  les  demi-diamètres  majeurs  >,  c  des 
deux  hyperboloïdes  qu'on  peut  faire  passer  par  le  point  m,  de  ma- 
nière que  leurs  sections  principales  aient  les  mêmes  foyers  aue  celles 
de  l'ellipsoïde,  M.  Lamé  trouve  que 

-J-da)=   Vf/.*  —  o*  \  te*  —  c* 


«^■^  "^  ^  V(''-*')'c^-«)(i'-r)(c'-ç-)' 

De  sorte  que  l'intégrale,  étendue  à  la  surface  entière  de  l'ellipsoïde, 
est 

df<.   ,  ^ _     , rb  fc  (,^-e-).d,.dp 

S^./.=8.  Vu^-b'Vu'-c'.JJ^   ^/(,_,,cA(.4)(o--r)- 

Et  en  prenant  pour  variables  les  coordonnées  x ,  y  du  point  m, 
rapportées  aux  axes  principaux  de  l'ellipsoïde  pris  pour  axes  coor- 
donnés, M.  Lamé  trouve 

dxdy 


Celle  seconde  expression  ,  intégrée  successivement  par  rapport  à  r  et 
à  Xs  conduit  à 

2  ^  rfw  =  49r .  \ 'T^—b^    \ ''^^^r^^\ 

ds  ^ 

d'où  l'on  conclut,  à  cause  de  la  première  expression  de  l'intégrale, 
la   formule  en  question. 

C'est  ce  calcul  ,  et  la  double  intégration  qu'il  comprend,  que  l'on 

2-> 
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peut  éviter  et  remplacer  par  des   considérations  géométriques,    anisi 

que  je  vais  le  faire  voir. 

11  s'agit  donc  de  démontrer  que 

as 

Pour  cela,  i-emarquons  qu'en  exprimant  ^  en  coordonnées  x,yr 
z,  on  trouve 


d 


^•5F  = 


./£+_^: +  -JL— 


=^.  (T.  II,  p.  i63  de  ce  Journal.) 


On  reconnaît  aisément  que  le  second  membre  est  l'expression  de  la 
perpendiculaire  abaissée  de  l'origine  sur  le  plan  tangent  à  l'ellipsoïde 
au  point  m  {x,j,  z).  Soit />  cette  perpendiculaire;  on  aura  donc 


ds  fi  '■ 


et,  par  conséquent, 


^-r  dû)  =  2  °  dco  =  -  ^pda. 
as  fi  fc     ' 

Soit  n  l'aire  du  parallélogramme  construit  sur  deux  demi-diamètres 
conjugués  de  l'ellipsoïde  ,  compris  dans  le  plan  diamétral  parallèle  au 
plan  tangent  en  m;  le  produit/jF!  sera  le  volume  du  rhomboïde  construit 
sur  ces  deux  demi-diamèlres  et  sur  un  troisième  qui  aboutit  au  point  m. 
Ce  troisième  est  conjugué  aux  deux  premiers;  le  volume  du  rhom- 
boide  est  donc  constant,  et  égal  au  produit  des  trois  derni-dianriètres 
principaux  de  l'ellipsoïde.  Ainsi  l'on  a 

^.n  =  /uy/zu'  —  Z>*    \//u*  —  c*. 

Soit  n'  l'aire  de  la  section  de  l'ellipsoïde  par  le  plan  diamétral  qui 
contient  le  parallélogramme  U  ;  on  aura 

n'  =  ttU, 
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-ar  étant  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre  ;  donc 


p.n'  =  -Tf.  \V  —  b'.  vV  — c% 
et ,  par  suite , 

Ainsi  l'intégrale  cherchée  est  la  somme  des  éléments  superficiels  de 
l'ellipsoïde  divisés  par  les  aires  des  sections  faites  dans  l'ellipsoïde  par 
des  plans  diamétraux  parallèles  à  ces  éléments;  cette  somme  étant 
multipliée  par  le  produit  tt.  \/u'  —  b*.  \^u' — c*. 

Or  j'ai  démontré  par  de  simples  considérations  géométriques,  dans 
mes  applications  du  Principe  d Homographie  {*)  ^que  la  somme  des 
éléments  superficiels  d'un  ellipsoïde,  divisés  par  les  aires  des  sections 
diamétrales  parallèles  aux  plans  de  ces  éléments ,  est  égale  à  4  ;  on  a 
donc 

C.  Q.  F.  D. 

Ainsi  la  formule  en  question  est  démontrée  géométriquement  et 
sans  aucune  intégration. 

Je  vais  profiter  de  cet  article  pour  faire  quelques  remarques  sur 
deux  autres  passages  du  mémoire  de  M.  Lamé. 

La  perpendiculaire  p,  que  nous  avons  introduite  dans  l'intégrale 
qu'il  fallait  calculer ,  peut  être  employée  encore  utilement  dans  une 
autre  expression,  pour  en  donner  la  signification  géométrique. 

On  trouve  (p.  166,  tome  II,  de  ce  Journal),  que  la  quantité  de 
chaleur  qui  traverse,  pendant  l'unité  de  temps,  un  élément  dco 
d'une  surface  isotherme  ellipsoïdale  ,  est  proportionnelle  à 


\/u^  —  ,'  v/^'  -  c 


C)  Aperçu  historique  sur  l'origine  et  le  développement  des  Méthodes  en  Géo- 
métrie,  particulièrement  de  celles  qui  se  rapportent  à  la  Géométrie  moderne; 
suivi  d'un  Mémoire  de  Géométrie  sur  deux  principes  généraux  de  la  Science , 
la  Dualité  el  l'Homographie;  in-4'' ,    1 837.  Bachelier  ;  voir  p.  819. 
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M.  Lamé  en  conclut  que  les  flux  de  chaleur,  aux  extrémités  des 
axes  de  Vellipsoide ,  ont  des  intensités  respectivement  proportionnelles 
à  ces  axes. 

La  formule  est  susceptible  d'une  signification  géométrique  sembla- 
ble ,  pour  tous  les  points  de  la  surface  de  l'ellipsoïde. 

Eu  effet,  on  trouve  (p.  177)  l'équation 


>'(^^—  <!'')(;«'  —  C-) 


La  valeur  de  la  perpendiculaire/),   dont  nous  nous  sommes  servi  ci- 
dessus,  se  change  donc  en  celle-ci 


'    Vf^--  y  Vf^^  —  e  ' 
L'expression  de  la  quantité  de  chaleur  qui  s'écoule  par  l'élément  du) 
de  la  surface  de  lellipsoïde   devient  donc 

da.p. 


y.  vZ/k'"  —  *"  V f-'^  —  C' 

Le  dénominateur  est  constant  pour  tous  les  points  dun  même  ellip- 
soïde. On  conclut  donc  de  cette  expression  que 

Les  jlux  de  chaleur,  en  différents  points  d'une  même  surjace  iso- 
therme ,  ont  des  intensités  proportionnelles  aux  perpendiculaires 
abaissées  du  centre  de  la  surface  sur  les  plans  tangents  en  ces  points. 

Cette  loi  générale  donne  en  particulier  l'énoncé  ci-dessus  pour  les 
points  situés  aux  extrémités  des  diamètres  principaux  de  la  surface. 

M.  Laraé ,  en  étendant  aux  surfaces  coniques  les  beaux  résultats 
trouvés  pour  les  surfaces  isothermes  ellipsoïdales  et  hyperboliques  , 
qui  sont  des  séries  d'ellipsoïdes  et  d'hyperboloïdes  dont  les  sections 
principales  sont  décrites  des  mêmes  foyers,  a  été  conduit  à  deux 
séries  de  surfaces  coniques  du  second  degré  qu'il  définit  par  cette 
propriété  géométrique ,  d'être  les  cônes  asymptotes  des  hjperholoides 
isothermes  aune  et  à  deux  nappes  (p.   172). 

M.  Lamé  conclut  de  là  que  chaque  cône  d'une  série  coupe  à  angles 
droits  chaque  cône  de  l'autre  série  (p.  175). 

Ces  deux  séries  de  surfaces  coniques  trajectoires  orthogonales  peu- 
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vent  être  définies  par  une  propriété  caractéristique  qui  leur  est  propre, 
et  qui  est  indépendante  de  la  considération  étrangère  des  hyperboloïdes 
auxquels  les  cônes  sont  asymptotes  ;  cette  propriété  consiste  en  ce 
que  tous  ces  cônes  ont  les  mêmes  lignes  focales. 

On  appelle  W^nes focales  d'un  cône  du  second  degré,  deux  dro  tes 
qui  jouent  le  même  rôle  dans  le  cône,  que  les  foyers  dans  les  sections 
coniques.  Par  exemple,  la  somme  des  angles  que  chaque  arête  du 
cône  fait  avec  les  deux  lignes  focales  est  constante. 

La  théorie  des  lignes  focales  comprend  beaucoup  d'autres  proposi- 
tions analogues  h  celles  de  la  Géomc'ti'ie  plane.  J'en  ai  démontré  un 
assez  grand  nombre  dans  mon  Mémoire  sur  les  Propriétés  générales 
des  cônes  du  second  degré  (in-4'',  i85o).  On  y  trouve  la  pioposi- 
tion  citée  ci-dessus  du  Mémoire  de  M.  Lamé,  savoir,  que  les  cônes 
qui  ont  les  mêmes  lignes  focales  et  qui  se  coupent ,  se  coupent  à  angles 
droits. 

Ces  cônes  complètent  la  théorie  des  surfaces  du  second  degré  tra- 
jectoires orthogonales. 

A  toutes  les  propriétés  des  lignes  focales,  correspondent,  dans  un 
cône  du  second  degré,  d'autres  propositions  concernant  les  plans  de 
ses  sections  circulaires.  Ainsi  par  exemple,  au  théorème  énoncé  ci- 
dessus  ,  concernant  les  angles  que  chaque  arête  d'un  cône  fait  avec 
les  deux  lignes  focale^;,  correspond  celui-ci  :  La  somme  des  a/igles 
que  chaque  plan  tangent  à  un  cône  du  second  degré  fait  avec  les 
plans  de  deux  sections  sous-contraires ,  est  constante. 

Celte  matière,  encore  très  peu  cultivée,  est  extrêmement  abon- 
dante. Mais  ce  n'est  pas  ici  le  lieu  d'en  parler  plus  longuement. 

La  propriété  remaïquée  par  M.  Lamé,  savoir,  que  les  cônes  asymp- 
totes de  deux  séries  d'hyperboloïdes  décrits  des  mêmes  foyers ,  se 
coupent  h  angles  droit.'^,  n'est  qu'un  cas  particulier  d'une  propriété 
générale  des  surfaces  du  second  degré  décrites  des  mêmes  foyers,  sa- 
voir que  :  tous  les  cônes  circonscrits  à  ces  surfaces  ,  qui  ont  pour  som- 
met commun  un  point  quelconque  de  l'espace,  ont  les  mêmes  axes 
principaux  et  les  mêmes  lignes  focales  (*).  D'où  il  suit  que  tons  ces 


(*)  J'ai  donné  ce  théoi'ème   dans  le   ilulletin  de   l' Acadimie   des  Sciences  de 
Bnixclles,   toine  I,   page  216. 


,6  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

cônes  se  coupent  à  angle  droit.  De  sorle  que  les  contours  apparents 
de  ces  surfaces,  pour  un  lieu  quelconque  du  spectateur,  semblent  se 
couper  deux  à  deux  à  angles  droits. 

Les  surfaces  du  second  degré  dont  les  sections  principales  ont  les 
mêmes  foyers  jouissent  d'un  très  grand  nombre  d'autres  propriétés 
géométriques.  (Voir  Aperçu  historique  sur  l'origine  et  le  développe- 
ment des  méthodes  en  Géométrie,  etc.,  p.  384 —  Sgg.) 

Ces  surfaces  se  sont  déjà  présentées  dans  plusieurs  questions,  et  par- 
ticulièrement  dans  des  questions  de  Physique  et  de  Mécanique.  Mais 
les  systèmes  de  cônes  qui  sont  de  la  même  famille ,  et  que  M.  Lamé  a 
considérés  dans  son  Mémoire  sur  les  surfaces  isothermes,  ne  s'étaient 
pas  encore  présentés ,  je  crois,  dans  de  pareilles  questions.  On  peut 
en  introduire  la  considération  dans  quelques  phénomènes  de  la  po- 
larisation ;  car  les  deux  axes  du  cristal  sont  les  ligues  focales  de  cer- 
tains cônes  du  second  degré.  Les  plans  de  polarisation ,  pour  diffé- 
rentes directions  du  rayon  de  lumière,  sont  tangents  à  ces  cônes;  et 
leur  orthogonalité  résulte  de  ce  que  deux  cônes  se  coupent  à  angles 
droits. 

Si  l'analogie  qui  a  lieu  entre  les  propriétés  géométriques  des  lignes 
focales  des  cônes  et  celles  des  foyers  des  sections  coniques,  pouvait 
être  étendue  aux  propriétés  attractives  dont  ces  points  jouissent 
dans  le  système  du  monde  où  ils  sont  les  centres  où  résident  les  forces 
qui  sollicitent  les  corps  célestes,  on  serait  porté  à  penser  que  les 
lignes  focales  des  cônes  sont  aussi  les  centres  des  forces  polarisantes, 
dans  les  phénomènes  de  la  lumière. 
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Sur  les  lignes  conjointes  dans  les  coniques  ; 
Par    m.   TERQUEM. 


1.  J  appelle  lignes  conjointes  deux  droites  telles  qu'en  les  prenant 
pour  axes  des  coordonnées  les  coefficients  des  deux  carrés  dans  l'équa- 
tion de  la  courbe  deviennent  égaux. 

2.  Il  est  évident  que  deux  droites  conjointes  coupent  la  conique, 
généralement  parlant ,  en  quatre  points ,  situés  sur  un  même  cercle  , 
que  je  désignerai  sous  le  nom  de  cercle  conjoint  ;  et  réciproquement 
quatre  points  d'une  conique  étant  sur  un  cercle  ,  en  les  joignant  deux 
à  deux,  on  obtient  deux  ligues  conjointes. 

5.  Deux  diamètres  égaux  sont  deux  ligues  conjointes;  il  en  est  de 
même  des  asymptotes  de  l'hyperbole;  un  diamètre  principal  se  con- 
fond avec  son  conjoint. 

4.  Problème.  Étant  donnée  V équation  dune  conique  ,  et  celle  d'une 
droite  tracée  dans  son  plan  ,  trouver  i  '.  l'équation  de  la  droite  con- 
jointe j  passant  par  l'origine  ;  a°.  l'équation  du  cercle  correspondant  ? 

Solution.  Soit 

Aj''-f-B^r+CT'-f-D/-|-Ejr-f.F=o(0,     équat.  cîe  laconique;  y=aiigle  desaxes. 

<y  -f-6x-|-c  =  o  (2), delà  droite  donnée. 

ay+b'x  =  o  (3), de  la  droite  conjointe  cherchée. 

(aj-'\-bx+c){ay-i-b'x)=zo  (4),...    système  des  deux  droites. 

Ajoutant  les  équations  (i)  et  (4)  ,  il  vient 

{A+aa')y'+xy(B  +  ab'-ha'b)-hx^(C-i-bb')-^j{D-i-ca')  1 

H-a:(E4-cè')+F  =  o.    J  ^^> 

Pour  que  cette  équation  représente  un  cercle,  l'on  doit  avoir 

A  -i-  aa'  =  C  -\-  bb' 

B  4-  rt6'  +  a'b  =  2  ces  > (A  +  aa'}; 

Tome  lU.  —  Janvier   i838.  ',  ' 
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d'où  l'on  lire 

,             a{C  —  A^  -f-  6(aAcosy  —  B)      \ 
a    =  ■■ ^  — ,    I 

,,         i/{x  —  C)  +  a(2Ccosy— b;      y  (6) 

b     = j ,      / 

d*  =  a'  —  2ab  cosy  +  ^'.        / 
Substituant  les  valeurs  (6)  dans  l'équation  (5),  elle  devient 
A>='+2A'cos>x'+  A'x'4-j[Drf+ca(C— A)-|-c6(2 Acos>  — -B)  ]    ) 
4-  X  [E^  +  cb  (A  —  C)-i-ca  (2C  ces  >  —  B)]  -\-¥d=o,   >  (7j 
A'=  Ab^—Bab  -f- Ca'.  * 

Cette  équation  (7)  est  celle  du  cercle  conjoint. 

Ainsi  la  rechei'che  de  l'intersection  d'une  droite  et  d'une  conique 
est  ramenée  à  l'intersection  de  cette  droite  et  du  cercle  (7)  que  l'on 
peut  toujours  facilement  construire. 

5.  Si  la  droite  (2)  passe  par  l'origine,  alors  c  =  o;  désignant  par 
a^  /S,  R  les  coordonnées  du  centre  et  le  rayon  du  cercle  conjoint,  ou 


aura 

d 


2.x'  siii"  y 


(D  cos  >  —  E) , 


^  =     ^/.  ,    (Ecos>— D),  )      (8) 

K'  =  ,  /. Œ'^— 2DE(/  cos  y  +D'c?— 4A'F  sin'>)  ; 

4A  '  Sin'  y  *• 

d'où  l'on  tire 

f,  Ecosy  —  D 


c  D  cos  y  — -E' 

Ainsi  tous  les  cercles  conjoints  qui  correspondent  à  un  même  point, 
ont  leurs  centres  situés  sur  une  droite  passant  par  ce  point,  perpen- 
diculairement à  la  polaire  de  ce  point;  et  cette  droite  est  une  normale, 
lorsque  le  point  est  situé  sur  la  conique. 

On  peut  donc,  à  l'aide  de  deux  droites  conjointes,  mener  une  nor- 
male à  la  conique  par  un  point  donné  sur  cette  courbe,  et  par  con- 
séquent aussi  une  tangente. 

6.  Si  l'on  fait 

h'  b 
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alor^  les  droites  conjointes  sont  parallèles  aux  axes  principaux  ;  et  il 
vient  en  ayant  égard  aux  équations  (6) , 

b'(2Acosy  —  B)  +  2ab{C  —  A.)-\-a'{B—  2Ccos>)  =  o,   (9) 

équation  qui  donne  les  directions  des  axes  principaux. 

-.  Soient  3c' ,  j'  les  coordonnées  d'un  point  de  la  conique;  en  y 
transportant  l'origine  sans  rien  changer  aux  directions  des  axes, 
l'équation  (i)  prend  la  forme 

Ay  +  Bxr  •+■  Cx*  ■+■  D>-  +  E'jr  =  o ,  (10) 

D'  =  2Aj'  +  Bx'  +  D, 
E'  =  2Cx'  ■+-  Br'  4-  E  : 
l'équation  de  la  tangente  à  l'origine  est 

D'j  ■+-  Ex  =  o: 
l'équation  (7)  devient  alors  celle  du  cercle  osculateur,    en  y   taisant 

a  =  D',     h  =  E',     c  =  o  : 
elle   se  réduit  à 

L(7'  +  x'+  ■2xr  cos  y)  -{-  M'(Dy  -\-  E'x)  =  0,     (i  i) 
où 
I.  =  AE'— BDE-FCD'+F(B'— 4AC),     M*  =  D'»— 2D'E'cos>-t-E"  , 

W  'T\'  Vt\ 

et  =     .    .  ,     .(^Dcosv  —  L'), 

aLsin  y 

a,  /3  et  R,  sont  les  coordonnées  du  centre  de  courbure,  et  le  i-ayon 
de  courbure;  la  construction  de  ces  lignes  ne  souffre  aucune  difficulté 
et  il  est  inutile  d'entrer  dans  la  discussion  des  divers  cas  particuliers. 

On  voit  aussi  que  lorsque  la  conique  est  tracée ,  on  peut .  à  l'aide 
des  lignes  conjointes,  et  avec  le  compas  .î^mZ.  trouver  des  normales, 
des  tangentes,  etc. 

Les  mêmes  considérations  peuvent  servir  à  déterminer  les  normales, 
les  plans  tangents,  les  deux  lignes,  centres  et  rayons  de  courbure, 
dans  les  surfaces  du  second  degré. 
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NOUVELLES    RECHERCHES 

Sur  la  détermination  des  intégrales  dont  la   valeur  est 
algébrique  ; 

Par  J    LIOU ville  (*). 


On  iiomme  fonction  algébrique  d'une  variable  indépendante  x 
toute  lonction^  qui  peut  être  regardée  comme  la  racine  d'une  équa- 
tion de  la  forme 

r,)  j^/i  —  Lj/*-  '  —  ....  —  Mj-  —  N  =  G, 

L  M,  N  étant  des  polynômes  entiers  ou  des  tractions  ration- 
nelles en  .r.  Cette  équation  est  irréductible  quand  son  premier  mem- 
bre n'est  divisible  par  aucun  polynôme  de  même  forme  que  ce 
premier  membre,  mais  de  degré  inférieur  à  ;*  par  rapport  &  y.  Dire 
qu'une  fonction  algébrique  est  donnée,  c'est  dire  que  l'on  possède 
l'équation  irréductible  (i)  qui  la  détermine,  ou  du  moins  un  ensem- 
ble de  formules  d'où  l'on  pourra,  s'il  est  nécessaire,  conclure  cette 
équation  par  des  calculs  plus  ou  moins  longs. 

Je  désignerai  par  s  l'intégrale  fjdx  de  la  fonction  algébrique  y. 
Comme  cette  intégrale  est ,  suivant  les  cas  ,  algébrique  ou  transcen- 
dante, il  était  bon  c'avoir  une  méthode  certaine  pour  décider  si  la 
quantité  z  est  exprimable  ou  non  en  termes  algébriques  ,  et  pour  en 
trouver  la  valeur  lorsque  la  dernière  hypothèse  a  lieu.  Cette  méthode, 
que  je  crois  avoir  donnée  le  premier,  est  consignée  dans  mes  deux 
mémoires  sur  la  détermination  des  intégrales  de  valeur  algébricjue  , 


C)  Quelques  personnes  m'ont  engage'  à  reproduire  ici  cet  article  qui  a  déjà  paru 
dans  le  Compte  rendu  de  V Académie  des  Sciences  (séance  du  28  août  1837). 
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dont  l'Académie,  sur  le  rapport  de  M.  Poisson,  a  bien  voulu  ordon- 
ner l'insertion  dans  le  Recueil  des  Savons  étrangers  (*). 

Elle  se  compose  de  deux  parties  distinctes.  Je  considère,  en  premier 
lieu,  les  intégrales  rationnelles  d'un  système  d'équations  difl'érentielles 
linéaires  d'un  ordre  quelconque ^  à  coefficients  rationnels;  et  je  fais 
voir  comment  on  peut  trouver  ces  intégrales  quand  elles  existent,  ou 
du  moins  démontrer  qu'elles  n'existent  pas.  En  second  lieu,  je 
prouve  que  la  valeur  de  z ,  si  elle  est  algébrique ,  se  ramènera  tou- 
jours à  la  forme 

z  =  a  -^  l^j  -i-  yr'  -f-    -j_  Aj."  -  ' , 

a, ,  fi ,  y ,  .  .  ■  .  A  étant  des  fonctions  rationnelles  de  jc ,  liées  à  cette 
variable  par  un  nombre  égal  d'équations  différentielles  linéaires.  Tout 
se  réduit  donc  a  chercher,  par  le  procédé  dont  on  a  parlé  plus  haut, 
les  intégrales  rationnelles  de  ces  équations  linéaires  :  s'il  n'existe  pas 
de  telles  intégrales,  la  quantité  z  ne  sera  exprimable  par  aucune 
fonction  algébrique  de  x,  et,  dans  le  cas  contraire,  pour  obtenir  :, 
il  suffira  de  déterminer  a  ,  fi,  y  , ...  .    A. 

La  méthode  que  je  viens  de  rappeler  en  peu  de  n%ots  ne  laisse  rien 
à  désirer  sous  le  rapport  de  la  rigueur;  mais,  dans  la  pratique,  elle 
est  susceptible  de  quelques  simplifications  que  je  me  propose  d'expo- 
ser ici ,  sans  sortir  néanmoins  du  cercle  des  généralités. 

i'.  D'abord,  il  existe  un  moyen  très  simple  de  former  les  ^ 
équations  différentielles  linéaires  qui  déterminent  les  /ji.  incoimues 
a  ,  fi  ,  y.  .  .  .  À ,  en  fonction  de  x.  Toutes  ces  équations  se  déduisent 
en  etfet  de  la  formule 


^H-S„,+  ,-  +  S„,  +  .--f-  ....  +s,„  +  ^_,_ 


,     _±_        dSm+  I  2y  dSm+1  I        (i«  —  l)A         dSm-^f,- 


d.r  771-1-2  d.x         '^  '  '  '  '     "^  m-i-  fi —  I   ■  (i.x- 


C)  T'oyez  aussi  le  XXII°  cahier  du  Journal  de  l'École  Polytechnique ,  et   le 
tome  X  du  Journal  de  M.   Crelle. 
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dans  laquelle  S„  désigne  la  somme  des  puissances  m''""  des  racines 
de  l'équation  (i),  S„,  +  i  la  somme  de  leurs  puissances  (m+i)""",  etc. 
En  faisant  successivement  m  =  o,/n  =  i,....m  =  ;t  —  i,  on  ob- 
tiendra les  ^4  équations  demandées,  savoir: 

i     S.  =S.  ^  +  etc., 

(2)  ;   ^'  —  ^'  £  '^  ^*^  ' 


S«=  S,„_,  -^  -j-  etc., 


dx 

dont  la  première  (en  observant  que  S,  =  L)  donne   immédiatement 

/hdx=  aSo+  /3S,  + +  AS^_,. 

2'.  Supposons  que  les  coeflScients  L,,..,  M,  N  soient  entiers  par 
rapport  hx  ;  et  nommons  A  le  dernier  terme  de  l'équation  aux  carrés 
des  ditTérences  des  racines  de  l'équation  (i)  :  si  l'on  pose 

*  =  I'     ^  =  l'"--   ^  =T' 

les  mconnues  nouvelles  t,  m,...  w,  que  l'on  substituera  ainsi  aux 
inconnues  a,  /3, .  .  .  .  À,  ne  pourront  avoir  que  des  valeurs  entières, 
en  sorte  qu'il  sera  extrêmement  facile  de  les  déterminer  à  l'aide  des 
équations  (2)  ou  d'en  prouver  l'impossibilité  par  le  secours  de  ces 
mêmes  équations. 

5".  Il  sera  plus  commode  encore  d'opérer  de  la  manière  suivante. 
On  désignera  par  p, ,  p^,....  f>^  de  nouvelles  inconnues  liées  aux 
anciennes  par  les  relations 

p,   =  aSo        -f-   /3S,   +    ....    +   ^^S^— I) 
p,  =  aS.         +   /3S.  +    ••••    +  AS„, 

P^  =  aS._.   -H  /3S„+   ....    +  XS.(^_,). 
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Les  valeurs  de  f,,  f^,...  f^  seront  nécessairement  entières  si  l'inté- 
grale fjdx  est  exprimable  en  termes  algébriques,  et  la  première 
d'entre  elles,  savoir  f, ,  sera  égale  &  fhdx.  C'est  dans  cette  substitu- 
tion d'inconnues  nouvelles,  dont  les  valeurs  ne  peuvent  être  qu'en- 
tières, aux  inconnues  anciennes,  dont  les  valeurs  pouvaient  être 
fractionnaires ,  que  réside  le  caractère  principal  de  la  méthode  que  je 
propose  aujourd'hui.  Cette  méthode,  comme  on  voit,  n'exige  plus 
que  l'on  sache  trouver  dans  tous  les  cas  les  intégrales  rationnelles 
d'un  système  d'équations  diftërentielles  linéaires.  La  nature  particu- 
lière des  équations  (2)  donne  lieu  à  des  simplifications  que  la  mé- 
thode générale  ne  comporte  pas,  et  permet  de  former  à  priori  les 
dénominateurs  des  inconnues  a,  jS,.  .  .  A,  ou  de  remplacer  et,  /3,  ...A 
par  d'autres  inconnues  /»,  ,  f,,.--  ff^,  qui  n'ont  pas  de  dénomina- 
teurs, 

4*.  On  aurait  encore  à  déterminer  des  inconnues  entières  cr„  cr,, ...  c-„ 
si  l'on  posait 

(7  =    et  — -  -\-  -  .  — -  A-  —  .  — ^  -^.  .  .A .  — - . 

dx   ^^  1  '  dx   ^  3     dx   ^      ^^  fc     dx  ' 

^  iîdx~^3'dx~^/i'dx'^"~^fc-\-i'      dx      ' 

"         dS/,~,   ,    jg     dSf,    .      y        dSft+i  /^^       dS i(i'-t'i ) 

"         jK— 1  ■      dx        ""^  ■   dx         (K-hl  *      dx       *''  '  '~'2(iu—t)  '         dx        ' 

équations  auxquelles  se  joindra  l'équation  donnée  plus  liaut  , 
jLda:  =  aS,  -f-  /3S,  +.  .  .+  AS„  _  ,. 

On  sera  même  ainsi  conduit  à  des  calculs  généralement  plus  simples 

que  les  précédents,  parce  que  la  dérivée  -7^  est  un  polynôme  dont  le 

degré  est  inférieur  d'une  unité  au  degré  de  S». 

5".  Si  les  coefficients  de  l'équation  (1)  sont  fractionnaires,  on  les 

rendra  entiers  en  remplaçant  j-  par  ;^,  T  étant  un  polynôme  conve- 
nablement choisi;  et  il  s'agira  de  trouver  l'intégrale  f  "^-^ ^  Cette  in- 
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tégrale  sera  encore  de  la  forme 


P 


T 


+  /S?"  4-  yr  +••  •+  ^r^-'  , 


et  pour  remplacer  les  inconnues  et,  j3,  y,.--  A,  dont  les  valeurs 
sont  fractionnaires,  par  d'autres  inconnues  /», ,  f,.  .  .  ,  p^,  dont  les 
valeurs  seront  entières,  il  suffira  de  poser 


i-  =  «S.  +  /3S,  +...+  AS„_ 
i^  =  aS,  +  /3S.  +...-+-  AS^, 


«^=:   aS„_,    +    /3S^   +...+   ASy^_.;: 

S    désieue ,  comme    ci-dessus ,    la  somme   des    puissances  ni"""  des 
racines  de  l'équation  (i);  U  est   le  plus  grand   commun  diviseur  des 

deux  polynômes   1  ,  ^. 

Tels  sont  les  théorèmes  à  l'aide  desquels  ou  peut  trouver  l'inté- 
grale fydx  ou  reconnaître  l'impossibilité  de  cette  intégrale,  sous 
forme  algébrique.  Ils  sont  dignes,  ce  me  semble,  par  leur  élégance 
de  fixer  un  moment  l'attention  des  géomètres;  peut  être  même  serait- 
il  bon  de  les  introduire  dans  les  traités  élémentaires  de  calcul  intégral. 
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SOLUTION  D'UNE  QUESTION 

Relative  à   la    Probabilité  des   Jugemeîits  rendus   à   une 
majorité  quelconque  ; 

Par  m.  Ad.  GUIBERT  , 

Répétiteur    à    l'École    Polytechnique. 


«  Une  affaire  sera  soumise  à  uq  tribunal  de  première  instance, 
»  puis  à  une  cour  d'appel  de  2/1  +  1  juges,  ou  de  2n  juges,  de'ci- 
»  dant  en  dernier  ressort  et  à  une  majorité  quelconque  ;  dans  le  cas 
M  de  adjuges,  s'il  y  a  partage  égal,  la  cour  adoptera  l'opinion  du 
»  tribunal  de  première  instance.  Quelle  est  la  plus  grande  des  proba- 
»  bilités  de  la  bonté'  des  arrêts  prononcés  par  ces  deux  sortes  de  cours 
n  d'appel?  Les  juges  qui  les  forment  sont  supposés  avoir  la  même 
»  chance  de  ne  point  se  tromper,   m 

Après  avoir  donné  la  solution  de  cette  question  ,  j'en  traiterai  une 
du  même  genre,  à  laquelle  celle-ci  donne  lieu  ,  quand  on  introduit 
des  conditions  nouvelles^  j'aurai  occasion,  en  terminant,  d'établir  une 
formule  qui  montre  avec  évidence  comment  augmente,  avec  le  nom- 
bre des  juges  d'un  tribunal,  la  probabilité  du  jugement  qu'ils  doivent 
prononcer  à  une  majorité  quelconque,  et  en  supposant  qu'ils  aient 
tous  la  même  chance  de  ne  pas  se  tromper. 

Soient 

p  la  probabilité  qu'un  juge  de  cour  d'appel  ne  se  trompe  point, 
P  la  probabilité  que  le  jugement  du  tribunal  de  première  ins- 
tance sera  bon  , 

P„4.,    f  les  probabilités  que  les  arrêts  des  cours  d'appel  de  2«  +  i 
P.,       1       et  2n  juges  seront  conformes  au  bon  droit. 

Tome  m. —Janvier  i838  n 
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Il  s'agit  de  comparer  entre  elles  les  quantités  P„+i  et  P„. 
D'après  les  principes  fondamentaux  du  calcul  des  probabilités,  on 
aura  d'abord 

P„  =p"'+  2«  (.  -p^p"-'+. . .+  P î^Lj-i^Lilil (.  _ p)Y; 

en  multipliant  le  second    membre    de   cette    dernière    égalité  par 
p-\-i  — p ,  on  lui  donnera  aisément  cette  forme 

donc 

P„  =  P«..  -h  '-^^-^i^-  (P  -  P)  (  •  -  f)'  r  •         (A) 

Le  problème  est  résolu  par  cette  formule;  elle  fait  voir  en  effet, 
que  selon  qae  l'on  aura 

¥  >  p,     ?  =  p,     P  <  f , 
on  aura  respectivement 

J'admettrai,  ce  qui  est  vrai  dans  les  temps  ordinaires,  que 
p  soit  >  7;  alors,  si  la  probabilité  qu'un  juge  du  tribunal  de 
première  instance  ne  se  trompe  point  est  supposée  constante  et 
aussi  égale  à  p,  on  aura  toujours  P>p,  et  par  conséquent 
p^_^>P,,^,  ,à  moins  que  le  tribunal  de  première  instance  ne  soit 
formé  que  d'un  juge,  auquel  cas  P=/)et  Ps„  =  P,„+,.  L'inégalité 
P>p  est  fondée  sur  l'augmentation  avec  le  nombre  des  juges  de  la 
probabilité  de  la  bonté  de  leur  jugement;  or  ,  ce  fait  qui  est  évident 
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sera  d'ailleurs  démontré  par  une  des  formules  subséquentes,  ainsi 
que  je  l'ai  déjà  annoncé. 

Je  suppose  maintenant  que  chaque  arrêt  considéré  soit  rendu,  et 
qu'il  soit  successivement  conforme  et  contraire  au  jugement  de  pre- 
mière instance,  dont  les  juges  ont  la  même  chance  de  ne  pas  se 
tromper  que  ceux  de  k  cour  d'appel ,  et  je  me  propose  de  voir  si 
à  la  cour  de  an  juges  correspondent  encore  des  probabilités  plus 
grandes  que  celles  qui  se  rapportent  à  la  cour  d'appel  renfermant 
un  juge  de  plus. 

Soient  ?;„+,,  P",„+.  ces  probabilités,  dans  le  cas  de  2n+  i  juges, 
et  suivant  que  l'arrêt  rendu  est  ou  n'est  pas  conforme  au  jugement 
du  tribunal  de  première  instance.  Soient  P;„,  P,'„  les  probabilités 
analogues  et  qui  se  rapportent  à  la  cour  de  2n  juges.  Le  principe  de 
la  probabilité  des  hypothèses  donnera  les  égalités 

p- £Pl"- 

p,. (■-P)P--^. 

r,„+,  —  (,  _  p)  p^___^_  +  P  (I  —  P,,^,)  ' 


p:„  = 


p'.'„  =• 


Lzn.  .  .n  ,j..T 

les  événements  observés  étant  ici  l'accord  ou  le  désaccord  du  juge- 
ment et  des  arrêts. 

La  somme  des  numérateurs  de  Pi„+, ,  PL+.  est  P»,^,  ,c'est-à-dire , 
la  probabilité  de  la  bonté  de  l'arrêt  quel  que  soit  le  jugement 
de  première  instance;  la  somme  des  dénominateurs  est  l'unité, 
et  ces  deux  résultats  confirment  l'exactitude  de  ces  valeurs.  Des 
vérifications  semblables  s'observent  à  l'égard  des  deux  formules 
suivantes. 

4.- 
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Pour  faciliter  les  comparaisons  dont  il  s'agit ,  je  remplace  dans  ces 
dernières  égalite's,  P„  par  sa  valeur  donnée  par  l'équation  (A),  et 
j'obtiens  ainsi 


P'   = 


PP,„^,  +  £!Lii^i^ii  P(.  -pr-'p- 


PP,n>.+  (I  -P)  (I  - P..^.)  +'"''  ••  ^"  j^ (P-Hi>-2Pp)('-J^")i^" 


p: 


(1  -P)  P„^,  +  P('  -P.n>,)  -   '"•;-^"+  'i   (P+p-^Vp)   (l-p)V 


or ,  si  l'on  calcule  les  numérateurs  des  différences 

on  pourra  aisément  les  mettre  sous  ces  formes  respectives 

£±^«JiOp(,_P)(E^_,)(._p),  ?:lii^^ 

ce  qui  prouve  que  la  première  différence  est  positive ,  et  la  seconde 
négative ,  ou  que  l'on  a 

p:^.  >  p;„,  p:+.  <  p"; 

ainsi  la  probabilité  de  la  bonté  de  l'arrêt  de  la  cour  de  ara  juges ,  est 
plus  petite  ou  plus  grande  que  celle  de  même  nature ,  relative  à  la 
cour  de  an  +  I  juges,  selon  que  le  jugement  et  l'arrêt  s'accordent 
ou  ne  s'accordent  pas. 

Je  passe  à  la  démonstration  d'une  formule  dont  il  a  été  question. 

Si  dans  l'équation 

P.,^.=p"*'+(2n4-.)(i.;>)r"+-  •  .+(^"+0-("+^)(,^p)y^. , 
on  fait  croître  n,  il  n'en  résulte  pas  très  clairement  que  P^^,  aug- 
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mente  en  même  temps 5  cependant  il  est  évident,  sans  le  secours 
d'aucune  formule,  qu'il  en  doit  être  ainsi  ;  pour  en  trouver  une  qui 
rende  cela  manifeste,  je  change  n  en  n —  i  ,  et  cette  équation  devient 

puis  je  multiplie  ce  second  membre  par  p -\-  i  — p,  et  le  résultat 
permet   de   poser,    en   ajoutant    et   retranchant    la    quantité 

p„_.  =  p"-h2n(x  -p)p"-  +. . .  H tt:?-  P('  -pyp" 

ou 

P,._.  =  P..+  2^^^a-P)(i-/,)"r; 

à  cette  équation  j'ajoute  membre  à  membre  l'équation  (A),  et  il  vient 

p«+.  —  P«-.  -i f^„ —  C/j  —  ï)  (i  —  pYp". 

Au  second  membre  le  second  terme  étant  toujours  positif,  il  s'ensuit 
que  P,„+,  augmente  quand  n  augmente.  Si  n  était  supposé  infini, 
P„H.i  atteindrait  sa  plus  grande  valeur  qui  est  l'unité ,  et  que  l'on 
peut  obtenir  en  transformant  d'abord  de  nouveau  la  valeur  de  Pj,.+.,, 
de  la  manière  suivante. 

On  remplace  successivement  n,  dans  cette  formule,  par  n —  i, 
n^2,..  .  3,4,  et  l'on  a 

p.._,  =  P..-3  +  ^^7^51^^"  (p  -  0  (•  -pY-'p'-'  , 

p„_3  =  p«-.  4-  ^^"-.^.\-„:l"--^  (P-i)(^-  py-Y-% 

P5  =  P3+  ii|(p_i)(,-p)»p», 

P,  =  p  +  î(p-ï)(>  -p)p> 
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de  ces  expressions  on  déduit  facilement  que 

P  >    r  •\r4      1  3.4    ,  I  4-5-6     3  (w+i)...2fi     ~] 

en  posant  (1  — p)p=^x  :  soit  maintenant  «  infini,  on  aura  à  évaluer 
la  série 

-  j:H -x*-^- 5  o-^H-.  .  .+  ^^ — H  etc., 

I         '1.2  '    1 . 2. .  3  '  I .  .  .  n  ' 

en  désignant  par  n  le  rang  du  terme  général.  Les  parties  composant 
cette  suite ,  qui  est  convergente ,  puisque  x  a  pour  maximum  ^ ,  sont 
les  termes  successifs  du  milieu ,  dans  les  développements  de  toutes  les 
puissances  de  degré  pair  du  binôme  i  +  j:;  si  l'on  remplace  /!^x  par 
y ,  le  terme  général  se  transforme  évidemment  en 

i.3.5...(2/»'— 1)  ^         '  ., 

27j'  2.3.  . .  n'  ■-'       ' 

ce  qui  montre  qu'il  n'est  autre  que  le  terme  général  du  développe- 
ment de  (i  — /)  *  —  I  ;  donc,  n  étant  infini ,  on  aura 


P_.=p4.(;,~i)[(i_4x)~i]  =  p  +  i(2;;-i)(^-T), 


OU,  en  rédaisant. 
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Sur  l'Intégration  d'une  classe  d'Équations  différentielles 
Par  J.  LIOUVILLE. 


Dans  un    élégant  Mémoire  imprimé,  tome   II,  page  457,  de  ce 
Journal,  M.  Binet  obtient  entre  autres  résultats,  le  théorème  suivant  ; 

^  .,,,,.        d'u  dK  ^  j ,         ,    j 

On  peut  toujours  intégrer  L  équation  -j-^z^z  -^  u  ,ou  r  depena  de  t 

/rdr  ,•  , 

TT^Yi  -i-  A^  '       e^««<  une  Jonction  quelconque 

de  r.  Celte  intégrale  d'une  équation  dififérentielle  linéaire  du  second 
ordre  présente  beaucoup  d'analogie  avec  celles  que  M.  Jacobi  vient 
de  trouver  pour  les  équations  différentielles  qui  servent  à  distinguer 
les  maxima  et  les  minima  dans  le  calcul  des  variations.  Elle  excitera 
sans  aucun  doute  l'attention  des  géomètres.  Voici  une  méthode  très 
simple  pour  parvenir  à  plusieurs  intégrales  du  même  genre.  Soit 

(')        /(*>  y,  y'^-'-y^"^)  =  o 

une  équation  différentielle  de  l'ordre  n; y' ,. .  .y^°^ ,  étant  les  dérivées 

successives  de  y.  L'intégrale  complète  de  cette  équation  contiendra 

n    constantes    arbitraires  a,    b ,. . .    cet  sera  de  la  forme 

y  =  F(a:,    a,    b,. .  .  .c)  on  plutôt   FI  (or,   y ,    a,   b,. . .  .c)  =  o. 

Maintenant  différencions  par  rapport  à  a  les  deux  membres  de  l'é- 

dr 
quation  (i),  et  représentons  par  u  la  dérivée   ^.  11  nous  viendra 

,    .  df  ,    df      du     ,  ,       df         d'u 

On  aurait  eu  la  même  équation  si ,  au  lieu  de  poser  ~    =  «  ,   on 

avait  posé  5^  =  "  O"  ^  =  "•  Donc  les  dérivées  de  y  prises  par  rap- 
port aux  n  constantes  a,    h,...    c  représentent  autant   d'intégrales 
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particulières  de  1  équation  line'aire  (2) ,  en  sorte  que 

en  est  l'intégrale  complète,  a,  /3,...>,  étant  des  constantes  arbi- 
traires. 

Si  l'on  avait  seulement  une  intégrale  particulière  de  l'équation  (i), 
avec  m  constantes  arbitraires,  on  trouverait,  par  la  même  méthode,  m 
intégrales  particulières  de  l'équation  (2).  Par  les  méthodes  connues, 
on  réduirait  donc  l'intégration  de  cette  équation  (2)  à  celle  d'une 
autre  équation  de  l'ordre  {n  —  ni). 

Il  est  bon  de  rappeler  aussi  qu'à  l'aide  de  chaque  intégrale  parti- 
culière de  l'équation  (2),  on  abaisse  d'une  unité  l'ordre  de  l'équation 

comme  Lagrange  l'a  fait  voir  dans  les  premières  pages  du  mémoire 
intitulé  :  Solution  de  différents  problèmes  de  calcul  ititégral. 

Outre  le  mémoire  de  M.   Jacobi  dont  j'ai  parlé  plus  haut,  il  en 
existe  un  autre  très  considérable  sur  les  équations  différentielles  de  la 
dynamique.  Tous  les  deux  ,  je  l'espère  ,  paraîtront  dans  mon  Journal. 
Mais  je  n'ai  pas  encore  lu  le  second  que  l'on  traduit  actuellement.  Il 
est  fort  possible  que  les  mémoires  de  M.  Jacobi  renferment  les  divers 
résultats  que  je  viens  d'indiquer  en  peu  de  mots.  Mais  quand  même 
cela  serait,  il  j  aurait  toujours  quelque  avantage  à  les  avoir  détachés 
de  longues  théories,  comme  je  le  fais  dans  cet  article.  Ils  deviennent 
en  effet  si  simples  qu'on  ne  pourra  manquer  de  les  introduire  dé- 
sormais dans  les  éléments.   Je  me  propose  de  développer,  dans  un 
autre  article,  quelques-unes  de  leurs  nombreuses  conséquences.  En 
attendant  le  lecteur  peut  en  faire  l'application  au  cas  particulier  où 
la  fonction  /se  réduit  a  y" — 'P(j);   l'équation  (i)  étant  alors  im- 
médiatement intégrable. 
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EXTRAIT 

Dune  Thèse  sur  le  mouvement  des  Corps  Jlottants  déforme 
quelconque  ; 

Par  m.  MOLINS  , 

Professeur    au    Collège    d'OrlëaDS. 


Dans  les  traités  de  Mécanique,  le  problème  du  mouvement  des 
corps  flottants  ne  se  trouve  résolu  que  dans  quelques  cas  particuliers 
fort  simples  qui  supposent  le  corps  symétrique  par  rapport  à  une  sec- 
tion verticale;  nous  nous  proposons  de  traiter  le  cas  général  où  le 
corps  est  de  forme  quelconque,  pouren  déduire  ensuite  les  cas  parti- 
culiers déjà  connus.  Nous  admettrons  que  le  mouvement  est  très  petit 
ou  que  le  mobile  ne  s'écarte  jamais  beaucoup  de  sa  position  ini- 
tiale. 


Supposons  qu'un  corps  flotte  en  équilibre  à  la  surface  d'un  liquide, 
et  qu'après  l'avoir  écarté  très  peu  de  cette  position  ou  lui  imprime  une 

Tome  III, — Fevriet.  i83S.  ;^ 
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faible  impulsion  :  le  problèmeà  résoudre  consiste  à  déterminer  la  nature 
du  mouvement  qu'il  prendra  en  vertu  de  cette  impulsion  initiale, 
de  son  poids  et  de  la  pression  verticale  du  liquide.  La  position  du  corps 
à  un  instant  quelconque  serait  déterminée  si  l'on  pouvait  connaître 
celles  du  centre  de  gravité  et  d'une  certaine  section  du  corps  passant  par 
ce  point  et  primitivement  désignée;  parmi  les  diverses  sections  que  l'on 
peut  prendre,  on  choisira  de  préférence  une  de  celles  qui  contiennent 
deux  des  axes  principaux  relatifs  au  centre  de  gravité.  Les  équations 
par  lesquelles  on  déterminera  la  position  du  corps  seront  celles  du 
mouvement  d'un  corps  entièrement  libre  sollicité  par  la  pesanteur  et 
la  pression  du  liquide;  remarquons  d'ailleurs  que  les  forces  accéléra- 
trices étant  verticales ,  il  n'y  a  lieu  à  considérer ,  pour  le  centre  de 
gravité,  que  son  mouvement  dans  le  sens  vertical. 

Cela  posé,  G  étant  la  position  du  centre  de  gravité  du  corps  à  une 
époque  quelconque  du  mouvement ,  soient  Gjt,  ,  G^^,  Gz^,  les  axes 
principaux  relatifs  à  ce  point,  MN  la  section  du  corps  par  la  surface 
du  liquide  quand  il  était  en  équilibre ,  M'N'  le  plan  actuel  de  flottai- 
son ,  H  le  centre  de  gravité  du  volume  MIN  primitivement  déplacé, 
G'  celui  de  la  section  MN.  La  position  du  corps  sera  rapportée  à  trois 
axes  rectangulaires  fixes  Ox ,  0/,  Or,  dont  les  deux  premiers  sont 
situés  dans  le  plan  horizontal  du  niveau  du  liquide  et  dont  le  troi- 
sième est  vertical.  Puisque  MN  était  le  plan  de  flottaison  à  l'é- 
poque de  l'équilibre,  la  droite  GH  qui  joint  les  centres  de  gravité 
du  corps  et  du  volume  plongé,  doit  être  perpendiculaire  à  ce  plan; 
nous  allons  supposer  en  premier  lieu  que  l'axe  principal  Gz^  soit 
aussi  perpendiculaire  à  ce  plan  ;  nous  traiterons  ensuite  le  cas  où  cette 
condition  n'est  point  remplie  ;  ce  sera  le  cas  général  du  mouvement 
des  corps  flottants. 

Nous  désignerons  par  a,  b ,  c,  a',b',  c',  a",  b",  c"  les  cosinus  des 
angles  que  font  les  axes  mobiles  Gx^ ,  Gy^ ,  Gz^ ,  avec  chacun  des  axes 
0.r,  0/,  Oz  ou  avec  leurs  parallèles  Gx' ,  G/',  Gz'  menées  parle 
point  G,  et  par  A  le  z  du  point  G.  On  sait  que  l'on  peut  faire  dépen- 
dre la  détermination  de  ces  neuf  cosinus  de  celle  de  trois  angles  qu'on 
désigne  par  6  ,  nI^,  sp,  et  qui  sont  :  l'angle  que  le  plan  x^Gy^,  fait  avec 
le  plan  x'Qty';  l'angle  que  fait  avec  Go"'  la  trace  du  premier  pkm  sur  le 
second,  et  l'angle  que  Gx^  fait  avec  cette  même  trace.  Les  quatre 
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quantités /i,  6,  4^,  <P  déterminent  la  position  du  corps  à  un  instant 
quelconque  et  sont  les  inconnues  du  problème  qu'il  faut  tâcher  d'ex- 
primer en  fonction  du  temps  en  fonction  du  temps  que  nous  dési- 
gnerons par  T. 

Maintenant  désignons  par  M  la  masse  du  corps  flottant  et  déter- 
minons le  mouvement  de  son  centre  de  gravité  en  exprimant  que  la 

quantité  M  -^  est  égale  à  la  résultante  des  forces  qui  sollicitent  le 

corps.  Ces  forces  sont  le  poids  du  corps  et  la  résultante  des  pressions 
du  liquide  qui  agit  en  sens  inverse  de  la  pesanteur  et  qui  se  décompose 
en  deux  parties,  dont  l'une  est  égale  et  contraire  au  poids  du  corps, 
et  dont  l'autre  est  égale  au  poids  d'un  volume  de  liquide  égal  à  celui 
de  la  nouvelle  partie  plongée.  Nous  allons  calculer  cette  nou- 
velle force ,  et  pour  cela  nous  formerons  l'expression  du  volume 
compris  entre  les  sections  MN,  M'N'.  Nous  appellerons  V  le  volume 
primitivement  plongé  à  l'époque  de  l'équilibre,  />  la  densité  du  li- 
quide, <s  la  surface  de  la  section  MN,  s ,  t,  u  les  coordonnées  du  point 
G'  par  rapport  aux  axes  Gx, ,  Oj^ ,  Gz^ ,  et  enfin  U  le  z  du  même  point 
relatif  aux  axes  fixes.  On  pourra  remplacer  M  par  pV,  et  l'on  aura 
visiblement 

U  =  a" s  ■+.  b't  -f-  d'il  4-  h. 

Quant  au  volume  MNM'N',  pour  l'obtenir,  on  le  décomposera  en  une 
infinité  de  cylindres  verticaux  dont  un  quelconque  aura  pour  expres- 
sion zdK  cosG,  en  désignant  par  rfA  un  élément  infiniment  petit  de  la 
surface  MN  et  par  z  sa  distance  au  plan  M'N'.  Ce  volume  est  donc 
égal  à 

cos  ^JzdK  =  —  o-U  cos  6  =  —  0-  cos  ô  (a"s  -f-  /}"t  -+■  c"u  -f-  h) , 

et  l'on  aura  le  poids  de  ce  volume  de  liquide  en  multipliant  cette 
expression  par  fg,  g  étant  la  gravité.  Il  suit  de  là  que  l'équation  du 
mouvement  du  centre  de  gravité  est 

( ,  )         V  ^'l  =  —  gcrcos  6 [a's  -f-  b"t  -f-  c"u  +  h), 

ce  qui  donne  une  première  relation  entre  la  quantité  h  et  les  angles  6, 
4,   ?,  parla  substitution  des  valeurs  de  a",   h",  c"  en  fonction  de 

5.. 
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ces  derniers  angles.  On  remarquei-a  que  dans  la  détermination  du 
volume  MNM'N',  on  le  considère  comme  un  cylindre  tronqué ,  dont 
les  bases  sont  la  section  MN  et  sa  projection  sur  le  plan  M'N',  sup- 
position qui  approche  d'autant  plus  de  l'exactitude  que  les  quantités 
h,  6  sont  plus  petites;  il  est  facile  de  voir  que  Terreur  est  du  second 
ordre,  par  rapport  à  ces  quantités. 

Les  quatre  quantités  /( ,  6 ,  4»  *?'  ^°"*  liées  entre  elles  par  trois 
nouvelles  relations  qui  exprimeront  le  mouvement  de  rotation  autour 
du  centre  de  gravité.  Pour  y  arriver,  désignons  comme  on  le  fait 
ordinairement  par  p,  q,  r,  les  composantes  de  la  vitesse  de  rotation, 
suivant  les  axes  Gx^,  Gr^', ,  Gz^;  ce  sont  des  fonctions  connues  de  6, 
•^,  <p.  iN^ous  représenterons  la  distance  GH  par  «  qui  sera  une  quantité 
positive  ou  négative,  selon  que  le  point  H  sera  au-dessus  ou  au-des- 
sous du  point  G  ;  on  aura  pour  les  composantes  parallèles  aux  axes 
principaux  de  la  force  f>g\  qui  exprime  le  poids  du  volume  du  li- 
quide MIN  : 

pgYa",     fg\b",     fgVc", 

et  les  moments  de  cette  force  par  rapport  aux  mêmes  axes  sont  : 
— fg'SV'n  par  rapport  à  Gx,,  f>gWa"n  par  rapport  à  G/, ,  et  zéro  par 
rapport  à  Gz^  En  second  lieu  désignons  par  V  le  volume  MNM'N', 
et  par  X^ ,  Y^ ,  Z^ ,  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  de  ce  volume, 
par  rapport  aux  axes  principaux  ;  les  composantes  de  la  force  fgV, 
seront 

fgS'a",  fgW'h",   fgV'c", 
et  les  moments  par  rapport  aux  mêmes  axes 

PgY'(c"Y,-b-'Z,),  fgV'(«"Z,-c"X,),   ^^V'(è"X,-«"Yj. 

Nous  désignerons  enfin  par  A,  B,  C,  les  trois  moments  d'inertie 
principaux. 

Si  maintenant  on  se  sert  des  formules  générales  du  mouvement  de 
rotation  autour  d'un  point ,  on  trouvera  pour  les  équations  du  mou- 
vement de  rotation  autour  du  centre  de  gravité , 
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^i  +  i^-  ^)P^=  PgV'(è%  -«"¥,), 

B  J  +  (A  -  C)  rp  =    fg\a"n  +  f>g\'(a"Z-c"X,), 

A^^+  (C  -\i)qr^-  fgYb'n  +  pg\'{c"Y-  b%). 

Il  y  enti'e  trois  quantités  V'X^ ,  V'Y^,  V'Z^,  qui  expriment  les  mo- 
ments du  volume  MNM'N',  par  rapport  aux  plans  des  axes  princi- 
paux. Pour  les  déterminer,  on  exprimera  que  ces  moments  sont 
égaux  aux  sommes  des  moments  des  éléments  qui  composent  le  vo- 
lume V,  ce  qui  donne 

\'X,=fffa:,d^,dr,dz„  \'Y,=fffy^dx,dy,dz„  YTL,=fffz,docfly,dz, 

I^a  quantité  u  étant  le  z^  du  point  G',  ou  bien  la  distance  GK  ,  l'équa- 
tion du  plan  de  la  section  MN  rapportée  aux  axes  principaux ,  sera 
Zi  =  u,  tandis  que  celle  du  plan  M'N',  par  rapport  aux  axes  Gjc' 
Gy ,  Gz' ,  sera  z  =  —  h;  mais  en  appelant  x^,j  ,  r  ,  les  coor- 
données d'un  point  quelconque  du  plan  M'N'  par  rapport  aux  axes 
principaux,  on  aura  z  =  a"x^-^i?"'y,-\- c"z^,  et  l'équation  de  ce  plan 
deviendra  a"x^  ■+-  b"y^  4-  c'z^  =  —  h.  Maintenant  pour  étendre  les 
intégrales  précédentes  à  tout  le  volume  V,  on  intégrera  d'abord  par 
rapport  à  z,  depuis  le  z  de  la  section  MN  jusqu'à  celui  de  la  section 

M'N' ,  ou  bien  depuis  z^  =  u  jusqu'à  z^  = ;  —  ~,  x —„  y     Les 

deux  premières  intégrales  deviendront 

ou  bien  en  observant  que  l'on  peut  remplacer  ffxjdx^dj^  par  as  et 
ffji'^i'^Ii  P^'^  "^^  ^*  désignant  les  trois  intégrales  ffx'-dxdj  , 
ffx,r,dx,dj„  //j]dx,dj^,par  k',B' ,  C, 

V'X  =  —  l,[ffs  (h  +  c"u)  +  a"A'  +  b"B'] , 

V'Y,  =  —  l[ff  i  (  A  +  c"u)  +  a"B'  +  b"C]. 
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Ces  quantités  A',  B',  C,  sont  censées  connues,  elles  dépendent  de 
la  nature  et  de  l'étendue  de  la  section  MN ,  et  de  la  direction  des 
axes  principaux.  On  trouvera  aussi  pour  la  quantité  \'Z^ 

''"^'=1/77  ^^'^"i^-''--  ==  î  ff[(7' + p  "' + ?^  -^'T  -  "Q  '^''^' 

=  _JL  rrh^  _  c"'u')  <r  4-  a"'X'  +  b°C'  +  2ab"B'  +  ^h,-  {a" s  +  b"!)  ] . 

2C   = 

Enfin  par  la  substitution  des  valeurs  précédentes  de  V'X,,  V'Y^,  V'Z^ 
les  équations  du  mouvement  de  rotation  deviendront 

^C^+(B-A)o?=-?^'[«(^+c"z/)+a"A'  +  ^"B']-»-^-^'M^+c"iO+a'B'+i"C], 
ar  c  c 

|B^+(A-C)rz;=  Ps\a''n  +  ^-^^  [<r(h'  -  c"'u')  +  a°*A'  +  b"'C  +  sa"6°B' 

(2)^  -)_  2A«-  (a' ,f  +  6"0]  +  ig  [«(^  +  c"u)  +  a" A'  +  b"B'], 

1  —  ^^  [«■  (h*  —  c"'u")  4-  a"'A'  +  ^>"'C'  +  2a"6"B' 

4-  2/i»-(a^4-è"t)]  —  çg-  [H  {k+  c"u)+a'B'  +  6"C']. 


A$-+(C-B)/-9=  —  «g-Y6"n  —  -^  [«■  e^'  —  c"'i")  +  a"'A'  +  b"'C'  +  2a"6"B' 


Passons  au  cas  général  du  mouvement  des  corps  flottants.  Dans 
ce  qui  précède ,  on  a  supposé  que  l'un  des  axes  principaux  G;^ .  était 
perpendiculaire  au  plan  de  la  section  MN,  maintenant  nous  ne  sup- 
poserons pas  que  cela  ait  lieu,  et  nous  emploierons  un  nouveau 
système  d'axes  rectangulaires  Gx"  ,  G/' ,  Gz"  dont  l'un  Gz"  sera  per- 
pendiculaire au  plan  MN.  Ces  nouveaux  axes  sont  fixes  dans  l'inté- 
rieur du  corps,  et  leur  position  par  rapport  aux  axes  principaux  est 
connue  ;  nous  désignerons  par  a, ,  è, ,  c, ,  a, ,  ô^,  c^,  a^,  i,,  Cj,  les 
cosinus  des  angles  que  font  respectivement  les  nouveaux  axes  avec  les 
axes  principaux.  L'équation  du  planMN,  par  rapport  aux  nouveaux 
axes,  sera  z"  =  u ,  en  appelant  s' ,  t' ,  u' ^  les  coordonnées  du  point  G' 
par  rapport  à  ces  axes ,  et  celle  du  plan  MN'  par  rapport  aux  axes 
principaux  d'x^  -f-  b"f,  +  c"z-^  =  —  h.  Pour  avoir  l'équation  de  ce 
dernier  plan,  par  rapport  aux  nouveaux  axes,  nous  désignerons 
les  nouvelles  coordonnées  par  x",  y" ,  z",  et  nous  aurons  les  formules 
suivantes  qu'il  faudra  porter  dans  l'équation  du  plan  M'N', 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  59 

X,  =  a^x''  -f-  a^y"  -\-  a^z" , 
y^  =  b,x"  4-  b,r"  +  bsz", 
z,  =   c.x"  +  c^y"  +  C3Z*. 

L'équation  du  plan  devient  par  cette  substitution, 

—  h  =  x"{a"a,  +  b"b,  ■+■  c"c,)  +  /'  {a"a,  +  b"b,  +  c"c,) 
^z"(a"a,-i-b''b,'i-c"c,), 
ou  bien 

en  désignant  par  a.,  ë ,  y,  les  coefficients  de  x" ,  y" ,  z".  Connaissant 
les  équations  des  plans  des  sections  MN ,  M'N' ,  par  rapport  aux  axes 
Gx" ,  Gy" ,  Gz" ,  on  déterminera  comme  nous  l'avons  vu  tout  à 
l'heure,  les  moments  du  volume  de  liquide  MNM'N'  par  rapport  à 
ces  mêmes  axes.  En  désignant  par  X'Y"Z" ,  les  coordonnées  relatives 
aux  nouveaux  axes  du  centre  de  gravité  de  ce  volume,   on  aura 

V'X"=  —  -  [<Ts'  {h  4-  yu')  +  aA"+  /3B']  =  T, 
V'Y"  =  —  -  [fff  {h  +  yu)  +  aB"  -+-  CC]  =  T  , 
V'Z"  =  ^,  [{h'—yu")a-{-x'A"+ë*C+2aeB"-i-2hcr(us'-i-fit')]  =  T"  ; 

A",  B",  C",  sont  les  valeurs  desintégrailes //x'''^dx''dj", /fx"y"dx"dy", 
ffy"*dx"dy".  Quant  aux  moments  du  volume  V ,  relatifs  aux  axes 
principaux,  ils  seront  donnés  par   les  formules  suivantes  : 

V'X^  =  V'X"«.  +  V'YX  +  Y'Z"as  =  Ta,  +  T'^.  +  T-'a,, 
V'Y,  =  Y'X"b.  +  V'Y'è.  H-  V'Z"^,  =  Tb,  ■+.  Tb,  +  T''^.,, 
V'Z,  =  V'XV.  +  V'Y"c,+  V'Z"c,  =  Te,  +  T'c.  +  T'c„ 


dans  lesquelles  X^,  Y,,  Z^  expriment  comme  tout  à  l'heure,  les  coor- 
données du  centre  de  gravité  du  volume  V  par  rapport  aux  axes 
principaux.  Il  ne  reste  qu'à  substituer  ces  expressions  dans  les  équa- 
tions du  mouvement  de  rotation  qui  deviennent 
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[  C  J  +  (B  -  A)  pq  =  pg\n  (a,h"  -  b,a") 

(3)    ]b  S  +  (A  -  C)  '?  =  rgVn  (csa"  -  a,c") 

I A  J  +  (C  -  B)  r<7  =  />gV«  {b,c"  -  c,b') 

\       '  +fg  [T  (è,c"-  r.è")  +  T'(è.c"  -c,&")  +  T"  {b,c'  —  c,b'). 

Telles  sont  les  équations  générales  du  mouvement  de  rotation.  Quant 
au  mouvement  de  translation  on  verra,  comme  plus  haut,  qu'il  est 
déterminé  par   l'équation 

.      M  ^^,  =  —  />§  cos  6'  {a!' s  +b"t  +  c"u  +  h) , 

6'  étant  l'angle  formé  par  les  axes  Gz,  G:;",  dont  l'un  est  vertical  et 
l'autre  perpendiculaire  au  plan  de  la  section  MN.  Comme  on  a 
cos  6' :=  «"«s  H- i"^3  +  c'c3 ,  l'équation  précédente  devient 


(4) 


M  ^',  =  —  pg {a"a,  +  b'%+  c"c,)  {a's  -f- b"t  +  c"u  +  h). 


Il  est  important  de  bien  sentir  la  nécessité  d'employer  les  nouveaux 
axes  Gx' ,  Gj",  Gz°,  dont  l'un  Gr"  est  perpendiculaire  au  plan  de  la 
section  MN  ;  c'est  afin  de  pouvoir  évaluer  les  moments  de  la  partie 
MNM'N'  par  rapport  aux  axes  principaux.  En  effet,  l'évaluation  de 
ces  moments,  suppose  que  le  volume  MNlNITi'  peut  être  regardé 
comme  un  cylindre  tronqué  ,  dont  les  généi-atrices  seraient  parallèles 
à  l'axe  Gz":  or  cette  supposition  ne  serait  point  permise  si  l'axe  Gz" 
n'était  point  perpendiculaire  au  plan  MN. 

Si  dans  les  quatre  équations  auxquelles  nous  venons  de  parvenir,  on 
substituait  à  la  place  de  /) ,  q  ,  r,  a",  b",  c"  ,  leurs  valeurs  en  fonction 
de  9,4'  ^»  *^"  aurait  quatre  équations  différentielles  du  second  ordre 
entre  les  quantités  h,  S,  4>  <P>  dont  la  connaissance  suffit  pour  dé- 
terminer la  position  du  mobile.  Ces  équations  ne  sont  intégrables  que 
dans  des  cas  particuliers;  l'intégration  amènerait  huit  constantes  que 
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l'on  déterminerait  d'après  la  position  primitive  et  le  mouvement  ini- 
tial du  mobile. 

Examinons  maintenant  quelques  cas  particuliers.  Nous  supposerons 
que  le  corps  est  symétrique  par  rapport  à  un  plan  vertical  FMIN, 
qui  est  aussi  celui  dans  lequel  a  eu  lieu  l'impulsion  initiale  :  toutes 
les  forces  accélératrices  étant  verticales ,  il  est  clair  que  ce  plan  res- 
tera vertical  pendant  tout  le  mouvement,  de  sorte  que  le  corps 
tournera  autour  du  point  G  comme  autour  d'un  axe  perpendiculaire 
au  plan  de  la  section  FMIN.  Remarquons  d'ailleurs  que  cet  axe  sera 
un  des  axes  principaux  du  corps  qui  passent  par  le  centre  de  gravité , 
à  cause  de  la  symétrie  du  corps  par  rapport  au  plan  dont  il  s'agit; 
par  suite  les  deux  autres  axes  principaux  seront  situés  dans  ce  plan. 
Nous  supposerons  que  Gr^^  soit  l'axe  principal  perpendiculaire  au 
plan  FMIN  :  si  l'on  a  eu  soin  de  prendre  les  axes  Goc' ,  Gz'  dans  ce 
plan,  les  axes  Gj-,,  Gy'  se  confondront.  On  aura  alors 

a  =  cos9,  b  =  o,  c  =  sin6, 

a'  =  o ,  b'  =   i ,  c'  z=  o, 

a"=— sinô,  b"  =  o,  c"=cos9, 

s  =  k  sin  et ,        <  z=  o ,  u  ■=z  k  cos  a , 

en  désignant  par  k  la  droite   GG'  et  par  a   l'angle  G'GR.  L'équa- 
tion (i)  deviendra 

V  j-,  =  "*"  S^""  cos  8  {k  cos  a  cos  6  —  k  sin  a  sin  6  -\-h) , 

ou  bien  en  remplaçant  h  par  — ^  —  kcos{Q-\-  a),  ^  étant  la  distance 
du  point  G'  au  plan  M'N', 

(5)  v2-VAsina^*-f-gaÇ  =  o. 

Pour  von-  ce  que  deviennent  les  équations  (2),  remarquons  que 
les  angles  <p,  4  »  étant  ici  égaux  à  go° ,  rendent  nulles  les  expressions 
àep  et  r,  et  donnent  qdTz=d^  ;  en  outre  la  quantité  '^'■=Jfx j jdx ^dy ^ 
est  nulle,  à  cause  que  la  trace  du  plan  FMIN  sur  la  section  MN  di- 
vise celle-ci  en  deux  parties  symétriques.  Il  en  résulte  que  les  seconds 
membres  de  la  première  et  de  la  troisième  des  équations  (2)  sont 
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nuls  ,    et  comme  p   et   /•   le  sont   aussi,    ces   équations  deviennent 

—  =  0,  -§■  =o,  ce  qui  n'apprend  rien  de  nouveau.  Mais  la  deuxième 

des  équations  (2)  devient ,  en  négligeant  les  termes  du  second  ordre 
en  6  et  ^  , 

B  J  =  -  ^g\râ  —  ifgÛT  (A«  —  i^')  +  rS  [('*  +  ")  '^^-  sîn  *  —  A'â]  , 

ou  bien,  en  rejetant  le  second  terme  du  second  membre  parce  qu'il 
est  du  second  ordre  en  ô_,  ^, 

(6)         B^^  =  — fg[9(V/z4-A')  +  cr^Csina]. 

On  intègre  sans  peine  les  équations  (5j  et  (6)  qui  sont  deux  équations 
linéaires  simultanées  du  second  ordre  :  nous  ne  nous  arrêterons  donc 
pas  à  ces  détails  de  calcul.  Nous  ajouterons  seulement  que  l'on  déduit 
des  formules  auxquelles  on  arrive,  la  condition  de  la  stabilité  de 
l'équilibre  du  corps  flottant;  ainsi  l'on  trouve  que  les  valeurs  de  Z, 
et  9  doivent  nécessairement  rester  très  petites  pendant  toute  la  durée 
du  mouvement,  lorsque  la  quantité  n  est  positive,  c'est-à-dire  lors- 
que le  centre  de  gravité  du  corps  est  situé  au-dessous  du  centre  de 
gravité  du  volume  primitivement  plongé. 

Les  équations  (5)  et  (6)  montrent  que  les  mouvements  de  rotation 
et  de  translation  ne  sont  pas  indépendants  l'un  de  l'autre  ;  ils  sont 
intimement  liés  entre  eux.  Mais  veut-on  les  rendre  indépendants,  on 
n'a  qu'à  supposer  a  =  o ,  c'est-à-dire  que  la  droite  GH  passe  en  G'  : 
les  équations  deviennent 

(7)       f.+¥  =  °. 

(8)  S  +  '«^B--'  =  »■  • 

Il  est  facile  d'arriver  directement  aux  équations  (5)  et  (6),  de  même 
qu'aux  équations  (7)  et  (8)  Dans  ce  dernier  cas  il  faut  supposer  le 
corps  symétrique  par  rapport  à  la  section  FMIN  qui  contient  la 
droite  GH,  et  par  rapport  à  la  section  passant  par  la  même  droite ^ 
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cl  pei'pendiculaire  à  la  première,  ce  qui  revient  à  supposer  que  GHz^ 
est  un  des  axes  principaux  qui  passent  au  point  G,  ainsi  que  la  per- 
pendiculaire G/^  au  plan  FMIN.  Comme  ces  nouveaux  calculs  n'of- 
friraient maintenant  aucun  intérêt,  nous  n'Insislerons  pas  davantage 
à  ce  sujet  :  nous  nous  bornerons  à  tirer  quelques  conséquences  des 
équations  (7)  et  (8).  Leur  intégration  donne 


C  =  X  cos  T  ^/^^,      e  =  «cosr  yJîlSlj^jtA}  , 

"X,  et  a  étant  les  valeurs  initiales  de  ^  et  6.  La  première  de  ces  for- 
mules montre  que  le  centre  de  gravité  du  corps,  dont  la  distance  au 
plan  M'N'  est  exprimée  par  Ç.-\~  u,  se  meut  verticalement  comme  un 
pendule  simple  dont  la  longueur  serait  - .  La  seconde  montre  que  la 

droite  Gz^  qui  fait  avec  la  verticale  Gz'  l'angle  désigné  par  6,  exécute 
des  oscillations    de  part  et  d'autre   de  cette   verticale ,  à   la  manière 

d'un  pendule  simple  dont  la  longueur  serait  — ^ —  ;  l'inspection 

de  celte  même  formule,  montre  encore  que  l'équilibre  sera  stable, 
lorsque  n  sera  positif  ou  lorsque  le  centre  de  gravité  du  corps  est 
plus  bas  que  celui  du  volume  de  liquide  déplacé. 
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A  VWVVX'lV»  \\\AA.^*V^*^  *' 


Sur  le  Calcul  des  Variations  et  sur  la  Tliéorie  des  Equations 
différentielles  ; 

Par    m.  JACOBI  (*). 

(Extrait  d'une  lettre  du  29  novembre  i836  ,  adresse'e  à  M.    le  professeur  Enke, 
secrétaire  de  la  classe  des  Sciences  tuathe'matiques  de  l'Académie  de  Berlin.) 


J'ai  réussi  à  remplir  une  grande  lacune  que  présentait  le  calcul 
des  variations.  Dans  les  problèmes  de  maxiuia  et  ininima,  qui  dé- 
pendent de  ce  calcul,  on  ne  connaissait  aucune  règle  générale  pour 
décider  si  une  solution  répond  réellement  à  un  maximum  ou  à  un 
minimum ,  ou  ne  donne  ni  l'un  ni  l'autre.  On  avait  reconnu  à  la 
vérité  qu'il  suffit  de  savoir  si  les  intégrales  d'un  certain  système 
d'équations  différentielles  restent  finies  entre  les  limites  de  l'intégrale 
qui  doit  devenir  un  maximum  ou  un  minimum.  Mais  on  ne  pouvait 
ni  intégrer  ces  équations ,  ni  trouver  d'une  autre  manière  dans 
quels  cas  leurs  intégrales  conservent  une  valeur  finie  entre  les 
limites  données.  J'ai  remarqué  que  ces  intégrales  s'obtiennent 
immédiatement  si  l'on  a  intégré  les  équations  différentielles 
du  problème,  c'est-à-dire  les  équations  différentielles  qui  doivent 
être  satisfaites  pour  que  la  variation  première  disparaisse.  Si,  par 
l'intégration  de  ces  équations  différentielles,  on  a  obtenu  l'expres- 
sion des   fonctions   cherchées ,    renfermant   un   certain    nombre    de 

(*)  Ce  Mémoire  fait  partie  d'un  des  derniers  cahiers  du  Journal  de  M.  Crelle. 
En  imprimant  ici  la  traduction  suivante  qu'un  de  mes  amis  a  bien  voulu  me 
communiquer,  je  crois  rendre  service  aux  lecteurs  français  ,  et  aussi  donner  à 
M.  Jacobi  un  témoignage  public  de  l'estime  profonde  que  j'ai  pour  son  talent. 
On  pourra  joindre  à  cet  article  celui  que  M.  Jacobi  lui-même  a  fait  insérer  dans 
le  Compte  rendu  des  séances  de  F  Académie  des  Sciences  de  Paris  {tome  Y , 
page  61).    J.  LdOLViLLE. 
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constantes  arbitraires  ,  leurs  difiërentielles  partielles  par  rapport  à  ces 
constantes  donneront  les  intégrales  des  équations  difiërentielles  qu'il 
faut  intégrer  pour  déterminer  les  caractères  distincts  des  maxiina  ou 
minima. 

Soit,  pour  considérer  le  cas  le  plus  simple,  l'intégrale 


//( 


x,j,g)rf«; 


y  est  déterminé  par  l'équation  différentielle 

El 

df        j     df 
J. d.    -f-      =   o, 

où  y'  représente  ~.  L'expression  de  j  donnée  par  l'intégration  de 
cette  équation  renferme  deux  constantes  arbitraires  que  je  désigne 
par  a  et  b.  La  variation  seconde  sera,  en  posant  w=:  «T/,  îv'=  -j-, 

dans  laquelle  -rri  doit   conserver   le  même  signe  pour  qu'il  y    ait 

maximum  ou  minimum.  Mais  pour  avoir  tous  les  caractères  du 
maximum  et  du  minimum,  il  faut  connaître  l'expression  complète 
d'une  fonction  i>  qui  satisfait  à  l'équation  différentielle 

df  \dy  ^  dx)  —  \djdy  ^  V  ' 

comme  on  peut  le  voir  dans  la  théorie  des  fonctions  de  Lagrange  (*)  , 
ou  dans  le  calcul  des  variations  de  Dirksen.  (Le  calcul  des  variations 
de  Ohm  ne  donne  pas  cette  théorie  avec  précision.)  Cette  expression 

complète  de  v  se  trouve  comme  il  suit:   soit  «  =  a-r^+ê-^,  où 
'  da    '         do  ' 

dâ  ^^  db  l'^présenfent  les  différentielles  partielles  de  y  prises  par 
rapport  aux  constantes  arbitraires  a  et  b  que  renferme  y ,  a.  eiÇ  étant 
deux  nouvelles  constantes  arbitraires  ;  l'expression  demandée  sera 


(*)   Théorie  des  fondions  analytiques ,  p,  208  ,  11"    156. 
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\drdy'    ^^    u  df'  dx)  ' 


\djdy'    ^^    Il  df' 

,  ,  .        .        S 

qui  contient  la  constante  arbitraire  -  . 

Le  cas  où  11  se  trouve  sous  le  signe  d'intégratioa  des  différentielles 
d'un  ordre  supérieur  au  premier  est  plus  didicile.  Soit  l'intégrale 
f  fipc ,  y ,  y' ,  y")  dx ,  qu'il  faut  rendre  un  maximum  ou  un  mini- 
mum, y-  et  y  désignant  toujours^  et  -j—^;  y  devra  être  l'intégrale 

de  l'équation 

df  dj_ 

4f_    ^       _^'      [       d'  .    '^■^      z=    o 

dj  '    dx       ''  '    dx'  ' 

et  renfermera  quatre  constantes  arbitraires  a,  a,,  «, ,  a,.  Si  w==.  J^y^ 
w'  =  cfy ,    w"  =  S'y' ,  la  variation  seconde  sera 

ffd'f   ^,      df  .  d:'f         ,  ,        df       ,    ,  ,    d^f    ,.  ,    df    ,\j 

Pour  le  maximum  ou  le  minimum,  il  faut  que  -^  conserve  tou- 
jours le  même  signe.  Pour  avoir  tous  les  caractères  de  maxima  et  de 
rainiraa,  on  doit  intégrer  le  système  des  équations  différentielles 
suivantes,  comme  on  peut  le  voir  dans  la  théorie  des  fonctions  de 
Lagrange, 

Kdj"  ^dxAdf'  ^  dx  ^  ^^>;  —  \djdy  ^  *"  ^  dxj  ' 

df'  \dy^  ^  dx)         \djdy'  ^  '^]J  ' 

wi^'  +  Tx+  ^^0 = i£^"  -^  ^-J- 

Ati  moyen  de  ces  équations  différentielles  du  premier  ordre,  qui 
présentent  un  aspect  assez  compliqué,  il  faut  déterminer  les  fonctions 
V ,  \>,ei  tv>  dont  l'expression  complète  renferme  trois  constantes  ar- 
bitraires.  J'en  ai  trouvé  l'intégrale  comme  il  suit  :  soit 


et 


da^^'  da,    ^  ^'  da,  ^  ^^  da. 
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en  sorte  que  u  et  u^  sont  des  expressions  linéaires  des  différentielles 
partielles  dej',  par  rapport  aux  constantes  arbitraires  que  cette  fonc- 
tion renferme.  Les  huit  constantes  et,  et,,  a^,  «3,  /S,  jS, ,  /3,,  /Ss,  ne 
sont  pas  entièrement  arbitraires;  mais  entre  les  six  quantités  qui  s'en 
déduisent, ctC, — a,ê,  aê» — ct^Q  ,  0.^3 — «3?,  «^^3 — ajC»,  «3?, —  a.Cj  et 
a,é', — a,C, ,  il  doit  exister  une  certaine  condition  que  je  ne  dévelop- 
perai pas  ici.  Cela  posé,  j'ai  trouvé  pour  \>,  c, ,  «\,  les  expressions 
générales  qui  suivent  : 

d'u,  d'u 

dx  '  <i:c 

</u      d'u,        du,       d'u 
^_  '^f     _i_    ^'f        ^  '  ^'         dx'  dx^ 

*''~  "~   djdy  +  rfP^'    '  ~^u,  _         du 


rf..,        rf-/       rf-/ 


dx  '  c/^ 

/     (^M,  d'u\    /du     du,        du,     d'u\ 

\      dx'^       "'  dx^J  \dx  '  dx"         dx  '  dx"  j 


dx       dj-dj/        dy^  '  /     du^  du\' 

V  ~di~  "'  di) 

Les  six  quantités  ctë,  —  ^a, ,  etc. ,  sont  liées  par  une  équation  iden- 
tique, outre  la  condition  à  laquelle  elles  sont  assujéties,  et  les  expres- 
sions de  V,  Vf,  v^,  renferment  seulement  leurs  rapports,  en  sorte 
qu'elles  tiennent  lieu  des  trois  constantes  arbitraires  qu'on  doit  avoir. 
La  théorie  générale,  quand  les  différentielles  de  j  s'élèvent  à  un 
ordre  quelconque  sous  le  signe  d'intégration,  se  déduit  sans  difficulté 
d'une  propriété  remarquable  de  certaines  équations  diflerentielles 
linéaires.  Ces  équations  différentielles  de  l'ordre  271  ont  la  forme 

où  ^W=  —41;  et  où  A,  A,, . .  .etc.,  sont  des  fonctions  données  de  x. 
Si  jr  est  une  intégrale  quelconque  de  l'équation  Y  =  o  ,  et  si  l'on 
pose  u=tjr,  l'expression  suivante  ,  où  ^^^"'^  désigne  -fr^) 

f.         ,      d.k,u'    ,     dKk.u"    ,  ,    rf»  .  A„uC''\  j-r 
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sera  intégrable,  c'est-à-dire  qu'on  peut  trouver  son  intégrale  sans 
connaître  t;  et  cette  inte'grale  aura  la  même  forme  que  Y:  seulement 
n  sera  diminué  d'une  unité;  ainsi  l'on  a 

fjVdx  =  B<  +  ^-  +  -^jr-  +  •  • .  H -rf^;ï=r-  , 

en  faisant  t^""^  =  -z-^  ;  les  fonctions  B  peuvent  s'exprimer  générale- 
ment au  moyen  dey,  des  fonctions  A,  et  de  leurs  différentielles.  La 
démonstration  de  ce  principe  n'offre  aucune  difficulté.  J'ai  trouvé 
l'expression  générale  des  fonctions  B;  toutefois  il  suffit,  pour  la 
question  proposée,  de  prouver  seulement  qu'en  général  l'intégrale 
fjUcix  a  la  forme  indiquée  ci-dessus,  sans  qu'il  soit  nécessaire  de 
connaître  les  fonctions  B  elles-mêmes. 

La  métaphysique  des  résultats  obtenus,  pour  me  servir  d'une 
expression  française,  repose  à  peu  près  sur  les  considérations  suivan- 
tes :  on  peut  donner  à  la  variation  première  la  forme  f\£^jdx, 
V  =  o  étant  l'équation  à  intégrer  ;  la  variation  seconde  prend  alors 
la  forme/J^V(/^7Yte.  Si  la  variation  seconde  ne  doit  pas  changer  désigne, 
elle  ne  devra  pas  non  plus  pouvoir  s'évanouir,  en  sorte  que  l'équation 
crV=o,  qui  est  linéaire  en  S'y,  ne  donnera  par  l'intégration  aucune 
valeur  de  S'y  qui  remplisse  les  conditions  auxquelles  cette  fonction  est 
asfujétie  d'après  la  nature  du  problème.  Ainsi  l'équation  J  V  =  o 
joue  un  rôle  important  dans  cette  recherche,  et  l'on  aperçoit  de  suite 
sa  connexion  avec  les  équations  différentielles  dont  les  intégrales 
donnent  les  caractères  des  maxima  et  minirna.  D'ailleurs  on  voit 
facilement  que  chaque  différentielle  partielle  dey,  prise  par  rapport 
à  l'une  des  constantes  arbitraires  que  cette  fonction  renferme  comme 
intégrale  de  l'équation  V  =  o  ,  est  une  valeur  de  J^y  qui  satisfait  à 
l'équation  diflérentielle  S'\=o;  on  obtient  donc  l'intégrale  géné- 
rale de  cette  équation  en  composant  une  expression  linéaire  de  toutes 
ces  différentielles  partielles  (*). 


(*)  Si  l'on  remplace  V  par  une  fonction  quelconque  fÇx  ,  y,  jr' , . .  J''"')  et  si 
l'on  pose  ix=u,  celte  remarque  donne  le  tbéorèine  dont  j'ai  parlé  à  la  page  3i  du 
•ahier  précédent.  Mais  ,  comme  je  l'ai  fait  observer ,  il  est  bon  d'avoir  détaché  ce 
théorème  des  longues  théories  afin  de  l'introduire  dans  les  éléments.  Il  s'étend 
à  un  nombre  quelconque  d'équations  différentielles  simultanées ,  et  peut  servir 
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L'équation  crV=o ,  dont  on  trouve  ainsi  l'intégrale  complète ,  peut 
se  mettre  sous  la  forme  que  prend  l'équation  cl-detsus  Y  =  o,  en  y 
remplaçant^  par  J^y.  au  moyen  des  propriétés  reconnues  aux  équa- 
tions de  ce  genre,  et  à  l'aide  d'une  intégration  par  parties  plusieurs 
fois  répétée,  on  arrive  à  transformer  la  variation  seconde  fJYJjrlx , 
en  une  autre  expression  qui  contient  un  carré  parfait  sous  le  signe 
d'intégration;  or,  c'est  là  précisément  la  transformation  qu'on  voulait 
effectuer.  Si  l'on  reprend,  par  exemple,  l'intégrale  f  f(^3c,y,y' ,y")dx, 
et  si  l'on  conserve  les  valeurs  de  u  et  w,  indiquées  pour  ce  cas,  «fV 
pourra  se  mettre  sous  la  forme 

d^v  =  Kir  +  '-^  +  '^^. 

et  l'on  aura  crV=o  pour  iy=iu.  Soit  Sy='U^J",  il  viendra,  d'après 
le  théorème  général  exposé  ci-dessus, 

/J^v^J'rfx-/l,:^v«^>^x=(B«^y+^:MI;y>-^(B<^y  +  '^'  ^f/  y' fax  -. 

si  l'on  désigne  maintenant  la  dernière  intégrale  par  fV,<^'j'ciœ ,  l'é- 
quation J^V,=o  sera  satisfaite  en  posant  B'yz=.  —  ^  d'où  S'jr'= — '■ — r'- — • 


On  peut    continuer   d'après    la    même    méthode,    en   faisant 

S'y  =  — '■ — —- —  S"j ,  et  il  viendra,  d'après  le   même  théorème  : 

/v.cTy^  =/v,  (""■~"-")cr'y^x^cjy.j->  -  /c  {syjdx. 

C'est  la  dernière  transformation  dans  laquelle  la    variation    arbitraire 
entre  seulement  au  carré  sous  le  signe  d'intégration.  On  voit  du  reste 

facilement   que    B,  =  «'A»,  C  =  ( — '  ~    '    j    B,  ,    et     par    suite 
c  =    ^-J  A.. 


dans  certains  cas  à  les  intégrer  par  approximation.  Four  passer  de  l'intégrale  de 
f(x  ,  j,j\  . .  .y-'^)  =  o,  à  celle  de  /{x  ,  j- ,  y  ,  x""^)  :=  Q ,  où  Q  reste  toujonrs 
un  très  petit  nombre,  il  suffit  en  etfet  d'auginenter  j-  d'un  terme  u  très  petit  , 
de'terminé  par  l'équation  (2)  de  la  page  3 1 ,  à  laquelle  on  donnera  Q  pour  second 
membre.  (J.  Lioitville.) 

Tome  m.  —  Fêteiee  ii5.8  n 
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De  plus  h^  =  f47-,  en  sorte  que  C  a  le  même  signe  que  -^,,  qui 
doit  être  toujours  positif  pour  le  minimum  et  toujours  négatif  pour  le 
maximum.  Il  faut  encore  chercher  si  «T'y  peut  devenir  infini  entre 
les  limites  de  l'intégration,  ce  que  l'on  fera  à  l'aide  des  fonctions 
u  et  u„  qui  sont  connues  dès  que  l'on  a  obtenu/  ou  l'intégrale  com- 
plète de  l'équation  V  =  o. 

Quoique  cette   analyse   indiquée  sommairement   exige  une  assez 
profonde   connaissance  du  calcul  intégral,   les  caractères  qu'on    en 
déduit  pour  reconnaître  si  une  solution   donne  en  général  un  maxi- 
mum  ou  un   minimum  sont  fort  simples.  Considérons  le  cas  où  j 
entre  sous  le  signe  d'intégration  avec  ses  différentielles  jusqu'au  n'"" 
ordre,  et  supposons  que  les  valeurs  à.Qy,y',y".  . .  y*""''  aux  limites 
et  les  limites  elles-mêmes  soient  données.   Si  l'on  met  ces  valeurs 
dans  les  2«  équations  intégrales,  les  2n  constantes  arbitraires  seront 
déterminées;  mais  puisqu'il  faut  alors   résoudre  des  équations,  on 
trouve  en  général  plusieurs  systèmes  de  valeurs,  et  par  suite  on  ob- 
tient plusieurs  courbes  qui  satisfont  aux  mêmes  conditions  et  aux 
mêmes  équations  différentielles.  Quand  on  en  a  choisi  une,  on  regarde 
le  premier  point  limite  comme  fixe  et  de  celui-ci  on  s'avance  vers  les 
points  suivants  de  la  courbe;  si  l'on  prend  l'un  de  ceA  points  comme 
seconde  limite,  il  pourra  arriver,  d'après  la  remarque  qu'on  vient  de 
faire,  qu'entre  ce  point  et  le  premier  il  passe  une  autre  courbe  pour 
laquelle  J  ,  /  ,  j"  •  •  •  j'-""'  ^ient  les  mêmes  valeurs  aux  deux  limites, 
et   qui  satisfasse  à  la  même  équation  différentielle.  Ainsi  ,  dès  qu'en 
s'avançant  sur  la  courbe  on  arrive  à  un  point  pour  lequel  une  de  ces 
autres  courbes  vient  se  confondre  avec  elle,  ou,   si  l'on  veut,  s'en 
rapprocher  infiniment,  l'intégrale  qui  doit  donner  lieu  à  un  maxi- 
mum  ou  à  un  minimum   ne  peut  s'étendre  jusqu'à  ce  point,  ni  au- 
delà  de  ce  point;  mais  si  l'intégrale  ne  s'étend  pas  jusqu'à  cette  limite, 

il  y  aura  un  maximum  ou  un  minimum,   pourvu  que  j-^,,  conserve 

toujours  le  même  signe. 

Pour  éclaircir  ceci  par  un  exemple,  considérons  le  principe  de  la 
moindre  action  dans  le  mouvement  elliptique  des  planètes. 
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L'intégrale  à  considérer  dans  le  principe  de  la  moindre  action  ne 
peut  jamais  devenir  un  maximum,  comme  Lagrange  l'a  cru;  cepen- 
dant elle  n'est  pas  toujours  un  minimum  :  il  faut  pour  cela  que  cer- 
taines conditions  aux  limites,  données  par  la  règle  précédente,  soient 
remplies,  sans  quoi  elle  ne  sera  ni  un  maximum  ni  un  minimum. 
Supposons  que  la  planète  commence  à  se  mon^oir  à  partir  du  point 
a  situé  entre  le  périhélie  et  l'aphélie;  soient  b  l'autre  limite,  2A  le 
grand  axe  et  y  le  Soleil:  on  obtient,  comme  on  sait,  l'autre  fojer  par 
l'intersection  de  deux  circonférences  décrites  des  points  a  et  ^ 
comme  centres  avec  les  rayons  pA  —  af  et  2A  —  bj^. 

Les  deux  points  d'intersection  des  circonférences  donnent  deux 
solutions  du  problème  qui  ne  peuvent  se  confondre  que  quand  les 
deux  circonférences  se  touchent,  c'est-à-dire  lorsque  ab  passe  par 
l'autre  foyer.  Si  l'on  tire  la  corde  aa'  par  le  point  a  et  le  foyer  y  de 
l'ellipse,  il  faudra,  d'après  la  règle  indiquée,  que  la  seconde  limite  b 
soit  située  entre  les  points  a  et  a'  pour  que  l'intégrale  du  principe  de 
la  moindre  action  soit  véritablement  un  minimum.  Si  le  point  b  tombe 
en  a' ,  alors  la  variation  seconde  ne  peut  pas  à  la  vérité  devenir 
négative,  mais  elle  devient  nulle,  en  sorte  que  la  variation  de  l'in- 
tégrale est  du  troisième  ordre  et  peut  devenir  tantôt  positive  et  tan- 
tôt négative.  Si  b  tombe  au-delà  de  a' ,  la  variation  seconde  peut  aussi 
elle-même  devenir  négative.  Si  le  point  de  départ  a  est  situé  entre 
l'aphélie  et  le  périhélie ,  le  point  opposé  a'  est  déterminé  par  la  corde 
de  l'ellipse  qui  passe  par  le  point  a  et  le  Soleil  f.  Car  si  a  et  a'  sont 
les  points  limites,  on  obtient  une  infinité  de  solutions  par  la  rotation 
de  l'ellipse  autour  de  aa' .  Si  dans  ce  dernier  cas  le  second  point 
tombe  au-delà  de  a' ,  il  y  aura  une  courbe  à  double  courbure  entre 
les  deux  limites  données,  pour  laquelle  l'intégrale /î'rf^  sera  plus  petite 
que  pour  l'ellipse. 

Je  dirai  à  cette  occasion  deux  mots  sur  la  variation  des  intégrales 
doubles,  dont  la  théorie  est  susceptible  d'une  plus  grande  élégance 
même  après  les  travaux  de  M.Gausset  de  M.  Poisson.  Afin  de  donner  un 
exemple  de  la  manière  qui  me  semble  la  plus  directe  pour  exprimer 
la  variation  d'une  intégrale  double,  je  prendrai  le  cas  le  plus  simple 
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où  Ion  considère  ^fÇfix,  / ,',  p,  q)  dxdj ,  dans  laquelle/;  =  ^  , 

dz 

Soit  w  la  variation  de  z ,  on  aura 

mi-, y,  ^.  />.  ?)  é-d^  =  ffd-dy  (f.  -  +  |t>  $  'i)- 

La  méthode  employée  pour  les  intégrales  simples  consiste  à  par- 
tager les  expressions  sous  le  signe  d'intégration  en  deux  parties,  dont 
la  première  est  multipliée  par  w  et  dont  l'autre  est  l'élément  d'une 
intégrale.  La  première  doit  être  égalée  à  zéro  sous  le  signe  d'intégra- 
tion; la  seconde  peut  être  intégrée,  et  l'on  fait  disparaître  son  inté- 
grale. Par  analogie,  je  partage  l'expression  sous  le  double  signe  en 
une  partie  multipliée  par  w  et  en  une  autre  qui  est  l'élément  d'une 
intégrale  double,  c'est-à-dire  que  je  pose  en  faisant  iiz=z  aw, 

'^f  ,.,^  ''f  ^U-  ^  —  —  Aiv  U-  —   ^  _±  du  _ 
Tz       "^  dp     dx^  dq    dy  ^  dx    dy         dx    dj' 

si  l'on  égale  les  termes  en  w ,  en  -^  et  en  -j—  ,  on  obtient 

df .    j^  da    dv         da     dv        df  __       dv        df dv 

dz  dx    dy  dy    dx'      dp  dy'    dq  dx' 

d'où 


àj 

df 

__ 

df 

d 

dp 

-  d  . 

dq 

dz 

■  dx 

■   dy 

En  égalant  cette  valeur  de  A  à  zéro,  on  trouve  l'équation  différen- 
tielle connue,  qui  est  ainsi  obtenue  d'une  manière  parfaitement  symé- 
trique. La  fonction  v  doit  satisfaire  à  l'équation  -4-   -3 \r  -j-  d~^^^^- 

Si  l'on  pose  A  =  o ,  on  a 

J ///(^,  J,  h  P,  q)djcdjr=  ffdxdj  {^^—^^  =ffdvdu, 

qui  ,  prise  aux  limites  données,  doit  disparaître.  Si  z  est  donnée  aux 
limites,  w  et  par  suite  u-=.aw  sera  nul  aux  mêmes  limites,  et  l'on 
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aura  ffdndv  =  o.  Si  les  valeurs  de  z  aux  limites  sont  entièrement 
arbitraires,  v  doit  s'ëvanouir,  et  l'équation  f=o  représentera  la  courbe 
limite  j  alors  il  faudra  que  les  fonctions  arbitraires  provenant  de  l'in- 
tégrale  de   l'équation    A  =  o    soient  det<  rminées  de    manière    que 

df  dv     ,    df  dv 

j    3 \-  -3-    rr  =  o  ,    etc. 

dp  dx         dq    dj  ' 

Pour  en  revenir  au  maximum  et  au  minimum ,  la  confusion  qui 
règne  dans  l'emploi  de  ces  mots  donne  lieu  à  de  graves  inconvé- 
nients. Quelquefois,  par  exemple,  on  dit  qu'une  expression  est  un 
maximum  ou  un  minimum,  quand  il  serait  vrai  seulement  de  dire 
que  sa  variation  est  égale  à  zéro.  Quelquefois  aussi ,  on  dit  qu'une 
grandeur  est  un  maximum  au  lieu  de  dire  qu'elle  n'est  pas  un  mini- 
mum. C'est  ainsi  que  M.  Poisson  dit  dans  sa  Mécanique,  que  la  dis- 
tance entre  deux  points  donnés  sur  une  surface  fermée  peut  devenir 
un  maximum,  tandis  qu'il  est  évident  qu'à  l'aide  d'inflexions  infini- 
ment petites,  la  longueur  de  toute  ligne  tracée  entre  ces  deux  points 
peut  encore  être  augmentée.  En  réalité,  la  ligne  que  fournit  le  calcul 
des  variations  appliqué  à  ce  problème  est  un  minimum  sur  la  surface, 
si  la  condition  dérivée  de  la  règle  générale  établie  ci-dessus  est  rem- 
plie, savoir  qu'entre  les  deux  points  extrêmes,  il  n'y  en  ait  pas  deux 
autres  entre  lesquelles  on  puisse  mener  une  nouvelle  ligne  infini- 
ment rapprochée  de  la  première  et  plus  courte.  Mais  dans  tout  autre 
cas  on  n'a  ni  maximum  ni  minimum.  Au  reste ,  quand  il  s'agit  de 
surfaces  ayant  en  chaque  point  des  courbures  opposées,  j'ai  démon- 
tré que  le  minimum  existe  toujours  réellement. 

Les  recherches  indiquées  plus  haut  sur  les  caractères  des  maxima 
et  minima  dans  les  problèmes  isopérimètres  remplissent  une  véritable 
lacune  dans  une  des  plus  belles  parties  des  Mathématiques;  elles  sont 
d'ailleurs  remarquables  par  les  artifices  d'intégration  que  l'on  y  a 
employés.  Mais  les  recherches  suivantes  engrènent  plus  pi-ofondé- 
mentdans  toute  l'étendue  de  la  science  :  je  vais  en  donner  une  courte 
indication. 

M.  Hamillon  a  montré  que  les  problèmes  de  mécanique  auxquels 
s'applique  le  principe  des  forces  vives  peuvent  se  ramener  à  l'inté- 
gration d'une  équation  aux  diflférentielles  partielles  du  premier  ordre 
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Sa  méthode  exige  bien  l'intégration  de  deux  équations  de  ce  genre;  mais 
on  peut  montrer  facilement  qu'il  suffit  de  connaître  une  intégrale 
complète  de  l'une  d'elles.  On  étend  auîsi  avec  facilité  ses  résultats  au 
cas  ou  les  fonctions  de  forces,  c'est-à-dire  les  fonctions  dont  les  dif- 
férentielles partielles  donnent  les  forces,  renferment  le  temps  expli- 
citement, auquel  cas  le  principe  des  forces  vives  ne  s'applique  pas ,  mais 
le  'principe  de  la  moindre  action  a  encore  lieu.  Il  semble  qu'on  de- 
vrait gagner  peu  de  chose  à  cette  transformation  d'équations  différen- 
tielles, puisque,  d'après  la  méthode  de  Pfaft',  consignée  dans  les 
Mémoires  de  votre  Académie  (et  pour  plus  de  trois  variables  on  ne 
connaissait  jusqu'ici  rien  de  plus  sur  les  équations  différentielles  par- 
tielles du  premier  ordre),  l'intégration  de  l'équation  aux  différentielles 
partielles  à  laquelle  se  trouve  ramené  le  problème  de  dynamique ,  est 
beaucoup  plus  difficile  que  celle  du  système  des  équations  différentielles 
du  mouvement  données  immédiatement.  Dans  le  fait,  si  l'on  étend  les 
recherches  de  M.  Hamiltonà  toutes  les  équations  aux  différentielles  par- 
tielles du  premier  ordre,  ce  qui  se  fait  sans  difficulté,  il  en  résulte  au  con- 
traire cette  découverte  importante  dans  la  théorie  des  équations  aux  dif- 
férentielles paitlelles  du  premier  ordre  qu'elles  peuvent  toujours  être 
ramenées  à  l'intégration  d'un  seul  système  d'équations  différentielles 
ordinaires,  qui  n'était  pas  suffisante  d'après  la  méthode  de  Pfaff;  mais 
cette  remarque  ne  peut  être  utile  pour  l'intégration  des  équations  diffé- 
rentielles de  la  mécanique  qu'autant  que  l'on  fait  voir  que  les  systèmes 
d'équations  différentielles  ordinaires  auxquels  se  ramènent  les  équations 
aux  différentielles  partielles  du  premier  ordre  sont  susceptibles  d'être 
traitées  d'une  manière  particulière  qui  les  distingue  des  autres  équa- 
tions différentielles. M.  Hamllton,  quoiqu'il  ait  cherché  à  faire  plusieurs 
applications  de  sa  îioiwelle  méthode ,  comme  il  l'appelle,  n'a  rien  dit 
à  ce  sujet;  aussi  n'a-t-il  tiré  aucune  utilité  réelle  de  ses  théorèmes  re- 
marquables. Cependant  Lagrange,  relativement  aux  équations  aux 
différentielles  partielles  du  premier  ordre  et  à  trois  variables  auxquelles 
il  s'est  borné,  et  dont  l'intégration  constitue  une  de  ses  plus  belles  et 
de  ses  plus  célèbres  découvertes,  avait  déjà  remarqué  que ,  si  l'on 
connaît  une  intégrale  du  système  des  trois  équations  aux  différen- 
tielles ordinaires  du  premier  ordre  entre  quatre  variables ,  auquel  il 
ramène  le  problème  on  n'a  plus  à  intégrer  que  deux  équations  diffé- 
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reutielles  du  premier  ordre,  chacune  entre  deux  variables.  Mais 
dans  le  cas  ge'neral ,  il  y  aurait  à  intégrer  une  équation  différen- 
tielle du  second  ordre  entre  deux  variables,  que  l'on  peut  doue 
toujours  ramener  à  celle  du  premier  ordre,  pour  ce  système  particu- 
lier d'équations  différentielles  ordinaires.  Si  l'équation  aux  diffé- 
rentielles partielles  du  premier  ordre  entre  trois  variables  ne  renferme 
pas  la  fonction  inconnue  elle-même,  mais  seulement  ses  deux  coeffi- 
cients différentiels,  alors  il  n'y  a  plus  à  intégrer  que  deux  équations 
différentielles  du  premier  ordre  entre  trois  variables;  et,  si  l'on  con- 
naît une  intégrale  de  ces  écjuations,  la  question  est  ramenée  à  deux 
quadratures  par  la  méthode  de  Lagrange ,  tandis  qu'en  général  il  res- 
terait à  intégrer  une  équation  différentielle  du  premier  ordre.  Ce  der- 
nier cas  se  présente  dans  la  mécanique  ,  c'est-à-dire  que  les  équations 
aux  différentielles  partielles  du  premier  ordre,  auxquelles  se  ramènent 
les  problèmes  de  dynamique ,  ne  renferment  jamais  la  fonction  in- 
connue elle-même.  D'après  cela,  on  peut  tirer  du  procédé  de  Lagrange 
pour  trois  variables  des  conséquences  très  importantes  pour  la  méca- 
nique. Ainsi  il  en  résulte  que  généralement  si  un  problème  quelconque 
de  mécanique,  pour  lequel  le  principe  des  forces  vives  a  lieu,  dépend 
d'une  équation  différentielle  du  second  ordre,  et  si  l'on  en  connaît  une 
intégrale,  outre  celle  donnée  parce  principe,  ce  qui  ramène  le  problème 
à  l'intégration  d'une  équation  aux  différentielles  ordinaires  du  premier 
ordre  à  deux  variables,  on  peut  toujours  intégrer  cette  équation  ou  du 
moins  on  peut  trouver  par  une  règle  précise  et  générale  le  facteur  qui  la 
rend  intégrable.  Le  mouvement  d'un  corps  attiré  vers  deux  centres 
fixes,  dans  un  plan,  fournit  un  exemple  d'un  problème  de  ce  genre. 
Euler  a  trouvé  facilement  une  intégrale,  outre  celle  du  principe  des 
forces  vives;  il  arrive  par  là  à  une  équation  différentielle  du  premier 
ordre,  mais  qui  est  véritablement  si  compliquée,  qu'il  fallait  toute 
l'intrépidité  de  ce  grand  géomètre  pour  en  entreprendre  l'intégration  , 
et  le  succès  de  ses  efforts  est  un  de  ses  plus  beaux  chefs-d'œuvre;  mais 
cette  intégration  pourrait  être  effectuée  sans  employer  tant  d'artifices 
à  l'aide  de  la  règle  générale  ci-dessus  mentionnée.  11  y  a  environ  six 
mois,  j'ai  communiqué  à  l'Académie  de  Paris  des  formules  relatives 
au  mouvement  d'un  point  libre  dans  un  plan  ,  qui  ramènent  le  pro- 
blème aux  quadratures  dès  qu'on  connaît  une  intégrale  outre  celle  du 
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principe  de  forces  vives.  Ces  formules  peuvent  s'étendre  au  mouve- 
ment d'un  point  sur  une  surface. 

Pour  que  ces  considérations  puissent  s'appliquer  à  des  problèmes 
de  mécanique  plus  compliqués,  il  est  nécessaire  d'étendre  à  un  nombre 
quelconque  de  variables  la  méthode  de  Lagrange  pour  l'intégration 
des  équations  aux  différentielles  partielles  du  premier  ordre  à  trois 
variables.  Pfaff,  qui  regarda  la  difliculté  comme  insurmontable,  s'est 
vu  forcé  par  ce  motif  d'abandonner  entièrement  cette  méthode.  Il 
considéra  la  question  comme  un  cas  particulier  d'un  problème  beau- 
coup plus  général,  dont  la  solution  heureuse  est  une  des  acquisitions 
les  plus  importantes  du  calcul  intégral.  Mais  le  problème  de  l'inté- 
gration des  équations  aux  différentielles  partielles  du  premier  ordre 
présente  des  facilités  qui ,  ne  se  trouvant  pas  dans  le  pi'oblème  général 
considéré  par  Pfaff  ,  lui  ont  échappé,  et  il  ne  pouvait  pas  les  ren- 
contrer sur  la  route  qu'il  a  suivie.  J'ai  réussi  à  lever  les  difficultés  qui 
s'opposaient  à  la  généralisation  de  la  méthode  de  Lagrange  et  à  fonder 
par  là  une  nouvelle  théorie  des  équations  aux  différentielles  partielles 
du  premier  ordre  pour  un  nombre  quelconque  de  variables  ;  cette 
théorie  offre  des  avantages  réels  pour  leur  intégration  ,  et  trouve  im- 
médiatement son  application  dans  les  problèmes  de  mécanique.  Je  me 
contenterai  de  donner  ici  les  indications  suivantes  : 

Les  équations  aux  différentielles  partielles  et  les  problèmes  d'iso- 
périmètres  dans  lesquels  les  différeritielles  partielles  des  fonctions  in- 
connues ne  s'élèvent  qu'au  premier  ordre ,  dépendent  de  la  même 
analyse ,  en  sorte  que  tout  problème  d'isopérimètres  peut  être  conçu 
comme  l'intégration  d'une  équation  aux  différentielles  partielles  du 
premier  ordre.  On  peut  comprendre  parmi  ces  problèmes  d'isopéri- 
mètres ceux  pour  lesquels  l'expression,  qui  doit  devenir  un  maximum 
ou  un  minimum,  ou  plus  généralement ,  dont  la  variation  doit  s'éva- 
nouir, n'est  point  donnée  immédiatement  par  une  intégrale,  mais  par 
une  équation  différentielle  du  premier  ordre.  Réciproquement  on  peut 
concevoir  l'intégration  d'une  équation  aux  différentielles  partielles  du 
premier  ordre,  comme  la  solution  d'un  problème  d'isopérimètres. 
En  vertu  du  principe  de  la  moindre  action  ,  on  peut  considérer  comme 
un  problème  d'isopérimètres  de  ce  genre  le  mouvement  d'un  système 
de  corps  qui  s'attirent  mutuellement ,  et  qui  peuvent  d'ailleurs  être 
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sollicités  par  des  forces  parallèles  ou  dirigées  vers  des  centres  fixes 
ou  même  vers  des  centres  mobiles,  pourvu  que  les  corps  du  système 
ne  réagissent  pas  sur  ces  derniers  centres  dont  le  mouvement  doit  être 
déterminé  d'avance.  Uu  tel  problème  de  mécanique  peut  donc  aussi 
être  conçu  comme  l'intégration  d'une  équation  aux  différentielles  par- 
tielles du  premier  ordre.  Cette  intégration  dépend  d'un  système 
d  équations  différentielles  ordinaires  qui  s'accordent  avec  les  équations 
connues  de  la  mécanique  ,  mais  qui ,  par  leur  relation  avec  une  équa- 
tion aux  différentielles  partielles  du  premier  ordre,  présentent  des 
facilités  particulières.  Ainsi,  au  moyen  d'un  procédé  particulier  et 
par  un  certain  choix  de  grandeurs  qu'on  prend  pour  variables  ,  on 
peut  faire  en  sorte  que  chaque  intégrale  obtenue  tienne  lieu  de  deux 
intégrations.  Pour  m'exprimer  plus  clairement  je  dirai  qu'un  système 
d'équations  différentielles  est  du  «'^'™<=  ordre,  quand  on  peut,  par 
l'élimination  des  autres  variables,  l'amener  à  une  équation  différen- 
tielle ordinaire  du  n^ème  ordre  entre  deux  variables.  Mais  pour 
les  équations  aux  différentielles  partielles  du  premier  ordre  qui  ne 
contiennent  pas  la  fonction  inconnue  elle-même ,  mais  seulement 
ses  coefficients  différentiels ,  comme  aussi  pour  les  problèmes  d'isopé- 
rimètres,  et  par  suite  pour  les  problèmes  de  mécanique  désignés  ci- 
dessus,  dans  lesquels  l'expression  dont  la  variation  doit  s'évanouir 
est  donnée  par  une  intégrale,  voici  la  marche  à  suivre  dans  les  opé- 
rations et  les  avantages  qu'on  en  retire.  L'équatioif  aux  différentielles 
ordinaires,  dont  dépend  le  problème  ,  étant  supposée  de  l'ordre  2«, 
si  l'on  en  connaît  une  intégrale,  on  pourra,  par  un  certain  choix  des 
quantités  prises  pour  variables,  ramener  le  problème  à  un  système 
d'équations  différentielles  de  l'ordre  sn  —  2.  Si  l'on  connaît  encore 
une  intégrale  de  ce  système,  on  pourra  le  réduire  de  la  même  ma- 
nière à  un  système  de  l'ordre  an  — 4>  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce 
qu'on  n'ait  plus  d'équations  différentielles  à  intégrer.  D'ailleurs  toutes 
les  opérations  à  effectuer  reposent  uniquement  sur  les  quadratures. 
J'ajouterai,  pour  plus  de  clarté,  que  j'appelle  intégrale  d'un  système 
d'équations  différentielles  ordinaires,  une  équation  U  =  rt  dans  la- 
quelle a  est  une  constante  arbitraire  qui  ne  se  trouve  pas  dans  U  , 
et  U  une  expression  telle  que  sa  difîérenlielle  </U  est  identiquement 
nulle. 
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Comme  exemple  de  la  méthode  générale,  je  prends  un  problème 
de  mécanique ,  dont  j'ai  déjà  eu  l'honneur  d'entretenir  l'Académie , 
dans  mon  dernier  mémoire.  Il  y  a  certains  cas  dans  le  mouvement 
des  corps  célestes ,  comme  par  exemple  celui  de  la  Lune  ou  d'une 
comète  qui  s'approche  beaucoup  de  Jupiter,  pour  lesquels  le  mouve- 
ment elliptique  est  si  peu  approché  que  l'on  ne  peut  fonder  aucun 
procédé  d'approximation  qui  ait  une  valeur  scientifique  sur  l'intégra- 
tion des  équations  différentielles  de  ce  mouvement.  Il  est  alors  de  la 
plus  grande  importance  de  trouver  un  autre  mouvement  qu'on  puisse 
traiter  facilement  et  qui  se  rapproche  davantage  du  cas  de  la  nature. 
On  pourrait  ici  chercher  à  choisir  le  mouvement  d'un  point  matériel 
attiré  par  deux  corps  qui  se  meuvent  simultanément  et  avec  la  même 
vitesse  angulaire  autour  de  leur  centre  de  gravité  commun.  Rela- 
tivement à  la  Lune  on  peut  supposer,  dans  le  problème  d'approxi- 
mation, que  les  trois  corps  se  meuvent  dans  un  même  plan;  on  a 
alors  deux  équations  différentielles  du  second  ordre ,  dans  lesquelles 
les  forces  renfei-ment  le  temps  explicitement,  en  sorte  que  ni  le 
principe  des  aires ,  ni  le  principe  des  forces  vives  ne  peuvent  s'appli- 
quer ;  et  le  système  équivaut  à  une  équation  différentielle  du  qua- 
trième ordre  à  deux  variables.  Quoique  le  principe  des  aires  et  des 
forces  vives  n'ait  pas  lieu,  j'ai  fait  voir  cependant  qu'on  pouvait 
appliquer  une  certaine  combinaison  de  ces  deux  principes.  Cette  inté- 
grale que  j'ai  trcfUvée  ne  ramène  pas  seulement  le  problème  au 
troisième  ordre ,  mais  l'application  de  la  méthode  générale  à  ce  cas 
montre  que  ,  par  un  choix  convenable  de  variables ,  le  problème  peut 
être  ramené  à  une  équation  différentielle  du  second  ordre  à  d^ux  va- 
riables dont  il  faudrait  seulement  connaître  une  seule  intégrale ,  en 
appliquant  le  même  procédé.  Ainsi  au  moyen  de  cette  méthode  et  à 
l'aide  de  l'intégrale  trouvée  par  moi,  on  peut  ramener  l'intégration 
de  l'équation  différentielle  du  quatrième  ordre  à  la  recherche  d'une 
intégrale  particulière  d'une  équation  différentielle  du  second  ordre , 
et  tout  le  reste  ne  suppose  que  des  quadratures. 

Toute  la  marche  de  l'opération  dépend  chaque  fois  de  l'intégrale 
qu'on  a  trouvée  ;  le  choix  des  variables  dépend  aussi  de  la  même 
intégrale,  et  exige  en  outre  l'intégration  d'équations  différentielles; 
mais  toujours  de  telle  manière  qu'au  moyen  de  l'intégrale  trouvée. 
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le  système  des  équations  est  ramené  à  un  autre  dont  l'ordre  est  de 
deux  unités  moindre,  et  même  il  arrive  dans  beaucoup  de  cas,  que  ces 
équations  différentielles  nécessaires  pour  la  détermination  du  choix 
des  variables  sont  faciles  à  intégrer.  Si  on  ne  laisse  pas  échapper  les 
intégrales  simples  qui  se  présentent,  on  peut  en  suivant  la  marche 
indiquée  être  siir  de  réduire  le  problème  à  des  quadratures,  ou  du 
moins  de  la  simplifier  autant  que  sa  nature  le  permet.  Lors  même 
que  les  équations  différentielles  auxquelles  on  arrive  ne  peuvent 
pas  s'intégrer,  on  leur  reconnaîtra  des  propriétés  remarquables  qui 
seront  très  utiles.  Ainsi  dans  le  problème  cité,  quoiqu'on  ne  sache 
pas  intégrer  l'équation  différentielle  du  second  ordre  à  laquelle 
on  le  ramène,  toutefois  ou  sait  que  ses  deux  intégrales  se  déduisent 
l'une  de  l'autre  par  des  quadratures. 

Vous  voyez ,  Monsieur  et  très  honoré  professeur ,  que  les  résultats 
énoncés  dans  cette  esquisse ,  enrichissent  la  Mécanique  analytique 
d'un  chapitre  nouveau  et  important  j  ils  montrent  les  avantages  que 
la  jbrme  des  équations  différentielles  de  la  mécanique,  offre  pour 
leur  intégration.  Cette  forme  est  due  à  Lagrange  ;  mais  Lagrange  et 
les  géomètres  ses  successeurs  ne  s'en  sont  servis  que  pour  obtenir 
plus  promptement ,  et  avec  plus  d'ensemble  ,  les  transformations  ana- 
lytiques, et  donner  aux  lois  de  la  mécanique  toute  l'extension  dont 
elles  sont  susceptibles.  Aujourd'hui,  cette  forme  acquiert  une  impor- 
tance bien  plus  grande  ;  car ,  ce  sont  précisément  là  les  équations 
différentielles  susceptibles  d'être  ti'aitées  d'une  manière  particulière, 
qui  diminue  notablement  les  difficultés  de  l'intégration. 
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Sur  la  Réduction  de  l'intégration  des  Equations  différen- 
tielles partielles  du  premier  ordre  entre  un  nombre  quel- 
conque de  variables  a  l'intégration  d'un  seul  système 
d'équations  différentielles  ordinaires  ; 

Par  m.  JACOBI  (*). 


M.  Hamilton  a  trouvé  [Transactions  Philosophiques ,  i834,  p.  II, 
et  1 855  p.  I) ,  ce  résultat  remarquable ,  que  dans  les  cas  de  la  roéca- 
nique  où  la  loi  des  forces  vives  a  lieu ,  les  équations  intégrales  du 
mouvement ,  de  même  que  les  équations  diflférentielles  sous  la  forme 
que  Lagrange  leur  a  donnée,  se  laissent  toutes  exprimer  par  les 
coefficients  différentiels  partiels  d'une  seule  fonction. 

Voici  à  peu  près  la  marche  qu'il  a  suivie  :  soient 

"''  d?  =  ^  +  ^  ^  +  ^'  :5ï-  +  •  •  • 

dy,        àV     ,     ^    dF     ,    .     dF, 
'    dt'  dj-i  dj^i    '       '  dj-i 

d  ïi         dV     ,     ^  dF      ,     ^    dF,      , 

'"'dF  =  rfi,  -^-^5^;  +^'^  +•••• 

les  équations  différentielles  du  mouvement  d'un  système  de  n  points 
matériels  qui  satisfont  aux  conditions  F  =  o,  F,  =  o,.... 

Dans  ces  équations  l'indice  i  prend  successivement  les  valeurs  i , 
2  ...  n  ;  et  m,  signifie  la  masse  d'un  point  dont  les  coordonnées  rec- 
tangulaires sont  Xifj,,  z,.  C'est  la  forme  que  Lagrange  a  donnée  aux 
équations  différentielles,  et  qui  peut  toujours  leur  être  donnée  dans 
les  cas  où  la  loi  des  forces  vives  a  lieu,  c'est-à-dire  quand 

(*).  Ce  Mémoire   est  tiré,  comme  le  précédent,  du  Journal  de  M.    Crelle. 

(J.  LlOlJVILLE.) 
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h  étant  une  constante.  Les  quantite's  A,  A^^,..  sont  des  facteurs 
introduits  pour  la  symétrie,  et  qui  doivent  être  éliminés  à  l'aide 
des  équations  de  condition.  J'appelle  la  fonction  U,  dont  la  différen- 
tiation  partielle  donne  les  forces  employées,  Xi  fonction  des  forces. 
Quand  on  aura  complètement  intégré  les  équations  différentielles 
données,  on  connaîtra  les  5«  coordonnées  en  fonctions  du  temps 
et  des  constantes  arbitraires.  Substituons  ces  valeurs  dans  la  fonction 
des  forces  U,  et  dans  sa  différentielle  partielle  prise  par  rapport  à 
une  des  constantes  que  j'appellerai  a  :  nous  aurons 

AT  \Mxi   '  dâ  "^  dj.  '   dâ,  ~^  dZi  '    da)^ 
_,      /à'Xi  dXi  j^  à'jr,    dy,         A'zi  dzi\ 

~  ■^'"'W  ^  "*"  dF  57  "*"  dF  Tj' 

car  les  facteurs  de  A ,  A, , . .  .  s'évanouissent  à  cause  des  équations  de 
conditions. 

On  peut  donner  à  la  dernière  équation  la  forme  : 

,         /Ax,   dxi        Ay.  dy,        dz,  dzi  \ 
dU  _  '  Vdi  'd^  '*"dt  dZ  '^Tt'di) 

dut.  dt 

_.       /dXi       d^Xi      ,    dYi      d' Yt      ,    dZi       d'ti  \ 
'  V.  dl       dadt  ^    dt        d»dl  ^  dt  '   dadl  ) 

La  dernière  partie  du  second  membre  peut  aussi  se  mettre  sous  la 
forme  d'une  différentielle  partielle  prise  par  rapport  à  a,  savoir 

2  da 

ce  qui  réduit  l'équation  précédente  à 

dt 

~"  Al 
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Cette  équation  remarquable  n'a  pas  échappé  aux  analystes  qui  se  sont 
occupés  de  la  variation  des  constantes  dans  les  problèmes  de 
mécanique.  Il  s'ensuit  facilement  un  des  théorèmes  les  plus  impor- 
tants de  cette  théorie.  En  effet,  si  l'on  pose 

dx  I    4y  /    '^^  / 

Tt  ~  ^  '  ~dt~  y  '  11  —  ^  ' 


de  manière  que  l'équation  précédente  devienne 

,  dx,     .       ,  dVi    .      ,  dt'' 
dtt  dt 


,^       /    ,  dx,  ,  dyi  ,  dz\ 

^[U■t-lsm,(x^-+y^-f-27)]  _        -  K'~di^^-~d7'^  '■  Tj , 


et  si  l'on  désigne  par   jS  une  autre  constante  arbitraire  quelconque , 
on  voit  que  les  deux  expressions 


/    ,  dxi  ,  dy^     ,      ,  dzi  \ 


dt 

et 


/   ,  dx,    ,       ,  ar,    ,      ,   dx-\ 


àt 

sont  les  coefficients  différentiels  partiels  de  la  même  expression, 
savoir 

U  +  ï2/ra,(j:;*  -i-y,*  -h  z'.'), 

pris  respectivement  par  rapport  à  a  et  par  rapport  à  /3.  Donc  la  diffé- 
rentielle par  rapport  à  ^  du  premier  coefficient  différentiel,  est 
égale  à  la  différentielle  par  rapport  à  a  du  second  ;  ce  qui  donne  après 
les  simplifications  nécessaires, 

/dx'i      dxi     .    dj',     dji  dzl_     dz\ 

^^\'d^    ir  '^W 1»  •     dî  •  dj 


/dx[      dXi        dj\     djTi         dz,       dz\ 
'^^'"'  \^  ■^'^'^'W  '^'dZ-  d^J 
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Cette  équation  fait  voir  que  la  quantité 

^         V  rf^    •      d»    ^    d!3     ■  y«    ^     d^        dj 

/rfx.'      <ir,  «/Ti'     djr,  dz^      dz\ 

~  ^"^■KdT  •  'dfi  ~^  ~d7  -  1^  "^   dx    •   ds)' 

est  indépendante  de  t,  c'est-à-dire  qu'elle  est  une  constante,  ce  qui 
est  le  célèbre  théorème  dû  à  Lagrange.  On  démontre  aussi  facilement 
qu'en  appelant  cette  expression  (a ,  /S) ,  et  désignant  par  y  une  troi- 
sième constante  arbitraire ,  on  aura  les  équations 

Mais  M.  Hamilton  tire  de  l'équation  que  nous  avons  trouvée,  savoir  , 

j„      /   ,  dxi    ,      ,  dr,   ,      ,   dz,\ 
dx  d/  ' 

de  nouveaux  avantages  par  le  procédé  suivant,  qui  est  très  remar- 
quable en  lui-même  et  parles  résultats  auxquels  il  conduit. 
En  effet,  si  l'on  pose 

S  =  //  [U  +  ï  2 w,  (x-  •  -f- jr;  •  -h  zl  •)]d< , 
on  aura 

dM  —J  o  ~~^  ^^  ' 

ou  ,  par  suite  de  l'équation  précédente  , 


^  —  r      \   d»  ^•^'  d,  ^  -■  d») , 

û—j.      d^ ^^^ 


Si  «,  6,  c,  repré.sentent  les  valeurs  initiales  de  jr,^^-,  z,  et  aï ,  h\c' , 
celle.*  de  j:',^'',  z',  cette  équation  donnera 

<&        _.       f     ,dXi  ,  dji  .  dz,\  /    ,  doi     ,    . ,  dbi    ,       ,  dc\ 
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S  est  fonction  de  t  et  des  constantes  arbitraires.  Elle  est  définie  par 
cela  même  que  sa  diffe'rentielle  prise  par  rapport  à  t  est  égale  à  la 
fonction  des  forces  plus  la  moitié  de  la  force  vive.  La  dernière 
équation  donne  le  moyen  de  trouver  aussi  la  différentielle  de  S 
en  ne  faisant  varier  que  les  constantes  arbitraires.  En  effet,  si  l'on 
désigne  par  d  la  différentielle  que  l'on  obtient  en  faisant  varier 
simultanément  toutes  les  constantes  arbitraires,  mais  en  laissant  t 
invariable,  l'équation  précédente  après  avoir  été  multipliée  par  dtt  et 
après  qu'on  aura  pris  la  somme  de  toutes  les  équations  analogues, 
deviendra 

</'S  =  S.m^x'.d'x,  +y:dy,  +  z'd'z)  —  2/n,  {a[d'a,  +  b[d'b,  +  c.d'c)', 

c'est  la  différentielle  complète  de  S  en  laissant  t  constant,  et  consi- 
dérant S  comme  fonction  des  constantes  arbitraires. 

Quand  le  système  est  tout-a-fait  libre,  on  a  un  nombre  6/2  de  cons- 
tantes arbitraires,  dont  S  et  les  6/2  quantités  x,  y,  z,  a,  b,  c ,  sont  re- 
gardées comme  fonctions.  On  pourra  donc,  en  se  servant  des  équations 
intégrales,  exprimer  les  5/î  quantités  a,  b,  c  par  ces  &n  constantes, 
et  les  5»  quantités  x ,  y,  z  par  ces  constantes  et  le  temps  t.  On  peut 
donc  regarder  les  6/2  constantes  arbitraires  comme  fonctions  du  temps 
et  des  6/2  quantités  x,j,z,a,b,c,  ce  qui  rendra  S  fonction  du 
temps  t,  et  des  6n  quantités  x,  j^  z,  a,  b ,  c.  Si  l'on  prend  dans  ce 
sens  les  coefficients  différentiels  partiels  de  S,  la  dernière  équation 
donnera  immédiatement  les  différentielles  partielles  de  S  prises  par 
rapport  aux  quantités  x ,  y,  z,  a,  b ,  c\  savoir  : 


dXi 

=  ni,x', , 

dS 
da, 

dS 

=  my.> 

dS 
db. 

dS 

dz, 

=  m,z',  , 

dS 
de. 

=  —  m,c' . 

Ces  6/2  équations  peuvent  être  regardées  comme  les  équations  inté- 
tégrales  complètes  du  problème  proposé.  Les  5/2  équations  à  gauche 
sont  les  3/2  intégrales  du  premier  ordre  (que  M.  Hamilton  appelle 
intégrales  intermédiaires),  et  les  équations  à  droite  sont  les  3/2  inté- 
grales tioies  elles-mêmes. 
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Si  le  système  n'est  pas  libre ,    et  que  l'on  ait  les  k  conditions 

F  =  G,         F,  =  0,  Fa-,  =  o, 

auxquelles  tous  ses  points  doivent  satisfaire ,  on  pourra  réduire  les  3« 
fonctions  cherche'es  x,  y,  z,àun  nombre  5n  —  k,  et  les  5/i  équa- 
tions différentielles  du  second  ordre  se  réduiront  aussi  a.  "^n  —  A-.  On 
n'a  donc  que  6« — :ik  constantes  arbitraires,  au  lieu  desquelles  on 
pourra  introduire  dans  l'expression  de  S  les  3« — k  quantités  auxquelles 
on  a  réduit  les  3«  quantités  x ,  y,  z;  et  leurs  valeurs  initiales  aux- 
quelles les  5n  quantités  a,  b,  c  se  laissent  ramener  par  les  mêmes 
équations  de  condition.  L'équation  par  laquelle ,  en  supposant  t  cons- 
tant, nous  avons  exprimé  la  différentielle  complète  de  S,  prise  dans  le 
sens  précédemment  indiqué ,  peut  se  mettre  sous  la  forme 

4-  2  (J  —   m,z'^dz,  +  2  (^  +   tnfi'^dc,. 

Éliminons-en,  au  moyen  des  équations  de  condition,  un  nombre  k 
des  3n  différentielles,  dx ,  dj ,  dz;  et  un  même  nombre  des  3n  dif- 
férentielles, da ,  db ,  de  :  cette  opération  étant  effectuée,  le  facteur 
de  chacune  des  autres  différentielles  indépendantes  doit  être  égal  à  o. 
Soit  F'"'  ce  que  devient  la  valeur  de  F,  en  y  substituant  au  lieu  de 
x,y ,  z,  les  valeurs  initiales  a,  b,  c:  on  opérera  l'élimination  dont 
il  s'agit,  en  multipliant  par  un  facteur  indéterminé  et  ajoutant  à 
l'équation  précédente  chacune  des  k  équations 

et  chacune  des  k  équations 

/  rfF  (-^     ,       ,    d¥  C) 


Tome  m.  —  FÉTniir.   i838. 
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puis  détermioant  les  facteurs  de  manière  que  les  coefficients  des  k 
différentielles  dx  j,  da,  etc.,  que  l'on  désire  éliminer  s'évanouissent. 
Et  puisque  les  facteurs  des  autres  différentielles  indépendantes  doi- 
vent s'évanouir  ensuite,  on  aura,  en  désignant  les  facteurs  introduits 
par  A,  A,,  ^,,  .  . .  .  —  A'°' ,  —  A/°',  ...  le  système  des  6n  équations 

'    '  dx,     '  dx,     '        '   dx,     ' 

dS     ,      .    dY     ,     ^    dF,     , 

ds    ,    .  dF    ,  ,   dr.   , 

dz,      '  dz,      '  dz,     ' 

in,a/  =   —   -r-   +   A*-"'  -j f-   A^  '  ~  4-  •  .  . 

da,  da,     '  dai    ' 

W  '^S  ,  ^,<„     ^F        .  ^f„^      dF,       , 

'"■*■    =    -   ^  +    ^'  '   ^.-f-    ^"    ^+  •  •  • 

^S       ,     ,,„,   dF     ,      ,  „,    dF,    , 
m.c,    =   _   _  +  A^°)  ^  H-   A(°)     5-H-  .  .  .  . 

que  nous  devons  regarder  comme  les  équations  intégrales  complètes 
après  y  avoir  ajouté  les  équations  de  condition 

F=o,F,  =  o,   .   .   .   .   Ft")  =0,  F/"'  =o,   .   .   . 

Les  facteurs  A ,  A, ,  .  .  .  — A  "^ — A,'°',  ...  se  trouvent  par  la 
résolution  d'un  nombre  égal  d'équations  linéaires  que  l'on  obtient  en 
substituant  les  valeurs  précédentes  de  x',,  a! „  etc.  j  dans  les  équations 
produites  par  la  différentîation  des  équations  de  condition  ,  savoir 

àt  -  ^  i,  d^  ^'  ^  ^j'  +  dz,  ^'  ;  —  °  ' 
àt  —  ^  \dx,  •^'  ^  dj,  y'  ^  dz,  •^'  ;  —  °' 

et  dans  les  équations  que  l'on  déduit  de  celles-ci  en  y  faisant  <  =  o , 
savoir 
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Nous  voyons  donc  comment,  dans  le  cas  d'un  système  qui  n'est  pas 
libre,  les  équations  intégrales  prennent  une  forme  tout-à-fait  ana- 
logue à  celle  à  laquelle  Lagrange  a  ramené  les  équations  différentielles 
de  la  mécanique. 

Quand  la  loi   des  forces  vives  a   lieu,  on  peut  exprimer  la  fonc- 
tion S  de  cette  manière  : 

S  =yjrU  -+-  i  2  m,  (^,"  +  r!'  +  z/')J  àt 
=  r  2  TO,  (j:,''  +  J-,"  +  z.")  àt   —  ht 
=  2  r  Mût  -f-  ht, 

J  o 

oii  h  est  une  constante  arbitraire.  Je  ne  me  suis  pas  servi  dans  ce  qui 
précède  de  la  loi  des  forces  vives,  parce  que  ces  résultats  peuvent  être 
étendus  à  un  cas  où  cette  loi  n'a  pas  lieu ,  ce  que  M.  Hamilton  n'a 
pas  remarqué  ;  savoir  au  cas  où  la  fonction  des  forces  contient  non- 
seulement  les  coordonnées  mais  le  temps  explicitement ,  comme  ,  par 
exemple ,  quand  un  point  sans  masse  est  attiré  par  des  centres  mo- 
biles dont  le  mouvement  est  connu  et  donné.  Je  donnerai  toujours 
cette  extension  des  formules  là  où  elle  sera  possible ,  puisque  le  cas 
signalé  de   la  mécanique  a  réellement  des  applications. 


La  définition  que  nous  avons  donnée  de  la  fonction  S  suppose  l'in- 
tégration complète  des  équations  différentielles  du  problème  de  mé- 
canique déjà  accomplie.  Le  seul  résultat  des  calculs  précédents  serait 
alors  de  ramener  à  une  forme  remarquable  le  sysiènae  des  équations 
intégrales.  Mais  on  peut  définir  la  fonction  S  d'une  manière  différente 
et  beaucoup  plus  générale.  Je  limiterai  mes  recherches  au  cas  d'un 

9- 
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système  parfaitement  libre;  quant  au  cas  où  des  connexions  et  des 
conditions  quelconques  existent  entre  les  points  m,,  m,,  etc.  ,  j  y  re- 
viendrai plus  tard  dans  un  mémoire  dont  j'ai  déjà  indique  ailleurs 
les  principaux  résultats. 

Nous  considérons  encore  S  comme  fonction  du  temps ,  des  coor- 
données des  points  et  de  leurs  valeurs  initiales.  Si  nous  prenons  la 
différentielle  complète  de  S  (savoir  dS)  par  rapport  au  temps,  en 
regardant  les  coordonnées  comme  fonctions  du  temps ,  nous  aurons, 
d'après  la  définition  de  S, 

dS         dS    ,    ^  /  dS       /    ,     <^S     ,    ,   dS     A      Yf  ,    i  _      .     ,,  ,        »,  ,  .  /.v 
d7  =  ^  +  ^  (5^  -^  '  +  dp/'  -^dT^  )=U+ 1  2m.(:r.  '+  r  •+^,  •;. 

Comme  on  a 

,  I    <fS         ,  i    dS         ,  I     <S 

'    '~~  Ttii   dxi  '  -^  '  "~~     777,-   dj^i  '       '  m,    dzi  * 

il  suit  de  l'équation  précédente  que  l'expression  de  la  différentielle 
partielle  de  S  prise  par  rapport  à  t  est 

laquelle  expression,  quand  U  ne  contient  pas  t  explicitement,  et  par 
conséquent  quand  la  loi  des  forces  vives  a  lieu,  se  réduit  à  l'expres- 
sion plus  simple 

rfS    _    , 

dl 

où  ^  est  une  constante  arbitraire. 

On  déduit  aussi  de   l'expression  de  -j-  l'équation  suivante 


+;-i[C0+ (13+ (!)•]=" 


c'est  une  équation  différentielle  partielle  du  premier  ordre  à  laquelle 
la  fonction  S  doit  satisfaire.  La  fonction  S,  comme  elle  a  été  dé- 
finie plus  haut ,  en  fournit  une  solution  complète  :  en  effet  outre  la 
constante  que  l'on  peut  évidemment  y  ajouter  (puisque   la   fonction 
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même  ne  parait  pas  dans  l'équation ,  mais  seulement  ses  coefficients 
différentiels)  elle  contient  3n  autres  constantes  arbitraires,  savoir 
les  valeurs  initiales  des  coordonnées;  et  d'un  autre  côlé  le  nombre 
des  variables  indépendantes  est  aussi  3«  -f-  i . 

Je  m'arrêterai  ici  un  instant  pour  expliquer  la  nature  des  so- 
lutions différentes  d'une  équation  différentielle  partielle  du  pre- 
mier ordre. 

Nous  appelons  ,  d'après  Lagrange  ,  solution  complète  d  une 
équation  différentielle  partielle  non  linéaire  du  premier  ordre,  une 
solution  qui  contient  un  nombre  de  constantes  arbitraires  égal  à  celui 
des  variables  indépendantes,  parce  que  ,  en  se  servant  des  coefficients 
différentiels  partiels  de  la  fonction  cherchée,  pris  par  rapport  à  ces 
variables,  on  peut  éliminer  un  nombre  égal  de  constantes  arbitraires, 
et,  en  général  ,  on  n'en  peut  pas  éliminer  davantage.  Si  l'on  connaît 
une  solution  complète,  on  pourra  en  déduire  toutes  les  autres  solutions 
dont  l'équation  différentielle  partielle  est  susceptible,  et  qui  ont  un  ca- 
ractère très  différent.  Pour  y  parvenir  on  suppose  un  certain  nombre 
de  relations  arbitraires  entre  les  constantes  arbitraires,  ou,  ce  qui  re- 
vient au  même,  on  regarde  quelques-unes  de  ces  constantes  arbi- 
traires comme  fonctions  arbitraires  des  autres;  on  différentie  la  solu- 
tion complète  par  rapport  à  ces  autres  constantes  arbitraires  considérées 
comme  indépendantes,  et  l'on  égale  à  zéro  chacun  des  coetriclents  diffé- 
rentiels partiels  formés  de  cette  manière.  Si  alors,  en  se  servant  de  ces 
équations,  on  élimine  les  constantes  arbitraires  de  la  solution  complète, 
on  aura  la  nouvelle  solution  que  l'on  peut  nommer,  d'après  Lagrange, 
une  solution  générale,  parce  qu'elle  contient  des  fonctions  arbitraires. 
Maisces solutions  générales  ont  un  caractère  tout-à-fait  différent,  suivant 
le  nombre  de  relations  arbitraires  que  l'on  suppose  exister  entre  les 
constantes  arbitraires.  Si  m  est  le  nombre  des  variables  indépendantes 
par  conséquent  le  nombre  des  constantes  arbitraires  ,  on  aura  m  —  i 
classes  de  solutions  générales  suivant  que  l'on  prend  1,2,.... 
on  m  —  1  relations  entre  les  m  constantes.  La  solution  la  plus  géné- 
rale est  celle  où  il  n'y  a  qu'une  relation  entre  les  constantes ,  c'est- 
à-dire  où  l'une  d'elles  seulement  est  regardée  comme  fonction 
des  autres.  Le  degré  de  généralité  diminue  avec  le  nombre  des  constan- 
tes arbitraires  que  l'on  remplace  par  des  fonctions  arbitraires  des  autres. 
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Ainsi  en  supposant  une  seule  constante  arbitraire  fonction  arbitraire 
des  m — 1  autres,  comme  dans  la  solution  la  plus  générale,  on  laisse  aux 
formules  une  étendue,  une  indétermination  plus  grande  que  si  l'on 
supposait  deux  constantes  arbitraires  fonctions  arbitraires  des  m — 2 
antres,  comme  dans  la  seconde  classe  de  solutions  générales.  En  effet, 
si  l'on  se  représente  une  fonction  arbitraire  de  m  —  i  quantités ,  or- 
donnée suivant  les  puissances  d'une  d'entre  elles,  les  coefficients  seront 
des  fonctions  arbitraires  de  m  —  2  quantités;  de  sorte  qu'une  fonction 
arbitraire  de  /«  —  i  quantités  contient  un  nombre  infini  de  fonctions 
de  m  —  2  quantités.  On  a  comme  limite  de  ces  classes  de  solutions 
générales  le  cas  où  l'on  suppose  m  relations  entre  nos  m  quantités  , 
c'est-à-dire  où  on  les  regarde  comme  des  constantes  :  c'est  le  cas  de  la 
solution  complète. 

Les  diiTérentes  espèces  de  solutiorts,  que  j'ai  appelées  solutions 
générales,  contenant  des  fonctions  arbitraires,  on  peut  les  parti- 
culariser de  manière  quelles  contiennent  un  nombre  donné  quel- 
conque de  constantes  arbitraires;  car  on  peut  introduire  dans  chaque 
fonction  arbitraire  autant  de  constantes  arbitraires  que  l'on  veut. 
Si  l'on  donne  aux  fonctions  arbitraires  m  constantes  arbitraires  en 
tout,  m  étant  le  nombre  des  variables  indépendantes  dans  l'équa- 
tion différentielle  partielle,  chaque  solution  générale  ainsi  particula- 
risée avec  m  constantes  arbitraires,  deviendra  une  solution  complète  ; 
et  de  cette  dernière,  comme  de  la  solution  complète  dont  on  est 
parti,  on  pourra  déduire  toutes  les  solutions  dont  l'équation  difiFé- 
rentielle  partielle  donnée  est  susceptible. 

On  peut  de  même  particulariser  chaque  solution  générale,  de  ma- 
nière qu'il  en  résulte  une  solution  appartenant  à  une  classe  moins 
générale.  Si  i  on  a  par  exemple  une  solution  dans  laquelle  /(  quan- 
tiiés  se  trouvent  fonctions  arbitraires  des  m  —  k  autres,  et  si  /  est 
un  nombre  compris  entre  k  et  m,  on  peut  particulariser  ces  k 
fonctions  arbitraires  des  m  —  k  quantités,  de  manière  qu'autant  de 
fonctions  arbitraires  que  l'on  veut  de  m  —  /  quantités  y  soient  con- 
tenues ,  et  si  l'on  prend  pour  ces  k  fonctions  arbitraires  des  formes 
particulières  qui  contiennent  /fonctions  arbitraires  de  m — /  quantités, 
on  peut  regarder  cette  solution  comme  une  solution  qui  appartient 
à  une  classe  moins  générale  et  que  Ton  peut  déduire  de  la  solution 
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complète ,  en  _y  considérant  l  constantes  arbitraires  comme  fonctions 
arbitraires  des  autres ,  et  en  mettant  pour  celles-ci  de  telles  fonctions 
que  les  coefïicients  dififérentiels  partiels  de  la  solution  complète,  pris 
par  rapport  à  elles  ,  s'évanouissent. 


III. 


Après  avoir  rappelé  ces  considérations  connues,  je  reviens  à   l'é- 
quation différentielle  partielle  qui  nous  occupe  ici,  savoir  : 

5+j^i[(0+(i)'+(0]='^- 

La  fonction  S,  comme  elle  a  été  définie  plus  haut,  quand  on  y 
ajoute  une  constante  arbitraire,  en  est  une  solution  complète.  Mais 
puisqu'il  y  a  un  nombre  infini  de  solutions  complètes,  des  formes  les 
plus  différentes,  de  la  même  équation  différentielle  partielle,  il  est 
clair  que  la  fonction  S  n'est  pas  encore  déterminée  par  l'équation 
différentielle  partielle  à  laquelle  elle  satisfait.  Cependant  le  système 
des  3ra  équations  différentielles  ordinaires  du  mouvement  est  com- 
plètement remplacé  par  cette  seule  équation  différentielle  partielle; 
car  on  peut  facilement  démontrer  qu'une  quelconque  de  ses  solutions 
complètes,  suffit  pour  en  déduire  toutes  les  équations  intégrales  du 
mouvement. 

En  effet,  soit  S  une  solution  complète  quelconque  de  l'équation 
différentielle  partielle 

Puisque  le  nombre  des  variables  indépendantes  est  ici  3«-|-i ,  ces  va- 
riables étant  le  temps  t  et  les  3«  coordonnées,  la  solution  complète  doit 
contenir  3«  -f-  i  constantes  arbitraires  ;  et  l'on  peut  toujours  supposer 
une  de  ces  constantes  combinée  avec  S  par  simple  addition.  Soient  a,, 
«.,•••  «3«,  les  3ra  autres,  et  /3, ,  /3», ...  /Sj, ,  d'autres  constantes  arbi- 
traires. Je  vais  démontrer  que  les  3n  équations  finies  suivantes,  entre 
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les  5«  coordonnées  x„  /,,  z,,  et  le  temps  t ,  savoir 

^  =  /3.,    —  =  /3.,...    ^  =  /3,., 

satisfont  toujours  au  système  donné  d'équations  différentielles  ordi- 
naires ,  savoir 

d'j.  dU  d^, d[]_  d^ rfU 

'  'àF         dXi  '       '  dt"  dj-i  '        '   dt'  dzi' 

En  effet,  si  l'on  différentie  les  équations  finies  données,  les  constantes 
arbitraires  /3, ,  )S, , .  .  .  /3j, ,  disparaîtront  immédiatement  ,  et  l'on 
aura  les  5n  équations 

d     '^ 


- ^  _    d'S              (    d'S  ,             d'S        ,     ,       d-S       A 

d  ^ 

•  rf«.    d'S          _  /   rf'S  ,  _,       <f'S         ,  fj'S     ^,  \ 

*^  ~       d/      ~  dl^dt  "*"       W«te.  "^'  "^  d^^dj-/'  "f"  rf«,rfz,    ^'  j' 

d      -^ 
■  da,„ dS               f    d^S  ,              d"i         ,  d^_     ,  \ 

^t"^^  \du3Jx.  •^'  -^  dM^dj-/'  +  dxs„dz.  ^'  )  ' 


dt  d» 


au  moyen  desquelles  on  déterminera  les  valeurs  de  x[  ,  y'i  ,  z[.  Mais 
si  l'on  compare  ces  5«  équations  avec  les  3«  équations  identiques 
suivantes,  qui  se  déduisent  de  l'équation  donnée 

par  la  différentiation  partielle  par  rapport  à  a,,  «c, ,.  .  .  «a»,  savoir 

°         da,dl'^         m\  da,dxi  '  dx,    ~^  da^dji  "  dj;  "^  d»^dz;  '  dzj' 

d'S    _,    5.  _i_  /     dS        dS  Vf'S  dS  <j'S        ^\ 

dasadt  ^~       mi  Kd^s^dxt  *  c/x/  "^  da^^^djn  '  dj-i     ""  dui^dZi  '   dt)  ' 
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on  voit  immédiatement  que  les  valeurs  cherchées  de  x-  ,  y\ ,  z[ ,  qui 
doivent  satisfaire  aux  équations  précédentes,  sont 

, djr,  1      rfS  ,  dj-,-  I      rfS  ,         dz,  I     dS 

'  At  m.  dx,  '    •^'  i\t  n»,  dj,  '    "'  àl  m,   dz^  ' 

En  diflférentiant  encore  une  fois  ces  expressions ,  on  aura 

d'Xi        ^Z   d'S         ,     .       d'S       ,     ,       d'S      ,\    .      d'S 
'   dt 


—  T  /'_^Ë_    '  j_    '^'S      '  _,   _^_  .'\,    J2- 

d'^.  _  5-  r     ^S         '      ,       <^'S        ,      I         d'S       ,  S  <i\S 

d'z,  -  /    <f'S        ,  ^S        ,  rf'S       ,  \  j^     d'S 

'~dF  —■^  VrfMÏT  "^  *  "^  "^"^^  -^  '  "^  dz.dz,  ^  V  +  5^  ' 


OÙ  l'on  doit  substituer  pour  k  les  valeurs  i ,  2 , . . .  «,  dans  les  sommes 
des  seconds  membres,  tandis  que  /  demeure  invariable.  Si  Ton  met 
dans  ces  équations  pour  jcl ,  y[ ,  z-î,  les  valeurs  trouvées  ci-dessus, 
elles  se  changent  dans  les  suivantes  : 


.    ,     ..  „       dS     .       dS      dS     ,       d-S         dS\    ,      d'S 


dS       dS  d-S         dS\  d'S 

dt'  ■"  m»  V  dxidxi  dx,,  "•"  àxidj^  djt  dxidz^  '  dzk)         dx,dt  ' 


d'y,  _s._L  (—EL-  JL  _4_     ^'^       ^S  ^S         dS\         _ctS 


dt'  mu  \djr4xh  <ir,  dj^dju  dju  dj.dzu,  '  dzJ  ^^   dj^dt  ' 

d'z,  -  j_  /    <f'S       dS  d^-S       dS  d'S  dS\  dS 

'  dt'  nt;,  \  dZidxit    dx/,  dz^dy,,    dyu  dz,dzi,   '   dztJ 


dzidl  ' 


Mais  les  seconds  membres  sont  les  coefTicients  différentiels  partiels  de 
l'expression 

pris  par  rapport  à  x, ,  j, ,  z,.  Par  suite  il  vient 

.  d'Xi        rfU  dV,        'rfU  d'z,         d\S 

'    dt'  dxi^  dt'  dj,^  dl'  dz,' 

ce  qui  est  précisément  le  système  donné  des  équations  différentielles 
ordinaires.  On  a  donc  le  théorème  suivant  : 

Tome  m.  —  FÉvniER  i838.  lo 
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Théorème. 

Soient  les  5n  équations  différentielles  du  second  ordre 

d-x,         dV  dy.         dV  d'z.        dV 

dt"  (^x.  d/'  dj-,  dt^  dz:  ' 

les  équations  différentielles  du  mouvement  d'un  système  libre  de  n 
points  matériels;  où  U  est  une  fonction  donnée  des  3«  coordonnées 
cc^,  jt,  z,,  JT. ,  j-, ,  r, , •  .  .  X,,  j,,  r,  et  du  temps  t ,  et  où  /  doit 
prendre  successivement  toutes  les  valeurs  i,  2,...  n.  Soit  S  une 
intégrale  complète  quelconque  de  l'équation  différentielle  partielle, 

laquelle  intégrale  contiendra  d'abord  une  constante  arbitraire  com- 
binée avec  S  par  la  seule  addition,  et  puis  encore  3n  constantes  ar- 
bitraires»,, a,,...  a3,  :  alors  les  intégrales  complètes  et  finies  des 
on  équations  différentielles  ordinaires  du  second  ordre  ,  avec  6« 
constantes  arbitraires,  sont 

J  =  ft,  f  =  A,...£  =  ft., 

où  les  quantités  /S,,  /3,,.  . .  /Sj»,  sont  'î>ti  nouvelles  constantes  arbi- 
traires :  et  les  composantes  des  vitesses  suivant  les  axes  des  coordon- 
nées sont 

,  i^         ,  2_  ^       ,'  _L^ 

'  mi  dxi  '      '  '  m,  dy-'  '      "'  nu  dzt  ' 

IV. 

La  fonction  S  telle  qu'elle  a  été  définie  au  commencement ,  est 
une  des  solutions  complètes  de  l'équation  différentielle  partielle 
considérée  dans  ce  qui  précède;  et  de  plus  c'est  une  fonction  où  les 
3n  constantes  arbitraires  que  contient  S  sont  précisément  les  valeurs 
initiales  des  3«  quantités  x,,  j,,  z,,  que  nous  avons  désignées  par 
a,,  b,,  c,. 
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M.  Hamilton  donne,  pour  le  cas  le  plus  fréquent,  qui  est  le  seul 
qu'il  ait  considéré,  savoir  celui  oii  la  fonction  des  forces  ne  contient 
pas  le  temps  explicitement,  une  autre  équation  différentielle  par- 
tielle du  premier  ordre  à  laquelle  cette  fonction  S  doit  satisfaire.  La 
loi  des  forces  vives  a  lieu  dans  ce  cas;  on  peut  la  représenter  par 
l'équation 

U  —  i2m.(x,"  -f-jr,"  +  -,'')  =  U,  —  f  2m,(a:'  +  b\'  +  c'^), 

où  a'i  ,  b.' ,  c-,  sont  les  valeurs  initiales  de  x',,y,,  T;  ,  et  où  U„  désigne 
la  valeur  de  U  en  y  mettant  au  lieu  de  a:,,  y,,  z,,  leurs  valeurs  ini- 
tiales a.,  b,,  c,.  Mais 

^  =  U  -  i  2m,  {x:  "  +j'r  +  z'r). 

Il  viendra  donc ,  si  la  loi  des  forces  vives  a  lieu , 
^  =  U„  —  {1m,  (a,'»  -f-  b','  +  c,''). 

Or  on  a,  pour  la  forme  que  M.  Hamilton  a  supposée  à  la  fonction  S, 
les  équations 

^S  .,,  dS  ,  dS 

rtija,  = ;— ,     mn^  z=z—  —- ,     mfi,  =■  —  -3- , 

rfrt,  di>,  dCi 

en  vertu  desquelles  l'équation  précédente  se  change  en  celle-ci 

f  =  "•-; ^  7k  [(0 +  (!)■+ (1)1 

C'est  la  seconde  équation  différentielle  partielle  à  laquelle  la  fonction 
S  de  M.  Hamilton  satisfait ,  et  par  laquelle  elle  se  distingue  de  toutes 
les  autres  solutions  complètes  de  la  première.  Mais  nous  avons  vu 
que  chaque  solution  complète  de  cette  première  est  tout-à-fait  suflB- 
sante  pour  trouver  toutes  les  intégrales  complètes  des  équations  dif- 
férentielles données  du  mouvement. 

Je  ne  conçois  donc  pas  pourq"uoi  M.  Hamilton ,  pour  pouvoir 
donner  les  intégrales  complètes  des  équations  différentielles  propo- 
sées,  croit  nécessaire  de  pouvoir  trouver  une  fonction  S  de  6n  +  i 
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variables,  savoir  des  quantités  JC,,j\,  z,,  a,,  b,,  c,,  et  du  temps  t,  qui 
satisfasse  en  même  temps  aux  deux  équations  différentielles  partielles 
du  premier  ordre, 

f  +  ^-;^[(t)"  +  (0+(0]  =  ". 

tandis  qu'il  suffît,  comme  nous  l'avons  vu,  de  connaître  une  fonc- 
tion quelconque  des  5« -f-  i  quantités  t,  oc.^y,,  z,,  qui  satisfasse  à  la 
seule  équation 

f  +  ;-;^.[(0  +  (0+(f  )■]  =  «' 

et  contienne  une  constante  arbitraire  combinée  avec  elle  par  addi- 
tion ,  et  5«  autres  constantes  arbitraires.  M.  Hamilton  me  paraît  par 
cela  même  avoir  présenté  sa  belle  découverte  sous  un  faux  jour, 
ce  qui  la  complique  et  la  limite  inutilement.  Sa  théorie ,  telle  qu'il  l'a 
énoncée,  a  aussi  l'inconvénient  d'être  obscure  quand  on  n'en  a  pas 
la  démonstration  sous  les  yeux;  car  on  ne  peut  définir  une  fonction 
par  deux  équations  différentielles  partielles,  sans  d'abord  démontrer 
qu'une  telle  fonction  est  réellement  possible.  Par  le  choix  qu'il  a  fait 
delà  fonction  particulière  S,  les  constantes  arbitraires  deviennent 
les  valeurs  initiales  des  coordonnées  et  des  composantes  des  vi- 
tesses ,  suivant  les  axes  des  coordonnées  ;  mais  cela  n'est  pas  un  avan- 
tage, puisque  l'introduction  de  ces  constantes  rend  ordinairement 
les  équations  intégrales  plus  compliquées,  et  puisqu'on  peut  rame- 
ner à  cette  forme  les  équations  intégrales  de  toute  autre  forme.  C'est 
peut-être  pour  avoir  toujours  considéré  à  la  fois  deux  équations 
différentielles  partielles,  que  M.  Hamilton  n'a  pas  appliqué  à  son 
théorème  les  règles  générales  que  Lagrange  donne  dans  ses  leçons  sur 
le  calcul  des  fonctions  pour  l'intégration  d'une  équation  différen- 
tielle partielle  non  linéaire  du  premier  ordre  entre  trois  variables;  et 
par  cette  raison,  comme  je  le  montrerai  dans  un  autre  mémoire  ,  des 
résultats  du  plus  grand  intérêt  pour  la  mécanique  lui  ont  échappé. 
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Enfin  la  coaditioii  que  la  fonction  S,  après  avoir  satisfait  à  la  pre- 
mière équation  différentielle  partielle,  satisfasse  encore  à  la  seconde, 
amène  une  restriction  en  ce  qu'elle  exclut  le  cas  où  la  fonction 
des  forces  U  contient  aussi  le  temps  explicitement  :  pour  ce  cas , 
en  eflet,  la  seconde  équation  différentielle  partielle  n'a  plus  lieu. 


V. 


On  peut  donner  des  formes  différentes  à  l'équation  différentielle 
partielle  du  premier  ordre  par  laquelle  on  a  remplacé  les  équations 
différentielles  du  mouvement,  en  prenant  d'une  part  une  autre  fonc- 
tion, au  lieu  de  celle  que  l'on  doit  cliercher,  et  d'autre  pnrt  en 
changeant  les  variables.  M.  Hamilton  en  a  donné  plusieurs  exemples: 
je  n'en  développerai  qu'un  seul,  les  autres  paraissant  ne  pas  présenter 
un  intérêt  aussi  grand. 

Soit 

^  2/«,  (jc:  '  -^  r.'  '  +  2.'  •)  —  u  =  H. 

Quand  U  ne  contient  pas  t  explicitement,  c'est-à-dire  quand  la  loi 
des  forces  vives  a  lieu,   ou  a 

M  =  h, 

où  h  est  une  constante.  Supposons  que  la  fonction  S  soit  déterminée 

d'après  la  définition  donnée  _par  M.  Hamilton,  et  qu'on  ajoute  —  dt 

à  la  valeur  précédemment  trouvée  de  ^'S,  afin  déformer  la  ditiéren- 
tielle  complète  de  S  prise  en  donnant  à  toutes  les  6n-{-  i  quantités 
qu'elle  contient,  des  incréments  infiniment  petits  et  indépendant  sentre 
eux.  Puisque  nous  avons  trouvé 

on  aura  pour  la  variation  complète  de  S  , 

/S  =  —  nSf  -h  2w,  (jT.'^^r.  H-XcT;-,  +  zVz,) 
—  Im^alS'a  +  h\H  -f-  c' ^c). 
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En  posaut  V  =S  +  H<,  il  viendra 

J'Y  =  an  +  -2.171,  (œ'Jx,  +y:S'x,+  z'Sz) 
—  1m,{a\S'a  -\-  b'Jb  +  c'Jc). 

Si  l'on  élimine  t  de  la  quantité  S  au  moyen  de  l'équation 

s  et  par  conséquent  V  deviendra  une  fonction  de  H,  et  des  6n  quan- 
tités j:„j'„  2„  a,,  b„  c,j  et  l'équation  précédente  donnera  la  valeur  de 
J^V  exprimée  par  les  variations  de  ces  6n-\-  i  quantités.  Donc,  si 
l'on  considère  V  comme  fonction  de  H,  des  coordonnées  œ,,  y„  z,, 
et  de  leurs  valeurs  initiales  a,,  b,,  Ci,  les  coefficients  différentiels 
partiels  par  rapport  à  ces  quantités ,  seront 


=  —  fTi,b\ , 


Ces  valeurs  donnent  l'équation  différentielle  partielle 

où  l'on  doit  mettre  dans  la  quantité  U,  au  lieu  det,  la  différentielle  par- 
tielle -=, ,  si  U  contient  t  explicitement.  Mais  quand  U  ne   contient 

an 

pas  t  explicitement ,  ce  qui  est  le  cas  ordinaire ,  et  qu'elle  n'est  qu'une 
fonction  des  coordonnées ,  l'équation  différentielle  partielle  ne  con- 
tient point  la  différentielle  partielle  de  Y  par  rapport  à  H;  c'est 
pourquoi  dans  l'intégration  H  est  regardée  comme  une  constante. 

Quand  U  ne  contient  pas  t  explicitement,  et  par  conséquent  quand 
H  est  nne  constante ,  on  aura,  en  prenant  pour  S  la  même  fonction 


dX 

=   t. 

5h 

dV 

d\ 

dXi 

=  m,:r-  , 

da,  ~ 

dV 

d\    _ 

dr^ 

=  m,jr:, 

~    — 

dV 

^ 

d\    _ 

dti 

=  in,zî  , 

de,     ~~ 
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qne  M.  Hamiltou  a  prise  , 

puisque  U  =  j^m,(xl' -i~j','-{- z',*)  —  U,  cela  fournit 

V  =:  f  1m,(x'*+r'*+z',*)dt  =2Ht  +  2  f  '  Udt. 

J  o  J   o 

Dans  le  même  cas,  où  H  est  une  constante,  ou  a  aussi  pour  /  =  o, 

-  S.mAa:*  +  bl'^  4-  c,'*)  =  U,  +  H, 
2 

ou 

;-i[(0 +  ©■  +  ©•]  =  "•+«' 

c'est  une  seconde  e'quation  différentieile  partielle,  à  laquelle  la  fonc- 
tion U  doit  satisfaire. 

M.  Hamilton  définit  la  fonction  V  par  ces  deux  équations  diffé- 
rentielles partielles;  mais  pour  trouver  les  intégrales  complètes  des 
équations  différentielles  du  mouvement,  il  est  tout-à-fait  suffisant  de 
connaître  une  intégrale  complète  V  de  la  première  équation  diffé- 
rentielle partielle. 

En  effet,  si  U  contient  la  quantité  t  explicitement,  considérons 
une  solution  complète  quelconque  de  l'équation  différentielle  partielle 

où  l'on  doit  mettre  dans  U,  au  lieu  de  t,  sa  valeur    -j^. 

an 

Une  telle  solution  contiendra  une  constante  combinée  avec  V  par 
addition,  et  3«  autres  constantes  a,,  a, ,  •  .  .  «3,,  puisqu'il  y  a  ici 
5ra-|-  1  variables  indépendantes.  Les  3/1  intégrales  complètes  et  finies 
du  système  des  3n  équations  différentielles  ordinaires  du  second  ordre 

d'à:.  dM  d"r.  JU  d^*;  dU 

'  de  dxi^         '   dr  dy-i'         '    dr  dz.  ' 
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avec  6w  constantes  arbitraires,  deviennent  alors 

rf«,        ^"     ^«.        '^"  ,y«3„        '^^''  ' 

où  |S, ,  j3, ,.  .  .  /Sa.,  sont  les  5n  nouvelies  constantes  arbitraires.  Les 
5n  intégrales  intermédiaires,  avec  5n  constantes  arbitraires,  devien- 
dront 

dy  ,  dV  ,        dN 

On  peut  remplacer  la  quantité  H  dans  ces  équations  par  t,  en  vertu 
de  l'équation 

dW    

<ffl    —  '• 

La  démonstration  est  la  même  que  pour  la  fonction  S. 

Mais  quand  la  fonction  U  ne  contient  pas  t  explicitement ,  l'équa- 
tion différentielle  partielle  contient  une  variable  indépendante  de 
moins,  parce  que  H  devient  dans  ce  cas  une  constante  h.  Les  cons- 
tantes arbitraires,  dans  une  solution  complète,  se  composent  alors 
d'une  constante  combinée  avec  V  par  addition,  et  de  3n —  i ,  autres 
que  nous  désignerons  par  a,,  a,,...  ats,—,.  Les  5/i  équations  inté- 
grales complètes  et  finies  du  mouvement  sont,  dans  ce  cas, 

^='3"   d:.  =  ^"---    i;^,  -  ^— • 

auxquelles  on  doit  encore  ajouter  l'équation 

/3,,  (3..-'  /Sso-i»  "^j  sont  "hn  nouvelles  constantes  arbitraires,  de 
manière  qu'on  trouve  encore  ici  6n  constantes  arbitraires  a^,  a,,. . . 
«3.-.  >  jS. >  /3a;.-  ■  '/Sso-ij  ^>  t;  enfin  les  5«  équations  intermédiaires 
conservent  la  forme 

rfV  .  dS  '       '^  _  ,>,_' 

dxi  '     '      «ijr'-  "^         "'■ 

La  démonstration  ,  qui  a  dû  être  un  peu  modifiée  ici ,  est  la  suivante. 
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La  différentiation  des  équations 

doane  les  5«  —  i  équations  suivantes 

T   f^^     '  _i_     ^^'       ■   _i_     ^'^'       A  _ 
C    d'\        ,  d'Y        ,  d'Y      ,\   

^  Kdi^^Ix,^'  ■+■  (f-a^r.-^'  "^  du^dzi^V  —  ^' 

^  (      d'Y  d-Y  d-Y         ,\   __ 

V«3._.rfx,'^'     "'"^«3»-,^^'^'    "^d^in-.dz,   "'')    ~    ^' 

qui  déterminent  les  rapports  des  5n  quantités  x-  ,  j-,' ,  :;,' ,  puisqu'elles 
ne  contiennent  point  de  terme  qui  ne  soit  multiplié  pai-  une  de  ces 
quantités.  Si  l'on  diflférentie  l'équation  différentielle  partielle  donnée , 
savoir 

par  rapport  à  a, ,  «,,...   a3,_, ,  on  aura  les  3n  —  i  équations 
d-Y      dY    ,      ^V      dY    ,      dY    dY\ 


J_   /  g'V        d\            (P\       d\  d\     dY\ 

m    \dit,dXi  '  dxi          da,dj'  dj'i  da,dZi'  dzj 

d'Y       dY  dY      dY\ 

dcc^dj',  '  dji  "^  d^t^dzt  '  dzJ 


J_  /  d'^      î£L  _J_      ^'^        ^  _i_     <^^      d\\   

mi  \da^dxi  '  dxi         dtt^dj',  '  dj-^  ^^  " 


-,  _i_  /      d-Y  dY  d--Y         dY fTY dY\ 

mi  \dci3,_,dxi  '  dx,  "*"  dx3„_^dji  '  dj.     '     da3„_^dz,  '  dzJ        "' 

En  comparant  ces   5n  —  i    équations   avec   les  5«  —   i  équations 
précédentes ,  on  voit  d'abord  que  les  5n  quantités  x,'  ,  y,  ,  zî ,  sont 

11  rfV  rfV  rfV     ".    ,        ,  ,.„, 

entre  elles  comme  — y-,    — -i— >  -zn-    ^^  "C   plus  on   dmerentie 

m^dXi       m,dji      rmaZi  ' 

l'équation 

Tome  m.  —  Fétrier  i838.  H 
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on  aura 

^  (  d'Y  d-Y      ,  d'Y      ,\  _ 

^  V  dhdx:  ^-   "•"  dhdj,'^'  "^   dhdz,  ^'  J 

et  en  différentiant  par  rapport  à  h  seulement  l'équation  différentielle 
partielle  donnée ,  on  trouve 

-  _t_  f  d'Y      rfV  ^-V      dY  d^    dY\  _ 

m.   \dhdxi     dx,  "'"    dhdj:    dj"   "r"    dhdz,   dzj  '" 

Si  l'on  compare  ces  deux  équations  ensemble,  et  qu'on  se  rappelle 

que   les  quantités  ar/ ,  ^/ ,  z' ,  sont  respectivement  proportionnelles 

.     i     dY        i     dY      1    dY  •»       '  Il      I 

a  —  -r— , ; — >  —  J— .  on  voit  quelles  leur  sont  respectivement 

m,    dx;  '     mi   dfi  '   m,-  az,-  '  ^  '^ 

égales ,  ce  qui  donne  les  3w  équations 

,   1^  ,  \      dY         ,  irfV 

m,    flX;  '      "'  ■  m,    d^-,.  771,-  dzi 

En  différentiant  de  nouveau  ,  et   substituant  dans  les  différentielles 
pour  x[  ,  j'i  ,  z'i ,  ces  valeurs,  il  vient 


d^  _      ^  /   d'Y       dY  d'Y       dY 

'    àl'  nti,  \dx,dxk     dx^  ^^  dx^dry    dY,^ 


d'Y       dY\ 


'4Xk    dj-u     "^  dXidz^^  '  dzJ 

^  =-£±  (    '^'^      ^  +      ^'^       ^    ,        d'Y      dY\ 
At'  mt  \dj;dXk    dxk  ~^  dj^4ri,    dr^  "^  dr.dzv  '  dzJ 


.djidx^    dxu  dXidjk    djr^^^  dj-.dzt,  ' dzJ* 

'I—    £L  JL.     ^'V       dY  d'Y       dY\ 

dXk    dXk  "*"  dz.djt  dy^     '     dzfizi,  '  dzJ  ' 


4!^i  _  2  J.   /   d'Y       dY  d'Y       dY  d'Y       dY\ 

àC  ~~       m,,  \dZidXk    dx^  "*"  dz.djk  dr^     '     dzdz.  '  dzJ 


où  /  reste  invariable  tandis  que  A-  prend  les  valeurs  i ,  2 , . . .  n.  Les 
seconds  membres  sont  ici  les  coefficients  différentiels  partiels  de 
l'expression 

-  k  [(0  -^  Gt.)"  -^  (£)■]  =  "  +  *. 

pris  par  rapport  à  jt,, ^,,  z,.  On  a  donc 

,„  ^'^'  _    '^        _  d'x  im  d'z.  JU 

'"■  dF  —  Z^'     '"^  dF  =  <^'     '"^  "dF  =  â:' 

ce  qu'il  s'agissait  de  démontrer. 
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Dans  les  applications,  la  fonction  S  parait  être  principalement 
utile  quand  la  fonction  des  forces  U  contient  t  explicitement.  Au 
contraire  la  fonction  V  et  l'introduction  de  la  quantité  H  au  lieu  du 
temps  t  sont  d'un  grand  avantage  dans  le  cas  plus  fréquent  où  U 
est  fonction  des  coordonnées  seules  :  car  puisque  H  est  une  constante 
dans  ce  dernier  cas,  en  vertu  de  la  loi  des  forces  vives,  l'équation 
différentielle  partielle  contient  une  vaiiable  et  la  solution  complèle 
que  l'on  cherche  une  constante  arbitraire  de  moins.  La  fonction  V 
dont  M.  Hamilton  fait  usage ,  pour  trouver  les  équations  intégrales 
complètes  du  mouvement,  et  qui  doit  satisfaire  en  même  temps  à 
deux  équations  différentielles  partielles  du  premier  ordre,  a  donc  le 
grave  inconvénient  de  contenir  une  quantité  de  plus  qu'il  n'est 
nécessaire  :  elle  dépend  en  effet  de  h,  des  5/i  coordonnées  et  de  leuns 
5n  valeurs  initiales,  tandis  qu'il  suffit  d'avoir  une  solution  d'une  seule 
équation  différentielle  partielle  qui  contienne  A,  les  5«  coordonnées, 
et  3rt  —  I  constantes  arbitraires. 

VL 

Si  la  fonction  des  forces  ne  contient  pas  explicitement  le  temps  t , 
on  peut  facilement  chasser  la  quantité  t  des  équations  differenfielies 
du  mouvement  ,  en  les  remplaçant  par  un  système  de  Ç>n  —  i 
équations  différentielles  du  premier  ordre,  entre  les  6«  variables 
Xi,Xt,  z,,  a:[,  jr.',  z.'.  En  effet,  si  l'on  désigne  par  ^. ,  ^r,, . .  .  y,., 
les  coordonnées  des  n  points  et  par  <j,',  q[ ,.  .  .  qî,,  les  produits  res- 
pectifs de  leurs  masses  par  les  projections  de  leurs  vitesses  sur  les 
axes  des  coordonnées  ,  on  pourra  représenter  les  équations  diffé- 
rentielles du  mouvement,  savoir 


A'xi          dV 

'"•  dF  =  5^7' 

d-j\  dL               d'z.           dU 

'"'   dF           dj^i'       '"'  "d?           dzi 

la  proportion 

d^,  :  dq^. , 

.  .d^3,  :  d^,'  :  dq'.  .  .dqî,  = 

I     /      I      / 

1               dU        du                  dU 
^3„   ^            dq,       dq,                    dq3„ 

Les  quantités  /*,  ,/Uj,...   ^3,,    se    divisent   en   ti  groupes  de    trois 
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quantités  chacua  ,  et  dans  un  groupe  quelconque,  chaque  quan- 
tité fJL  est  égale  à  la  masse  du  point  auquel  le  groupe  répond.  Cette 
proportion  remplace  6n  —  i  équations  ;  mais  le  nombre  de  ces 
équations,  comme  celui  des  variables,  peut  être  diminué  d'une 
unité  en  éliminant  une  des  variables  par  l'équation  des  forces  vives, 
qui  a  lieu  dans  le  cas  présent  et  qui  peut  être  écrite  ainsi 

Si  l'on  a  complètement  intégré  ces  équations ,  et  qu'on  ait  de  cette 
manière  exprimé  les  6rt  variables  ç, ,  7», . .  .  Çs»,  9,' ,  9/,  •  •  •  ^s/»  en 
fonction  d'une  d'entre  elles,  de  ç",  par  exemple,  on  aura  le  temps  par 
une  quadrature  au  moyen  de  l'équation 

dt  =  fj.,  f-;,    t  =  ,x,f^\ 

Pour  trouver  la  fonction  V  donnée  par  M.  Hamilton ,  il  n'est  pas  né- 
cessaire d'effectuer  cette  quadrature ,  mais  on  l'obtient  immédiate- 
ment par  une  quadrature  sans  connaître  t,  si  l'on  a  exprimé  les  6n 
variables  q,,  q,,  qu>  ç'i»  <j\,-  •  ■  ç's»  >  en  fonction  d'une  d'entre  elles. 
En  effet,  on  peut  exprimer  la  fonction 

par  l'équation 

V  =  f{q',dq,  +  q\dq,  -h.  .  .+  q's.dq,,), 

de  laquelle  t  est  entièrement  sorti. 

Si  9,^°'  désigne  la  valeur  de  7,    pour  t  =  o,   de  sorte    que.... 

t  =■  f       /"i-t'»  il  faudra   que  l'intégrale  V   s'évanouisse  pour... 

L'intégrale  qui  exprime  la  valeur  de  t  est  la  différentielle  partielle 
prise  par   rapport  à  A  de  l'intégrale   qui  exprime  la  valeur  de  V, 

comme  on  le  voit  par  l'équation  -jj  =:t.  On  arrive  ordinairement  à 
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une  intégrale  nouvelle  en  diffërentiant  ainsi  une  intégrale  par  rapport 
à  une  constante.  Mais  il  y  a  un  cas  très  remarquable  qui  se  présente 
dans  l'astronomie  physique,  où  les  deux  intégrales  ^  et  V  peuvent  être 
ramenées  immédiatement  l'une  à  l'autre. 

C'est  le  cas  où  la  fonction  des  forces  est  une  fonction  homogène 
des  coordonnées. 

Supposons  que  la  fonction  des  forces  U  soit  une  fonction  homogène 
du  degré  «  des  5n  coordonnées  a:, ,  y, ,  z,  ;  alors  on  aura 

_  /       dU    ,        dU    ,       d\]\  ,. 

Donc,  à  cause  des  équations  différentielles  du  mouvement, 

Le  premier  membre  devient  une  différentielle  exacte  en  y  ajoutant 
la  force  vive 

_        /dx,     dx,       ,      dr,    d  y\      ,      dz,      dz;\  ,,     ,        , 

^"''  {-dT   -dT  +  -i   i-  +  d7  •  d7)  =  ^U+  .A. 
En  intégrant  ensuite  par  rapport  a  t  et  a  partir  de  t  =  o ,  il  vient 

Xm;  (,XiXi'+  r,jl  +  -.z.')  —'Zm,  {a,al  +  bfil  +  c,ci)  =  (2  +  s)    /      LVr  -(-  ïhl . 
Mais  on  a  aussi 

V  =  r  '  2m,  (a-/*  +/.'•  H-  zl^)  dt  =  2  f  '  Vdt  -L.  2ht  : 

J  o  J  o 

donc 

2m,  (x..r.'+ j.j/4-  -.s/)  —  Xmja,a]'-i-bfi'+c,c.')  =  (^i  -f-  '-)  V—iht. 

C'est  l'équation  qui  lie  entre  elles  les  fonctions  V  et  ^  Puisque  le 
premier  membre  de  cette  équation  est  une  différentielle  exacte,  on 
pourra  trouver  l'intégrale  fVdt. 
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Si  l'on  pose 

R  =  2;n,  (^^  +  j.'  +  zl) ,     R'  =  § , 

et  que  Ton  appelle  R,,  R'o,   les  valeurs  initiales  de  R,  R',  on  peut 
écrire  1  équation  précédente  de  cette  manière 

R'  —  R„'  =  (2  +  ê)V  —  2iht: 
et  l'on  en  tire  en  intégrant 

R  —  R„  —  R.'f  =  (2    -+-   i)    C'  \dt  —  iht\ 

Dans  le  cas  du  système  du  monde ,  la  fonction  des  forces  U  est  du 
degré  —  i  ,  et  par  conséquent  s  =  —  i .  On  a  donc  alors 

R'  —  r;  =  V  -4-  iht. 

Quand  la  fonction  des  forces  est  du  degré  —  2  ,  c'est-à-dire  quand 
5  =  —  2,  on  ne  peut  plus  se  ervir  des  formules  précédentes  pour 
ramener  la  fonction  V  à  la  fonction  /,  parce  que  le  terme  multiplié 
par  V  s'évanouit.  Mais  dans  ce  cas  on  a  deux  nouvelles  intégrales 
des   équations  différentielles  du  mouvement,   savoir 

R'  —  R/  =  l^it,     R  —  R.  —  R,V  =  nht' , 

qui  contiennent  deux  constantes  arbitraires  R„,  R^'.  C'est  le  cas  d'un 
système  de  points   matériels  assujétis   à   des   attractions    mutuelles 
qui  s'exercent  en  raison  inverse  du  cube  des  distances. 
Si  l'on  met  pour  t  sa  valeur 

d\ 
'.  =  -du^ 

on  aura  d'après  les  formules  précédentes 

R'—  R.'  =  (2  +  ê)  V  —  2ih  ^'  : 
De  là  on   déduit,  en  intégrant  par  rapport  k  h, 
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2  -t-3t  2  4-  s 

fh       --■'     (R'  —  R/)  dh=—  2ih~   ^'    V  +  A , 

équation  où  ^  est  une  quantité  indépendante  de  h. 

Si  donc  on  connaît  V  poui-  une  valeur  particulière  de  h,  par 
exemple  pour  h  =  o,  on  pourra  trouver  V  en  intégrant  par  rapport 
à  h.  Pour  ?  =  —  I  ,  la  formule  précédente  deviendra 

/(R'-R/)'^_  =  VA".V  +  k; 

R'  —  R„'  doit  être  exprimée  en  fonction  de  h  et  des  valeurs  initiales 
et  finales  des  coordonnées,  mais  en  intégrant  on  doit  regarder  h 
comme  seule  variable. 

Je  ferai  encore  à  cette  occasion  les  remarques  suivantes.  On  déduit 
des  formules  précédentes  la  différentielle  du  second  ordre  de  R  par 
rapport  au  temps ,  exprimée  par  la  fonction  des  forces  ,  au  moyen 
de  l'équation 

Pour  «  :=  —   I,  cette  équation  se  réduit  à 

2   ai' 

Maintenant  si  M  désigne  la  somme  des  masses,  et  X,  Y,  Z  les 
coordonnées  du  centre  de  gravité ,  c'est-à-dire  si 

MX  =  27n,j:,,     MY  =  Sm,/.,     MZ  =  Xm,z„ 

on  pourra,  d'après  une  transformation  algébrique  connue,  et  souvent 
employée  par  Lagrange,  exprimer  la  quantité  MR  de  la  manière 
suivante  : 

MR  =  2/n,2m,(x,*  +jr.*4-  z.') 

=  ^m,m,  [(x.  —  x,y  +  (j^,— j,)«+  (z,_  z,y]  -f-  M*(X*-f-  Y*4-  Z') , 

c'est-à-dire  (en  nommant  r,,^  la  distance  des  masses  /ra.,  /ra,) 

MR  =  2TO,mir,,',  +  M*  (X*  +  Y*  +  Z») , 

oii  Ion  doit  éteadre  la  somme  2  à  tous  les  groupes  de  deux  points 
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dans  le  système.  Le  centre  de  gravité  d'un  système  de  corps  assu- 
jétis  seulement  à  leurs  attractions  mutuelles  se  meut  en  l>gne  droite 
dune  manière  uniforme,  en  sorte  que  l'on  a 

X  =  «^  +  /3,    Y  =  a'^-+-/3',    Z=a"^+/3". 
Au  moyen  de  la  transformation  donnée  de  mR  et  en  faisant 

y^  =a*  +  et''  +  a'*, 
on  trouve  donc  pour  le  cas  de  «  =  —  i , 

1  d  s  m.m,r.,^'  =  MU  -f-  2         —  M*>*  , 


où  y  est  la  vitesse  du  centre  de  gravité.  Si  l'on  substitue  l'expression 
de  la  fonction  des  forces  U  qui  a  lieu  dans  la  loi  d'attraction  de 
Newton  ,    il  viendra 

Mais,  par  la  loi  des  forces  vives, 
on  a  donc  l'équation 

L'expression 

ij  2m,/72,r,„*  =  2m,(j:,'  +  J.»  +  2,')  -  M(X'  +  Y*  +  Z*) 

est  égale  à  la  somme  des  masses  du  système  multipliées  respective- 
ment par  les  carrés  de  leurs  dislances  au  centre  de  gravite.  On  le 
prouve  par  l'équation  même  que  nous  venons  d'écrire ,  en  y  prenant 
le  centre  de  gravité  pour  origine  des  coordonnées ,  ce  qui  fait 
X  =  Y  =  Z  =  o.  On  prouve   semblablement  que 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  89 

est  la  force  vive  relative  au  centre  de  gravité,  c'est-à-dire  la  somme 
des  masses  du  système  multipliées  respectivement  par  les  carrés  de 
leurs  vitesses  autour  de  son  centre  de  gravité.  Si  le  système  est  stable, 
l'expression 

ne  doit  devenir  ni  l'infini  ni  o,  lorsque  t  croit  indéfiniment.  D'où  il 
suit  facilement  que  sa  différentielle  du  second  ordre  ne  doit  jamais 
conserver  constamment  le  même  signe  à  partir  d'un  temps  quel- 
conque. Les  deux  équations 

I  «i^2m^^^>  _         m^  +  2Â  —  M;.-, 

1  ^-^"lY"^  ==  2-.  (^," + j." + ^n  -  M>*  -  s  ^^\ 

montrent  donc  que ,  pour  que  le  mouvement  autour  du  centre  de 
gravité  du  système  soit  stable:  1°  la  constante  2 A — M>°  doit  être 
négative;  à  cause  de  l'équation 

2h  —  M;,'  =  2m.  (.r/*  -i-j/'  +  z/*)  _  M>»  —  2  2  ^  , 

cela  revient  à  dire  que  la  force  vive  relative  au  centre  de  gravité  doit 
toujours  rester  plus  petite  que  le  double  de  la  fonction  des  forces;  2"  la 
force  vive  relative  au  centre  de  gravité  doit  être  alternativement  plus 
grande  et  plus  petite  que  la  fonction  des  forces;  3°  la  fonction  des 
forces,  de  même  que  la  force  vive  relative ,  doit  être  alternativement 
plus  grande  et   plus  petite  que  la  constante  M^*  —  2h. 

Développons  la  force  vive  et  la  fonction  des  forces  en  séries  de 
cosinus  et  sinus  d'angles  proportionnels  au  temps  :  si  le  système  est 
stable ,  la  quantité  My*  —  2h  doit  être  la  vraie  valeur  du  terme  cons- 
tant dans  chaque  série,  car  une  valeur  différente  du  terme  constant 
donnerait  dans  l'expression  de 

2  m,m^  r„j* 

des  termes  multipliés  par  le  carré  du  temps  ,  et  qui ,  par  conséquent, 
croîtraient  indéfiniment  avec  le  temps. 

Tome  m.  — Fétoer  i838.  ,» 
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VIL 

Pour  expliquer  ce  qui  précède  par  uq  exemple,  je  donnerai  la 
fonction  V  pour  un  cas  très  simple ,  le  mouvement  elliptique  d'une 
planète.  Puisqu'on  connaît  par  le  théorème  de  Lambert  l'expression 
du  temps  écoulé  t  en  fonction  des  valeurs  initiales  et  finales  des 
coordonnées,  on  pourra,  par  ce  qui  a  été  dit  dans  le  paragraphe 
précédent  ,    trouver    immédiatement    la    valeur    de     V   sans     une 

àr 
nouvelle  intégration.  Soit  r  le  rayon  vecteur,  r  =  g-,  E  l'ano- 
malie excentrique,  /„ ,  r„',  Eq  les  valeurs  initiales  de  r,  r',  E;  soit  de 
plus  k"  la  force  attractive  pour  l'unité  d'espace  ,  e  l'excentricité ,  a  le 
demi  grand  axe.  Si  l'on  prend  comme  M.  Gauss  [Theoria  motus, 
page   1 20) , 

E  —  E„  E  +  Eo         ^ 

2  o  '  2 

et  qu'on  introduise  un  angle  auxiliaire  h  au  moyen  de  l'équation 

e  cos  G  =  cos  h , 
puis  que  l'on  fasse 

h  +  g  —  i,    h—g  =  i', 

on  aura  pour  l'expression  du  temps  écoulé 

— 3  <  =  5  —  sin  f — (f'  —  sin  s'). 
aï 

La  loi  des  forces  vives  donne 

1  (.."+/•  +  .'«)=  ^'Ç  -y. 

.   .         A* 
de  sorte  que  la  constante  h  est  ici ,  et  la  fonction  des  forces  U 

est  ici  — .  Donc  si  l'on  met  dans  la  formule  du  paragraphe  précédent 

R'  —  R'.  =  V  +  2ht 
pour  R  et  ^  leurs  valeurs ,  savoir  , 

R  =  /-',     h=:—-, 
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on  aura 

h' 

V  =  2  {rr'  —  r^rj)  +  —t- 

J'ai  négligé  ici  dans  les  expressions  de  V,  R,  /^,  la  masse  de  la  planète 
attirée,  parce  qu'elle  est  facteur  de  ces  trois  quantités,  et  par  consé- 
quent disparaît  du  calcul. 

Les  formules  connues  du  mouvement  elliptique  donnent 

rz'  =■  k  Va-  e  sin  E  , 
donc 

rr'  —  r.ro'  =  k^a.  e  (sin  E  —  sin  E,) 

=  RA  \/a.  e  sin  g  cosG  =  2A:  \/a  sin  g  cos  h  =  k\/a  (sins  —  sins') . 

En  se  servant  de  cette  expression  et  de  l'expression  du  temps  t  donnée 
par  Lambert,  on  aura  pour  V  une  expression  semblable  à  celle  de  t, 
savoir 

V  =  A'    \' a  [i  +  sin  s  —  (^ '  +  sin  s')] , 

qui  ne  diffère  de  —  ^  que  par  le  signe  des  sinus.  Si  l'on  désigne  par  f 

la  corde  de  l'arc  qui  unit  les  points  initial  et  Knal ,  on  aura  ,  d'après 
les  formules  données  par  M.  Gauss  à  l'endi'oit  cité , 

Sin*  -  i  =    -, ,  Sm'  -  ê    =:  y , 

OU 

r"  =  j:*  H-  j*  H-  z" ,  r/  =  a:,*  +  jTo*  +  Zo', 

^*  =  (j:  —  x^y  +  (/  —  y, y  4-  (z  —  Zo)'- 

Au  moyen  de  ces  formules,  V  aussi  bien  que  t  est  exprimé  par  les 
coordonnées  des  points  initial  et  final,  et  par  le  grand  axe.  L'ex- 
pression donnée  ici  pour  V  coïncide  avec  celle  trouvée  par  M.  Hamil- 
ton  par  un  autre  procédé. 

Si  l'on  fait  varier  dans  l'expression  donnée  de  V  toutes  les  quantités 
à  l'exception  de  A-  et  a  ,  on  aura 

cTV  =  2Av/a  cos'  Ç-î.Si  —  cos*  -  g'«Pé'\ 
Mais  l'on  a 


sm  -  j  cos 


fv          ôr-^dr„-i-ea       .      i     ,  in/ 

.di-=.  —        °    ,  sm  —  S  .  cos  -i.ài 
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Donc  en  considérant  les  équations 

sm  -  (•  —  e') 

1  I   ,  2  _      sjipê^ 

cotaiis  -  i  —  cotang  -  t   = 

2  2  .1.1/  .1. 

sin  -  e  sia  -  e  sm  -  (  sin 

2  2  2. 

sin  -  (e  +  e')  7 

I  I    ^  2  sin  ft 

cotang  -  «  +  cotang  -  i'  =        j ^ — — ^ 

sin  -  I  sin  -  t'  sin  -  «  sin 


f>Y  Â-  [sin  hi'p  —  sin  g  (JT  -f-  ^rj] 

,/-    .1        .      I    , 
2  V'  a  sin  -  <  sm  -  s 

2  2 

On  peut ,  en  vertu  des  formules  précédentes  ,  mettre  le  dénomina- 
teur sous  la  forme 

2  i/a,  sm  -  ï  sm  -  ê  =  ^^-^= ; =' 

^  2  2  lya 

Si  l'on  introduit  dans  cette  formule  l'angle  formé  par  les  rayons  vec- 
teurs /•  et  To,  que  nous  appellerons  avec  M.  Gauss  7.f ,  on  aura 

r*  -f-  r,*  —  f  *  =  s/To  cos  2^", 

,.   ,  ,      .     I       .      I     ,         cos/    .  / — 

doù  2v/«sm-êsm  -  s   =  — 7-    V^''o  ; 

2  2  y  * 

Donc  on  a ,  pour  la  variation  de  V,  l'équation 

[V  y X-y/o  [sinA^Tp  —  sing(^p  4-  /p.)} 

cosy  V/rr^ 

dans  laquelle  on  peut  remplacer  un  des  angles  g,  A,  par  l'autre  au 
moyen  de  l'équation 

p  =  2a  sing  sin/j , 

qui  se  déduit  facilement  des  formules  précédentes.  L'expression  de  la 
variation  de  V  donne  immédiatement  les  projections  sur  les  axes  des 
coordonnées  des  vitesses  des  points  initial  et  final.  En  effet,  si  l'on 
exprime  f,  r,  r,,  par  les  coordonnées,  on  trouve  : 

,  dS  k  y  a       /x  —  x„     .    ,  X     .       \ 

dx  cos/v/ rr„\       P  r         f>J* 

dj  ces// rr,  \      "  r         0/  ' 
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xJ  = r—  = ( smfi  -\-  —  sine-  ) , 

dV  k\/a         /y  —  Ya       •      1        ,       ro      ■        \ 

■^°  djr„  cos/v/ rr„\      P  ^    r,         °J' 

,  dV  k\/a       /z  —  z„     .    ,      ,     z^      .      \ 

z„'  =  —  —   =        J        (— —  smh  +  -  smg). 

Si  l'on  appelle  b  le  demi-petit  axe,  en  se  rappelant  l'équation  donnée 
par  M.  Gauss , 

b  sing  =  sin  /  \/rr^  , 

et  que  l'on  fasse  le  demi  -  paramètre  —z=p,ou  déduira  facilement 
de  ces  formules  les  suivantes  : 

\/p        \r  r^J' 

r'  —    y'  —   —  Ï^^Bil  rZ.  JL.Z£\ 

d'où  après  quelques  réductions , 

J'ai  ajouté  ces  formules  à  cause  de  leur  simplicité.  J'observe  encore 

que  les  quantités  -+—,-+—,    -  +  —  sont  égales  à  la  quantité 

2  cosy  multipliée  par  les  cosinus  des  angles  que  la  ligne  qui  divise 
en  deux  parties  égales  l'angle  formé  par  les  rayons  vecteurs  fail  avec 
les  axes  des  coordonnées. 

On  peut  vérifier  l'expression  trouvée  de  V  au  moyen  de  l'équation 

dV 

^__^__  d    —  —   —     — 

dh     ~~  '  za  k''     '   da' 

Si  l'on  prend  la  différentielle  partielle,  par  rapport  à  a  de  l'expression 

Y  =  A;  v/a  [2  +  sin  «  —  (j'  -\-  sin  ?')!. 
on  aura  l'équation 
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Mais  on  tire  des  équations 


celles-ci 


...             r  -^  i\  A-  p          ■    .  ,    I          /•  4-  /'o  +  e 
Sin*  ï  ê  =  7 *  r       Sin*  -  5     =   7 , 


COS  j  i  -j-    = 


L'équation  précédente  devient  donc 

dy  k     ,.  ■     ,.    ,     V  k     ^         ,       ,  .  .     ,,-,         *• 

-—  = (sin  e  —  sin  «  )  H =  — 7-  1'  —  f  —  f  sin  £  —  sin  e  )D  =  '  > 

</a  ^a^  '  ^  la         -i.y/a^  '^  la' 

ce  qu'il  s'agissait  de  démontrer. 

L'équation  différentielle  partielle,  à  l'intégration  complète  de  la- 
quelle on  peut  ramener  le  mouvement  d'un  système  de  points  qui 
s'attirent  mutuellement,  et  qui  sont  attirés  vers  des  centres  fixes,  était 

;- i[(0  +  (0 +  (£)•■]  =  '^  +  *- 

Il  s'ensuit  que  pour  notre  exemple ,  l'équation  différentielle  partielle 
sur  l'intégration  de  laquelle  ou  ramène  le  mouvement  d'une  planète 
autour  du  soleil  est 

Je  vais  maintenant  démontrer  que  l'expression  donnée  de  V  satisfait 

réellement  à  cette  équatiou  différentielle  partielle.  Car  si  l'on  se  rappelle 

'    'j  .  d\        d\       dY       ^  ,. 

les  valeurs  trouvées  précédemment  pour  —  ,    —,    -^,  et  que  1  on 

tienne  compte  des  équations 

a:(j:— J7o)+jr(jr— ro)  +  z(z— Zo)  =  ro— rr,  cosa/,  sing'sinA  =^ , 
on  aura 

Mais  on  a 

sin*  A  -f-  sin'g  =  2  Tsin'  -cos*  -  +  sin°  '-  cos*  -j 

::=  2  (sin*  -  +  sin'  -  )  —  A  sin*  -  sin'  - , 

\  2      '  2/  2  2' 
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ou  d'après  les  formules  précédemment  données , 

7       ,        •  '"  +  '"o  cos^  f .  rr„ 

sin'rt  +  sin'if  =   — =^-r —  . 

'  "  a  a 

Donc 

a  [sm*h  -\-  s'm*g)  —  (r  —  Tq  cos  2/)  =  r^  cos'f  (2 J, 

et  par  suite 

ce  qui  est  l'équation  cherchée.  INous  voyons  en  même  temps  de  cette 
manière  que  les  valeurs  données  de  x' ,  y' ,  z'  satisfont  à  l'équation 
de  la  force  vive. 

Dans  le  mouvement  parabolique,  la  constante,  qui  dans  la  loi  de 
la  conservation  de  la  force  vive,  est  ajoutée  à  la  fonction  des  forces, 
disparait,   ou  «  devient   co.  Les  angles  s,   i  ,  h,  g,  deviennent  des 

inSniment  petits  de  l'ordre  — ;-.  On  déduit   donc   pour  ce  cas,  des 

formules  précédentes  celles-ci 

\/a.i  =  \/{r+r^+  f),      \/a.i' z=z  ^/{r  +  r.~  f); 
puis 

\/ï5  .  (ê  _  sin  0  =  g  %/«"•  ^'  ==  gf(^  +  '•.  -f-  p)', 

V/^ .  (,'  _  sin  i')  z=   '-\/â\i'^  =  g  (/•  -+-  r,  —  py, 

au  moyen  desquelles  les  expressions  données  de  V  et  <  prennent  la 
forme 

V  =  2k[\/{r  +  ;•„  +  p)  _  t/(r  +  r.  _  p)] , 

dont  la  dernière  est  l'expression  connue  du  temps,  dans  le  mouve- 
ment parabolique  d'une  comète.  Si  l'on  pose  pour  abréger , 

I , I .  I  I 

V/('-  +  '-o— «)  "^  \/('-  +  '-o  +  e)~       '   V'Cr-f  r„-7)~^/(r+r„+{)  =  ^' 

on  en  tirera 
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-■  =  S  =  C-i^^--.  »).  -•'  =  -è  =  <T^  A+|B), 

M.  Hamiltoa  donne  aux  expressions  de  <  et  V  une  forme  particu- 
lière que  je  vais  indiquer. 

En  effet,  puisqu'on  déduit  î  de  t  en  écrivant  — p  au  lieu   de  f, 
on  peut  écrire  la  valeur  de  V  de  cette  manière 

(i  +  eos  é)  ^  </p. 

en  considérant  a  ,  r,  r^  comme  constantes,  et  p  comme  seule  variable 
pendant  l'intégration. 
Mais  puisque 

on  a 

,     A  I 

sm  7  ê  COS  â  ï  -T     =   7-  , 

»  "Ç  ^'^ 

donc 

r I  4_ cosO  T-  =  cos'-f  Ê  j-  =  — ^ — r—  =  —  \/ (  — r~^ — ; '  )  > 

et  par  conséquent 

2a*    tfV  I  ,   C'^'f  I  J_\-  il 

*  — "F  ^  —  4V -,vT^n=7~W      ''■ 

ce  'sont  les  expressions  données  par  M.  Hamilton.  Si  l'on  y  fait 
a=  00,  ou  a  négative,  on  a  les  formules  pour  le  mouvement  pa- 
rabolique et  hyperbolique. 

{La  suite  à  un  autre  cahier.) 
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JYotes  historiques,  i°.  sur  la  locution  :  dii^iser  une  droite 
en  moyenne  et  extrême  raison^  2°.  sur  la  méthode  des 
polygones  réguliers  isopérimètres.  Et  observations  sur 
quelques  théorèmes  de  M.  Chasles  ; 

Par  m.   O     TERQUEM. 


I.  Euclide,  au  livre  II,  prop.  i ,  prob.  .,  propose  et  résout  lepro- 
blème  suivant,  en  ces  termes.  «  Partager  une  droUe  de  -^^e  ^ue 'e 
carré  du  grand  segment  soit  équivalent  au  vectang  e  du  pet:t  segtnent 
et  de  la  ifgne  entière  n  ;  ce  qui  est  fort  cla.r.  Maxs  au  hvre  VII  on 
trouve  celte  définition  ;  c'est  la  troisième  :  a^ov  -^o..  ,^i7ov  Koyov  ,vB^,cc 
réumQu,  Xk^ra,  %ra.v  l  âç  v  'oXov  Trpo;  ro  uu^ov  ruf^uct,  ovrco^  ro 
u{ilo.  TTpo;  rovi7.cca.ov;  mot  à  mot  :  une  droite  est  dite  être  dmsee 
en  extrême  et  moyenne  raison,  lorsque  la  (droite)  entière  est  an 
plus  grand  segment,  comme  ce  plus  grand  segment  est  au  plus  petit. 
Dans  le  même  livre,  Euclide  résout  de  nouveau  le  problème  cite 
rprop.  3o,  prob.  10),  mais  en  se  servant  des  termes  employés  dans 
a  définition  II  est  évident  que  notre  locution  française  est  une  tra- 
duction Z/«emZe  de  la  locution  grecque  ;  mais  est-ce  une  traduction 
fidèle  ■>  Il  est  permis  d'en  douter,  puisqu'elle  ne  présente  aucun  sens 
fSigible,  même  en  omettant,  comme  fait  M.  Vmcent  le  mot 
m/.o«  Zamberti  le  Vénitien,  dans  son  mterpretation  latine  d Eu- 
clide r  réimprimée  avec  l'ouvrage  d'Orontius  Finaeus,  en  i544), 
donne  cette  explication  :  per  extrerrmm  et  mediam  ratwnem,  hoc  est, 
perextremosetmediostevm\nos,ratwnumsimilitudinemconstituentes, 

ce  qui  est  déjà  plus  clair.  Mais  le  vrai  sens  me  parait  avoir  ete  donne 
parlorenlz  qui  a  publié,  en  1781,  "-  excellente  traduction  alle- 
mande d'Euclide.  Voici  comment  il  traduit  la  troisième  définition  du 
Vr  livre  •  Eine  gerade  Unie  ist  nach  stetiger  propoHion  geschmtten  , 
^enn  die  ganze  Unie,  etc.  -,  c'est-k-dire  une  droite  est  divisée  en  pro- 

Tome  III. —Mars  i838. 
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portion  continue ,  lorsque  la  ligne  entière  est  au  grand  segment,  etc^ 
Cette  version  rendjidèlement  l'idée  du  géomètre  grec,  et  c'est  ainsi 
que  le  problème  devrait  être  énoncé  dans  nos  traités  élémentaires. 
Comme  le  principal  emploi  de  ce  problème  consiste  à  trouver  le  côté 
du  décagone  régulier  ayant  un  rayon  donné,  on  pourrait  aussi  se  servir 
de  cette  expression  :  dii'iser  une  droite  décagonalement  ;  ce  qui  pré- 
sente un  avantage  mnémonique.  Cette  façon  de  parler  est  même  ad- 
missible pour  tous  les  polygones  réguliers. 

II.  J.  Schwab ,  mort  à  Nancy  en  i8i3,  a  publié  dans  la  même  an- 
née et  dans  la  même  ville  ,  des  éléments  de  géométrie  avec  un  nouveau 
moyen  d'approcher  plus  promptement  du  rapport  de  la  circonférence 
au  diamètre.  Ce  moyen  est  fort  ingénieux,  et  repose  sur!  le  tliéorème 
suivant  très  facile  à  démontrer.  R  et  r  étant  le  rayon  et  l'apothème 
d'un  polygone  régulier,  R'  et  r'  les  mêmes  lignes  dans  le  polygone 
régulier  isopérimètre  d'un  nombre  de  côtés  double ,  on  a  ces  deux 
relations 

2/'  z=  K  -{.  r,     R''  =  Rr'; 

pour  avoir  ;'  et  R',  il  suffit  donc  de  prendre  une  moyenne  arith- 
métique et  vine  moyenne  géométrique;  cette  dernière  opération 
revient  sensiblement  à  la  première,  lorsque  les  deux  quantités  diffè- 
rent peu.  On  a  donc  ici  le  moyen  d'obtenir  des  polygones  isopérimè- 
tres, dont  les  rayons  et  les  apothèmes  s'appprochent  indéfiniment  du 
rayon  de  la  circonférence  isopériraètre.  Mais  en  i8i5,  ce  moyen  n'était 
plus  nouveau i  car  il  appartient  à  Descartes,  ainsi  qu'on  peut  s'en 
assurer  en  consultant  un  mémoire  d'Euler,  inséré  dans  les  Novi  conun. 
Petrop.  ,  tom.  VIII ,  p.    iSy.  Ce  mémoire  débute  ainsi  : 

c<  In  excerplis  ex  manuscriptis  Cartesii  paucis  quidem  verbis  re- 
>)  fertur  constructio  qusedam  geometrica  promptissime  ad  circuli 
»  veram  dimensionem  appropinquans  ,  sed  qure  sive  Cartesius  ipse 
»  eam  invenerit,  sive  ab  alio  habuerit  communicalam,  accutissimum 
»  inventons  ingenium  ,  illo  prsesertim  tempore ,  luculenta  déclarât. 
»  Qui  deinceps  hoc  idem  arguraentum  pertractarunt,  quantum  qui- 
»  dem  memini ,  nuHam  hujus  eximise  coustructionis  mentionem 
»  faciunt,  ut  periculum  sit  ne  tandem  penitus  oblivione  obruatur.  » 
[F.  aussi  les  OEuvres de  Descartes  publ.  par  Vict.  Cousin,  t.  XI,  p.  44 2). 
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Malgré  cet  avertissement  d'Euler,  donne'  en  i  ^63  ,  la  belle  construc- 
tion a  été  si  complètement  oubliée  que  Schwab  a  dû  la  retrouver  en  1 8 1 3. 
Le  moyen  de  Descartes  consiste  précisément  à  calculer  les  apothèmes 
d'une  suite  de  polygones  réguliers  isopérimètres,  et  dont  le  nombre  de 
côtés  croît  en  raison  double.  La  démonstration  n'est  pas  jointe  à  la 
construction  ;  mais  Euler  y  supplée  facilement ,  et,  selon  sa  manière  , 
il  déduit  analytiquement  de  cette  construction  des  séries  trigonomé- 
triques  qui  n'ont  plus  un  grand  intérêt.  Le  mémoire  est  terminé 
par  cet  ingénieux  scolie.  Si  l'on  porte  sur  une  même  droite  les  lon- 
gueurs AB,  AC,  AD,  AE,  etc  ,  apothèmes  de  polygones  réguliers 
isopérimètres  de  4>  8,  16,  53  côtés,  etc....  et  qu'en  B,  C,  D,  E.  .. 
on  élève  des  perpendiculaires  B^,  Ce,  T)d,  Ee  .  .  égales  aux  demi- 
côtés  de  ces  polygones,  les  points  b,  c,  d,  e...  appartiennent 
à  une  même  quadratrice  don^  l'intersection  avec  la  ligne  des  apo- 
thèmes détermine  le  rayon  d'une  circonférence  égale  au  périmètre 
donné.  On  sait  que  les  anciens  se  sont  servis  de  la  quadratrice  poar 
carrer  le  cercle  et  par  conséquent  aussi  pour  rectifier  la  circonfé- 
rence. 

IIL  La  jolie  démonstration  géométrique  que  M.  Chasles  donne  d'une 
intégrale  définie,  dans  le  n"  de  janvier  i858  de  ce  Journal,  paraît 
susceptible  d'une  abréviation,  à  partir  de  cette  équation 

2-~drj  =  2-da=  -   "S-pàco   (page  12). 

H  est  évident  que  l-pàcà  est  le  triple  du  volume  de  l'ellipsoïde;  on  a 
donc  de  suite 

1^  àù)  z=  Att   \/'^~—  ^'^  \/a*  —  C- 
as 

L'auteur  parvient  à  la  même  conclusion  (page  i3). 

En  considérant  sur  une  sphère  le  lieu  géométrique  du  point  dont 
la  somme  ou  la  différence  des  distances  à  deux  foyers  pris  sur  la 
sphère  soit  constante,  les  distances  étant  mesurées  par  des  arcs  de 
grand  cercle,  on  obtient  une  courbe  elliptico-sphérique,  ou  hyper 
bolico-sphérique,  et  il  est  évident  que  si  les  deux  courbes  sont  confoca- 
fes,  elles  se  coupent  orthogonalement.  (  Fuss.  novi  comm.Petrop.  t.  XII, 

i3  . 
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anii.  1774,  page  196.)  Les  rayons  de  la  sphère,  qui  passent  par  les 
foyers,  sont  les  lignes  focales  des  cônes  du  second  degré  dont  parle 
M.  Cliasles  à  la  page  i5  du  n*  cité. 

Les  courbes  sphériques  jouissent  de  propriétés  remarquables. 
Soit  une  corde  inscrite  dans  une  surface  du  second  degré,  et  0 
lui  point  fixe  pris  sur  cette  corde  et  qui  la  divise  en  deux  segments 
additifs  ou  soustractifs.  Soit  /n*  le  produit  des  deux  segments  : 
par  le  point  0  passent  une  infinité  de  cordes,  pour  lesquelles  m 
est  une  quantité  constante.  Le  système  de  ces  cordes  forme  un  cône 
du  second  degré,  rencontrant  la  surface  suivant  une  courbe  sphé- 
rique.  Le  centre  de  la  sphère  et  le  point  0  sont  sur  une  droite 
perpendiculaire  au  plan  polaire  du  point  O.  Si  par  un  point  I  pris  sur 
la  surface,  on  mène  un  cône  parallèle  au  précédent,  il  coupera  la 
surface  aussi  suivant  une  courbe  sphérique,  dont  le  centre  est  sur  la 
normale  au  point  I.  Menons  un  plan  conjugué  au  point  1 ,  c'est-à- 
dire,  un  plan  parallèle  à  celui  qui  est  tangent  en  I;  ce  plan  conjugué 
coupera  la  surface  suivant  une  conique  ;  prenons  le  point  fixe  0 
sur  un  axe  principal  de  cette  conique  et  pour  m*  le  rectangle  des  seg- 
ments de  cet  axe;  alors  le  cône  y  relatif,  devient  évidemment  tangent 
au  plan  conjugué,  et  si  par  le  point  I  on  conçoit  un  cône  parallèle ,  il 
aura  même  plan  tangent  que  la  surface,  qu'il  rencontre  suivant  une 
courbe  sphérique  dont  le  centre  est  le  centre  de  courbure  delà  surface 
au  point  1.  Comme  la  conique  dont  il  a  été  question  a  deux  axes  prin- 
cipaux ,  on  aura  aussi  au  point  I  deux  centres  de  courbures.  Les  paral- 
lèles à  ces  axes  principaux  menées  par  le  point  I  donnent  les  directions 
des  deux  lignes  de  courbures ,  comme  l'a  déjà  fait  voir  M.  Dupin  dans 
ses  excellents  Développements  de  Géométrie  auxquels  on  doit  tant  de 
découvertes  qui  ont  été  faites  depuis ,  dans  la  science  de  l'espace  en 
général ,  et  dans  celle  des  surfaces  du  second  degré  en  particulier. 

IV.  M.  Chasles,  qui  cultive  avec  tant  de  succès  cette  dernière  partie, 
vient  d'introduire  dans  la  théorie  des  coniques  la  considération  des 
axes  conjugués  relatifs  à  un  point  fixe  (oct.  iSS^  ,  tome  II,  p.  Sgo). 
Il  déduit  cette  théorie,  de  celle  de  la  perspective;  ce  qui  la  rend  in- 
tuitive,  but  principal  de  l'auteur;  toutefois,  il  est  facile  d'établir 
cette  théorie  sur  des  principes  purement  analytiques.  En  effet,  soit 
l'équation  générale  à  six  termes  d'une  conique  à  axes  quelconques; 
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Aj'  +  Bxjr  +  Cx*  +  Djr  4-  Ex  +  F  =  o  : 

y^npx,  jr-=qx  étant  les  équations  des  deux  droites  passant  par 
l'origine,  pour  que  ces  droites  soient  conjuguées  relativement  à  cette 
origine,  on  doit  avoir  la  relation 

lpq-\-n{p -{- q)-\-V  =oi     où     /  =  D*— 4AF, 

Z'  =  E»  —  4CF , 
«  =  DE— 2BF. 

Si  les  axes  des  coordonnées  sont  conjugués  relativement  à  l'origine, 
on  a  7i  =  o  et  vice  versa.  Si  l'on  a  1=1'  et  n::=.lcosy,  y  étant 
l'angle  des  axes,  alors  l'origine  est  un  foyer  j  et  la  relation  ci-dessus 
montre  que  dans  ce  cas  tous  les  axes  conjugués  au  foyer  sont  rectangu- 
laires, propriété  connue  ;  pour  que  deux  d-iamètres  soient  conjugués 
relativement  au  centre ,  l'on  doit  avoir  D  =  E  =  o  et  n=o,  donc 
B  =  o;  par  conséquent ,  les  diamètres  sont  conjugués  aussi  dans  le 
sens  ordinaire  de  ce  mot.  Ainsi  les  diamètres  conjugués  ordinaires 
sont  un  cas  particulier  des  axes  conjugués  en  général.  Il  est  facile  de 
transformer  et  de  généraliser  analytiquement  les  propriétés  connues 
du  cas  ordinaire  pour  les  adapter  au  cas  général.  Je  supprime  cette 
généralisation ,  dans  la  crainte  de  dépasser  l'espace  que  l'on  peut  m'ac- 
corder  dans  ce  Journal. 
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JSouvelle  manière  d'étudier  les  coniques  dans  le  cône  oblique. 
—  Propriétés  générales  du  cône  et  des  coniques  planes  et 
sphériques  ; 


Par  m.  CHASLES. 


Les  Anciens  ont  considéré  les  coniques  dans  le  cône  oblique  a  ba^e 
circulaire;  mais  ils  n'ont  eu  à  faire  usage  des  propriétés  du  cercle  qui 
sert  de  base  au  cône,  que  pour  démontrer  une  propriété  principale  de 
ces  courbes,  de  laquelle  ils  ont  déduit  ensuite,  par  de  simples  con- 
sidérations de  Géométrie  plane,  toutes  les  autres  propositions  de  la 
théorie  des  coniques,  qui  nous  ont  été  transmises  dans  le  grand  ou- 
vrage d'Apollonius.  Les  Modernes,  jusqu'à  ce  que  la  Géométrie  de 
Descarte>  se  fût  emparée  de  cette  théorie  et  en  eût  fait  une  question 
d'analyse,  ont  aussi  étudié  ces  courbes  dans  le  cône,  mais  par  une 
autre  méthode  que  celle  des  Anciens,  et  en  appliquant  à  ces  courbes 
les  propriétés  mêmes  du  cercle.  C'est  à  Verner,  géomètre  du  xv' siècle, 
qu'on  doit  l'idée  heureuse  et  les  premiers  essais  de  cette  manière  qui 
a  été  suivie  avec  succès,  un  siècle  après,  par  le  savant  Maurolycus  de 
Messine ,  et  plus  tard  par  Desargues,  Pascal  et  de  la  Hire.  Mais  on  voit 
que  ces  deux  méthodes,  des  Anciens  et  des  Modernes,  bien  que  fon- 
dées l'une  et  l'autre  sur  la  considération  du  cône,  ne  faisaient  aucun 
usage  des  propriétés  de  cette  figure.  Aussi  ces  propriétés  restèrent-elles 
ignorées. 

Il  y  avait  une  troisième  manière  d'étudier  les  coniques  ;  c'était  de 
tirer  leurs  propriétés  directement  de  celles  du  cône.  Cette  méthode 
eût  été  facile,  satisfaisante,  et  briève  surtout  ;  cliaque  propriété  du 
cône  s'appliquaut  en  même  temps,  et  par  une  seule  démonstration, 
aux  trois  sections  coniques,  ellipse,  hyperbole,  parabole,  que  les  An- 
ciens et  les  Modernes  eux-mêmes  traitaient  séparément. 
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Quant  aux  propriétés  du  cône ,  on  les  aurait  tirées  de  celles  du  cercle 
qui  lui  sert  de  base.  Cela  n'offre  pas  de  diincullé.  Je  crois  en  avoir 
donné  la  preuve  dans  mon  Mémoire  sur  les  propriétés  générales  des 
cônes  du  second  degré ,  où  je  suis  parvenu  à  un  grand  nombre  de 
propositions  nouvelles,  sans  aucun  autre  secours  que  la  connaissance 
des  propriétés  du  cercle.  Mais  il  est  vrai  que,  dans  cet  écrit,  je  n'ai 
eu  en  vue  que  deux  classes  spéciales  des  propriétés  du  cône  ;  celles  qui 
se  rattachent  à  ses  lignes  focales  et  aux  plans  de  ses  sections  circu- 
laires. On  pourrait  donc  se  demander  si  la  marche  que  j'ai  suivit 
s'appliquera  avec  la  même  facilité  à  des  propositions  d'un  autre  genre; 
c'est-à-dire  si,  d'une  part,  il  sera  toujours  facile  de  tirer  les  propriétés 
du  cône  de  celles  du  cercle,  et  ensuite  de  s'en  servir  pour  démontrer 
celles  des  coniques. 

Il  n'y  a  point  de  doute  que,  quand  la  Géométrie  aura  été  suflisam- 
ment  cultivée,  quand  elle  se  sera  créé  les  ressources  et  les  méthodes 
qui  lui  manquent ,  elle  pourra  ,  par  la  considération  seule  du  cercle 
qui  sert  de  base  au  cône,  démontrer  toutes  les  propriétés  de  cette  fi- 
gure j  car  elles  participent  de  celles  du  cercle,  qui  en  sont  la  seule  et 
vraie  origine.  On  conçoit  qu'ensuite  le  transport  de  ces  propriétés  aux 
coniques  n'offrira  pas  de  difficultés. 

levais  présenter  un  nouvel  exemple  de  cette  méthode,  qui  pourra 
en  montrer  l'efficacité  et  la  portée.  Je  choisis  la  fameuse  proposition 
ad  quatuor  linens ,  que  Descartes  a  prise  pour  premier  essai  de  sa  mé- 
thode de  Géométrie  analytique,  et  qu'il  appelle  Problème  de  Pap- 
pus ,  parce  que  c'est  dans  le  7' livre  des  Collections  mathématiques, 
qu'il  en  est  fait  mention.  La  question  est  celle-ci  : 

Etant  données  quatre  droites  dans  un  plan  ,  on  demande  le  lieu 
géométrique  d'un  point  tel  que  si  l'on  abaisse  de  ce  point  des  obliques, 
sous  des  angles  donnés ,  sur  ces  droites ,  le  produit  des  deux  premières 
soit  dans  un  rapport  constant  avec  le  produit  des  deux  autres. 

Le  lieu  demandé  est  une  section  conique,  ainsi  que  l'ont  trou\é  les 
Anciens.  Mais  cette  proposition  leur  avait  offert  de  grandes  difficultés. 
Euclide  ne  l'avait  pas  démontrée  complètement ,  comme  nous  l'ap- 
prend Apollonius  ;  parce  qu'on  ignorait  alors,  dit-il ,  plusieurs  belles 
propriétés  des  coniques,  nécessaires  pour  ,sa  démonstration.  Ces  pro- 
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priétés  font  partie  du  troisième  livre  de  sou  graud  ouvrage  ;  mais  la 
proposition  elle-même  ne  s'y  trouve  pas  ;  elle  e'tait  comprise  sans 
doute  dans  quelque  autre  des  nombreux  traités  d'Apollonius  qui  ne 
nous  sont  pas  parvenus. 

Les  démonstrations  que  les  Modernes  ont  données  de  cette  propo- 
sition sont  plus  ou  moins  compliquées ,  de  sorte  qu'on  a  cessé  de  la 
comprendre  dans  les  traités  des  sections  coniques,  quoiqu'elle  soit 
l'une  des  propriétés  de  ces  courbes  les  plus  générales  et  les  plus  fé- 
condes. La  méthode  pour  l'étude  des  coniques,  que  nous  venons  d'in- 
diquer, en  fournit  une  démonstration  très  facile  ,  tirée  entièrement 
des  propriétés  du  cercle ,  et  qui  n'exige  la  connaissance  d'aucune  pro- 
priété de  ces  courbes.  Ce  mode  de  démonstration  offre  encore  l'avan- 
tage de  conduire ,  en  même  temps ,  à  plusieurs  autres  propositions 
non  moins  importantes.  Cela  provient  de  ce  que  toutes  les  propriétés 
du  cône  du  second  degré  sont  doubles ,  c'est-à-dire  qu'à  chacune  d'elles 
en  correspond  toujours  une  autre.  Cette  dualité  provient  de  ce  que  le 
cône  supplémentaire  d'un  cône  du  second  degré  est  lui-même  un  cône 
du  second  degré. 

Démonstration  du  théorème  ad  quatuor  lineas. 

Il  nous  faut,  suivant  la  méthode  dont  il  vient  d'être  question  , 
démontrer  d'abord  le  théorème  dans  le  cercle  ,  pour  eu  conclure  en- 
suite son  analogue  dans  le  cône ,  puis  dans  les  coniques. 

Soit  donc  un  cercle  et  un  quadrilatère  ABCD  qui  lui  soit  inscrit  ; 
qne  d'un  point  m  de  la  circonférence  du  cercle  on  abaisse  des  perpen- 
diculaires ma,  mb,  me ,  md sur  les  côtés  AB,  BC,  CD,  DA  du  qua- 
drilatère (*)  ;  les  deux  angles  mAB,  mCB  sont  suppléments  l'un  de 
l'autre;  par  conséquent  les  deux  triangles  rectangles  m\a,  mCb  sont 

semblables,  et  l'on  a  -r  =  — ^.  On  a  pareillement  -^  =  — y- Donc 

ma .  me  =  mb .  md  ; 
ce  qui  exprime  cette  propriété  du  cercle  : 


(•)  Voir  figure  i  ,  planche  I. 
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Çiiand  un  quadrilatère  est  inscrit  dans  un  cercle,  le  produit  des 
distances  de  chaque  point  de  la  circonférence  du  cercle ,  à  deux  cotés 
opposés  du  quadrilatère ,  est  égal  au  produit  des  distances  du  même 
point  aux  deux  autres  côtés. 

Maintenant  prenons  le  cercle  pour  la  base  d'un  cône  ,  dont  le  som- 
met S  soit  un  point  quelconque  de  l'espace;  et  regardons  les  côtés  du 
quadrilatère  comme  les  traces  des  faces  d'un  angle  solide  quadrangu- 
laire  inscrit  dans  le  cône. 

Que  du  point  m  on  abaisse  des  perpendiculaires  ma',  mb' ,  me' ,  md' 
sur  les  quatre  plans  SAB,  SBC,  SCD,  SDA,  de  l'angle  solide.  Soient 
*>  ^>  >•>  «^  les  angles  que  ces  plans  font  avec  le  plan  du  cercle;  on 
aura 

ma' z=  ma  sin  CL,   mb'  =  mb  sine,    mc'  =  mcs\ny,   md'z^mds^mj". 

D'où,  à  cause  du  théorème  précédent j 

ma'. me'   sina.siny 

mb' .md'  sino.sinJ"" 

Mais  les  perpendiculaires  ma',  mb',  etc.  ,  sont  entre  elles  comme  les 
sinus  des  angles  que  l'arête  S?w  fait  avec  les  plans  SAB,  SBC,  etc., 
respectivement;  on  a  donc,  en  appelant  A  ,  B  ,  C,  D  ces  angles, 

sinA.sinC  sina.siny 

sinB.sinD  sinf.  sinJ"' 

Le  second  membre  est  constant,  quelle  que  soit  la  position  de 
l'arête  Sm.  On  a  donc  cette  propriété  générale  des  cônes  du  second 
degré , 

Quand  un  angle  solide  quadrangulaire  est  inscrit  dans  un  cône  du 
second  degré,  le  produit  des  sinus  des  angles  qu'une  arête  quelconque 
du  cône  fait  avec  deux  faces  opposées  de  cet  angle,  est  au  produit  des 
sinus  des  angles  que  la  même  arête  fait  avec  les  deux  autres  faces  , 
dans  un  rapport  constant  ; 

Ce  rapport  est  égal  au  produit  des  sinus  des  angles  que  les  deux 
premières  Jaces  font  avec  le  plan  d'une  des  sections  circulaires  du 

Tome  va.  —  Mars  i838.  lA 
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cône  divisé  par  le  produit  des  sinus  des  angles  que  les  deux  autres 
faces  font  avec  le  même  plan. 

Telle  est  la  propriété  des  cônes  du  second  degré  que  nous  voulions 
démontrer.  Elle  correspond,  comme  on  volt,  au  théorème  ad  qua- 
tuor lineas  de  la  Géométrie  plane.  Pour  en  déduire  celui-ci ,  coupons 
le  cône  suivant  une  conique  quelconque.  Soit  m  un  point  de  cette 
courbe.  Les  sinus  des  angles  que  l'arête  Sm  fait  avec  les  faces  de 
l'angle  solide  sont  proportionnels  aux  perpendiculaires  abaissées  du 
point  m  sur  ces  faces  ;  et  ces  perpendiculaires  sont  égales  ,  respecti- 
vement ,  à  celles  abaissées  du  même  point  sur  les  traces  des  faces  de 
l'angle  solide  sur  le  plan  coupant,  multipliées  respectivement  par  les 
sinus  des  angles  que  ces  faces  font  avec  le  plan  coupant.  On  conclut 
donc  du  théorème  précédent,  que,  le  produit  des  perpendiculaires 
abaissées  du  point  m  sur  deux  faces  opposées  est  au  produit  des  per- 
pendiculaires abaissées  sur  les  deux  autres  faces,  dans  un  rapport 
constant.    C'est-à-dire  que 

Quand  un  quadrilatère  est  inscrit  dans  une  conique ,  le  produit 
des  distances  de  chaque  point  de  la  courbe  à  deux  côtés  opposés  du 
quadrilatère ,  est  au  produit  des  distances  du  même  point  aux  deux 
autres  côtés  ,  dans  un  rapport  constant. 

Telle  est  la  propriété  des  coniques  qu'il  s'agissait  de  démontrer.  On 
volt  qu'elle  n'a  nécessité  la  connaissance  d'aucune  autre  propriété  de 
ces  courbes. 

On  peut,  sans  autre  démonstration,  parvenir  à  de  nouvelles  pro- 
priétés du  cône  et  des  coniques,  aussi  générales  que  les  précédentes. 

Pour  cela  reprenons  le  théorème  ci-dessus,  relatif  au  cône.  Formons 
le  cône  supplémentaire  ;  ses  lignes  focales  correspondront  aux  plans 
cjcliques  du  premier  ;  il  s'ensuivra  ce  théorème  : 

Quand  un  angle  solide  qundrangulaire  est  circonscrit  à  un 
cône  du  second  degré  ,  chaque  plan  tangent  au  cône  fait  avec  deux 
arêtes  opposées  de  Fajigle  solide  des  angles  dont  le  produit  des  sinus 
est  au  produit  des  sinus  des  angles  que  le  même  plan  tangent  fait  avec 
les  deux  autres  arêtes  ,  dans  une  raison  constante  ; 

Cette  raison  est  égale  au  rapport  des  produits  des  sinus  des  angles 
qu'une  ligne  focale  du  cône  fait  avec  les  arêtes  opposées  de  l'angle 
solide. 
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Pour  passer  au  théorème  correspondant  dans  les  coniques ,  menons 
un  plan  transversal;  il  coupera  le  cône  suivant  une  conique ,  et  l'angle 
solide  suivant  un  quadrilatère  circonscrit  à  cette  courbe  :  les  sinus  des 
angles  que  les  arêtes  de  l'angle  solide  fout  avec  un  plan  tangent  sont 
égaux  aux  perpendiculaires  abaissées  des  sommets  du  quadrilatère  sur 
le  plan  tangent,  divisées  respectivement  parles  arêtes  qui  aboutissent 
à  ces  sommets;  ces  perpendiculaires  sont  proportionnelles  à  celles 
abaissées  des  mêmes  sommets  sur  la  trace  du  plan  tangent  sur  le  plan 
transversal.  On  conclut  donc  de  la  première  partie  du  théorème  pré- 
cédent ,  cette  propriété  générale  des  coniques  : 

Quand  un  quadrilatère  est  circonscrit  à  une  conique,  une  tangente 
quelconque  à  la  courbe  a  le  produit  de  ses  distances  à  deux  sommets 
opposés  du  quadrilatère  dans  un  rapport  constant  avec  le  produit  de 
ses  distances  aux  deux  autres  sommets. 

J'ai  déjà  démontré  ce  théorème  ,  que  j'ai  déduit  de  la  propriété  du 
quadrilatère  inscrit,  par  la  transformation  parabolique  i^).  La  dé- 
monstration précédente,  outre  l'avantage  d'être  directe,  et  de  ne 
supposer  connue  aucune  propriété  des  coniques,  a  encore  celui  de 
pouvoir  compléter,  en  quelque  sorte,  le  théorème,  en  donnant  une 
expression  assez  remarquable  du  rapport  dont  il  y  est  question. 

Pour  cela ,  supposons  que  le  plan  transversal  soit  perpendiculaire  à 
une  ligne  focale  du  cône,  de  manière  que  la  conique  ait  un  de  ses 
foyers  situé  au  point  où  le  plan  transversal  rencontre  cette  ligne 
focale.  Soient  A,  B,  C,  D  les  sommets  du  quadrilatère;  S.a,  B^, 
Ce,  De?  les  perpendiculaires  abaissées  de  ces  points  sur  une  tangente  à 

la  conique;  les  rapports  ~,  g^,  etc.  seront  proportionnels  aux  sinus 

des  angles  qne  les  arêtes  SA ,  SB ,  etc.  font  avec  le  plan  tangent  au 
cône  ;  on  aura  donc  d'après  la  première  partie  du  théorème  relatif  au 
cône, 

ka         Ce 
SA    •    se 

B^ M  =  <=°°^*-   ==  f^' 

SB    •    SD 

(*)  Yoir  Correspondance  mathémaiique  de  M.  Quetclet ,  t.  V,  année  1829, 
p.  289. 

.4.. 
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Soit  F  le  foyer  de    la  conique  situé  sur  la  ligne  focale  du  cône  a 
laquelle  le  plan  coupant  est  perpendiculaire  ;  les  sinus  des  angles  que 
cette  ligne  focale  fait  avec  les  arêtes  SA ,  SB ,  etc  ,  sont  égaux  aux  rap 
ports  1^  ,    Il ,  etc.  ;  on  a  donc  pour  la  valeur  de  la  constante  fi , 
d'après  la  seconde  partie  du  théorème  sur  le  cône  , 

FA.  FC 

SA  •     se 

^         FB  FD* 

SB  ■     SD 

De  cette  équation  et  de  la  précédente ,  on  conclut 

Aa  .Ce  FA.FC 

WTOd  —   FB.FD* 

Ce  qui  prouve  que 

Quand  un  quadrilatère  est  circonscrit  à  une  conique ,  le  produit 
des  distances  d'une  tangente  quelconque,  à  deux  sommets  opposés, 
est  au  produit  des  distances  de  la  même  tangente  aux  deux  autres 
sommets  ,  dans  un  rapport  constant  ; 

Et  ce  rapport  est  égal  au  produit  des  distances  d'un  fojer  de  la 
courbe,  aux  deux  premiers  sommets  du  quadrilatère ,  divisé  par  le 
produit  des  distances  du  même  foyer  aux  deux  autres  sommets. 

Ainsi  l'on  voit  que  le  foyer  joue,  en  quelque  sorte,  le  même  rôle, 
par  rapport  aux  quatre  sommets  du  quadrilatère,  que  chacune  des  tan- 
gentes à  laconique.  Cette  relation  est  assez  singulière. 

Ce  que  nous  disons  d'un  foyer  a  également  lieu  pour  le  second  ;  il  en 
résulte  celte  autre  propriété  des  coniques  : 

Quand  un  quadrilatère  est  circonscnt  à  une  conique ,  les  produits 
des  distances  de  deux  sommets  opposés,  à  chaque  foyer,  sojit  entre 
eux  dans  le  même  rapport  que  les  produits  des  distances  des  deux  autres 
sommets  à  ces  foyers  (*). 

(*)  Ce  théorème  trouvera  une  application  utile  dans  la  théorie  des  courbes  du 
troisième  degré. 
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Quand  la  conique  est  une  parabole ,  un  de  ses  foyers  est  à  l'infini  ; 
ses  distances  aux  quatre  sommets  du  quadrilatère  sont  infinies,  et  leurs 
rapports  sont  égaux  à  l'unité,  parce  qu'elles  sont  infinies  et  comptées 
sur  des  droites  parallèles  entre  elles.  On  en  conclut  ce  théorème  : 

Quand  un  quadrilatère  est  circonscrit  à  une  parabole  ,  le  produit 
des  distances  du  foyer  à  deux  sommets  opposés  du  quadrilatère  est 
égal  au  produit  des  distances  du  même  point  aux  deux  autres 
sommets. 

Si  l'on  suppose  ,  dans  ces  deux  théorèmes  ,  que  deux  sommets  op- 
posés des  quadrilatères  s'approchent  indéfiniment  de  la  courbe  et  vien- 
nent enfin  se  placer  sur  elle,  les  deux  autres  côtés  se  confondront,  et 
l'on  aura  deux  théorèmes  sur  l'angle  circonscrit  aux  coniques;  nous 
énoncerons  le  second,  relatif  à  la  parabole  : 

Quand  un  angle  est  circonscrit  à  une  parabole ,  le  carré  du  rayon 
vecteur  mené  du  foyer  au  sommet  de  l'angle,  est  égal  au  produit  des 
rayons  vecteurs  m.enés  aux  deux  points  de  contact  de  ses  côtés. 

Cette  propriété  de  la  parabole  est  ime  de  celles  dont  Lambert  s'est 
servi  dans  son  Traité  de  Insignioribus  orbitœ  cometarum  proprieta- 
tihus. 

Des  deux  propriétés  générales  des  cônes  du  second  degré  que  nous 
avons  démontrées  dans  cette  note,  on  conclut  immédiatement  deux 
théorèmes  sur  les  coniques  sphériques ,  qui  correspondent  à  ceux  des 
coniques  planes.  En  voici  les  énoncés  : 

1°.  Quand  un  quadrilatère  ,  formé  par  des  arcs  de  grands  cercles, 
est  inscrit  dans  une  conique  sphérique ,  le  produit  des  sinus  des  dis- 
tances de  chaque  point  de  la  courbe,  à  deux  côtés  opposés  du  qua- 
drilatère, est  dans  une  raison  constante  avec  le  produit  des  sinus 
des  distances  du  même  point  aux  deux  autres  côtés  ; 

Cette  raison  est  égale  au  produit  des  sinus  des  angles  quun  arc  cy- 
clique de  la  conique  fait  avec  les  deux  premiers  côtés  du  quadrilatère, 
divisé  par  le  produit  des  sinus  des  angles  que  le  même  arc  fait  avec  les 
deux  autres  côtés. 

On  conclut  de  là  que 

Quand  un  quadrilatère  est  inscrit  dans  une  conique  sphérique  ,  les 
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produits  des  si/tus  des  angles  que  les  deux  arcs  cycliques  font  avec 
deux  côtés  opposés  du  quadrilatère  ,  sont  entre  eux  comme  les  pro- 
duits des  sinus  des  angles  que  ces  deux  arcs  cycliques  font  avec  les 
deux  autres  côtés. 

2°.  Quand  un  quadrilatère  est  circonscrit  à  une  conique  sphérique , 
tout  arc  de  grand  cercle  tangent  à  cette  courbe  jouit  de  la  propriété 
que  le  produit  des  sinus  de  ses  distances  à  deux  sommets  opposés  du 
quadrilatère  est  au  produit  des  sinus  de  ses  distances  aux  deux  autres 
sommets  j  dans  un  rapport  constant  ; 

Ce  rapport  constant  est  égal  au  produit  des  sinus  des  distances  dun 
foyer  de  la  conique  aux  deux  premiers  sommets  du  qiuidrilatère , 
divisé  par  le  produit  de  ses  distances  aux  deux  autres  sommets. 

Ou  conclut  de  là  que 

Quand  un  quadrilatère  est  circonscrit  à  une  conique  sphérique ,  les 
produits  des  sinus  des  arcs  vecteurs  menés  de  chaque  foyer  à  deux 
sommets  opposés  du  quadrilatère  sont  entre  eux  comme  les  produits  des 
sinus  des  arcs  vecteurs  menés  de  ces  deux  foyers  aux  deux  autres 
sommets. 
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Note  sur  un  Problème  de  Combinaisons; 
Par  E.  catalan. 


M.  Bmnchoa  vient  d'insérer,  dans  le  XXV^'  cahier  du  Journal  de 

ttl       TP"^'  ""  "^"^"^'^  ^'^'^  *^*-d"  sur/a^ewL! 
t^ondu  nombre  des  termes  de  la  puissance  m  d'un  poljnome  de  nom  n, 

La  forniule  a  laquel  e  A  arrive,  et  qui  n'est  pas,  je  crois,  nouvelle 
peut  se  démontrer  de  la  manière  suivante. 

Le  terme  général  du  développement  de  (a  +b-{.c  4-       JL.  />  ,,, 
comme  on  sait,  ^    ^-  •  --rf)    est, 

1.2.3. ..»; 

ï. 2. 3.  ..«.1.2.  ..^...,.2..;^  a-é^cv.  .  .^e ,  (j) 

en  posant 

Le  nombre  des  termes  de  ce  développement  est  celui  des  solutions 
en  nombres  enfers  non  négatifs,  de  l'équation  (.),  qui  ^0^  ^ 
inconnues  „  désignant  le  nombre  des  termes  du  polvnome  propo  é 
ou  le  nombre  de  manières  dont  il  est  possible  dp  fJr^  propose, 
-,  avec  n  nombres  entiers  positifs  ouTut  o'r''  ""'  1°"""' 
combinaisons  que  l'on  peut  eLtuer  :vec  le  trrdi^értlT  /^  l'^ 
prenant  .à  m,  et  en  supposant  que  chaque  lettre  peu  t  :  L'  T 
2,...  fois  dans  chaque  terme.  C'est  son«  ri  A^     ■  •     T  '     ' 

.e  c„„.a*.e  ,.  ,  Juo„,  e.,e  dS^;:  tTlSC  tVlr 

uoni  H  s  agit ,  on  pourrait  employer  le  moyen  suivant  ■ 


imPiPiM|PPB^^^v^^^^'i>n<"""'^ 
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1°.  Prenons  la  quantité  a'b'c'd'e' f'g' ,  qui  renferme  sept  lettres 
accentuées,  écrites  en  ordre  alphabétique; 

2°.  Dans  un  terme  quelconque  égal  à  celui-là ,  effaçons  i  ,  2  ou  5 
lettres  (et  en  général,  n  lettres  au  plus,  si  «  est  •<  m ,  m  lettres  au 
plus,  si  n  est  >►  m);  puis  remplaçons  chaque  lettre  effacée  par  l'une 
des  lettres  a,  b  ,  c  (et  en  général,  par  l'une  des  n  lettres  a,  b,c,...  t), 
en  ayant  soin  que,  dans  chaque  terme  ainsi  formé,  les  lettres  sans 
accent  n'offrent  pas  d'inversion  alphabétique;  qu'aucune  ne  se  trouve 
répétée;  et  qu'une  suite  de  lettres  accentuées  soit  toujours  précédée 
d'une  lettre  sans  accent  (ce  qui  exige  que  l'on  efface  toujours  la 
lettre  a'). 

Nous  obtiendrons  ainsi  une  suite  de  termes  tels  que 

ab'c'be'fg',     abc'd'e'cg' ,     bb'c'd'cfg' ,  etc.  (A) 

5°.  Enfin ,  dans  chacun  des  termes  de  la  suite  (A) ,  remplaçons 
chaque  lettre  accentuée  par  la  lettre  sans  accent  qui  la  précède.  Nous 
aurons  la  nouvelle  suite  ; 

aaabbbb,     abbbbcc ,     bbbbccc,  etc.  (B) 

Si  l'on  a  effectué  sur  la  quantité  a'b'c'd'e' f'g'  les  opérations  indi- 
quées, de  toutes  les  manières  possibles,  la  suite  (B)  renfermera  toutes 
les  combinaisons  demandées,  sans  qu'il  y  en  ait  d'omises,  ni  de 
répétées  :  nous  supprimerons  la  démonstration ,  qui  est  fort  simple. 
Or,  la  suite  (A),  qui  contient  autant  de  termes  que  la  suite  (B), 
renferme  toutes  les  combinaisons  des  6  lettres  b' ,  c' ,  d' ,  f ,  g' ,  et 
des  5  lettres  a,  b,  c,  prises  7^7.  Donc  en  général,  N  =  C,^„_,„; 
savoir 

n-fm— I      n  +  m—'3.  n+i       n 

^  = ; —  •  — i —  •  •  •  T^rz^^  ■  m  '     (^,) 


I         '        2  '  '  "■  n  —  1       ■  ^^^ 

Les  formules  (3)  ou  (4),  donnent  le  nombre  des  termes  du  déve- 
loppement dont  (i)  est  le  terme  général. 
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RECHERCHES 

SUR  LES  NOMBRES; 
Par    m.     LEBESGUE, 

Professeur-suppléant  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Grenoble  (*). 


§  II.  Sur  la  résolution  de  l'équation  JC  =  i,  en  supposant 
p  premier. 

I. 

Calcul  de  l'équation  dont  les  racines  sont  les  sommes  jo, y ^ , . .  .jm—t  ■ 
(  §  I  ,  page  288  du  volume  précédent.) 

Oq  a  rappelé  dans  le  §  i  (page  288)  la  distribution  des  p  —  i=mh 
racines  imaginaires  de  l'équation  xp  =  1  ,  en  m,  groupes  de  h  racines 
chacun  ,  et  en  représentant  par^,,  j', ,  7'»  ,  •  •  •  /m— i  la  somme  des  ra- 
cines de  chaque  groupe ,  l'on  a  indiqué  la  méthode  de  M.  Libri,  pour 
trouver  l'équation  du  m' degré  ayant  ces  sommes  pour  racines;  cette 
équation  étant  représentée  par 

(43)  j"— A.y"— -fA.j"— ...  =i=A„  =  o. 

Cette  méthode  consiste  à  déterminer  les  sommes  des  puissances  des  ra- 
cines de  l'équation  (45).  Or,  si  l'on  représente  ces  sommes  par  /j,  f^, 
fs-  •  -Jm»  la  formule  (4o)  qui  revient  à 

(44)pN»=p'-f-/.+  /:.m/,-f-  '^~  m'f,  +.  .  .+A-,«^-/.+  m'f,^, 


(*)  Le  ^  I"  de  ces  Recherches  sur  les  Nombres  a  tté  imprimé   dans  le  volume 
précédent ,  voyez  page  253, 
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donne,  en  posant  successivement  k^^  i,  a,  5.  .  .  m — i  ,  lequation 


(45)       /.^. 


p  [N,-*  .N*_.  +  *^* N*_.  . .  .  ±AN,]  -(p-  xY 


Cette  formule  qui  renferme  la  solution  du  problème,  quand  on  a 
déterminé  les  valeurs  de  N,  N,,  .  .  N„_,,  prend  une  forme  beaucoup 
plus  simple,  et  préférable  dans  le  cas  où  le  calcul  des  nombres  N  se 
fait  par  la  substitution  effective  des  valeurs  de  x,  x,.  .  ..r»  dans  la  con- 
gruence  i  +xr  +  -^T  +•  •  •+  x'"^o  (mod.  p),  ce  qui  est  praticable 
pour  de  petites  valeurs  de  p. 

Cette  simplification  est  fondée  sur  les  propositions  suivantes ,  qui 
d'ailleurs  sont  d'une  utilité  directe  dans  la  théorie  des  résidus. 

Si  l'on  représente  par  n,,  ce  que  devient  N»  quand  on  exclut  des  so- 
lutions de  la  congruence  i  -j-  x";-^-  x^-^-.  .  .-\-x"l^  o  (ou  plus  géné- 
ralement de  x"l -\- x"^ -{- .  .  .-f-j:"'^p''(mod./j;)  celles  où  des  inconnues 
sont  nulles,  on  pourra  déterminer  N»  en  fonction  de  «»,  ou  récipro- 
quement, au  moyen  du  théorème  suivant. 

«  Théorème.  On  a  entre  les  quantités  N»  et  «» ,  les  relations  sui- 
>y  vantes  : 

»  (46)  N»  =  n,  +  A ./?,_,  -f-    '  ^  ~  '  n,_,  +. .  .+A-«, , 

„  (47)         n.  =  N,  -  A-N._,  H-  ^^-J-  N,_.— . . . d=  AN. . 

Démonstration.  La  formule  (46)  s'obtient  en  distribuant  par  grou- 
pes les  solutions  de  la  congruence  a:",'-|-  a:"-|-  .  .  .-f-x^^  f"  (mod.  p). 
Savoir  :  1°  celui  où  aucune  des  inconnues  n'est  nulle,  il  renferme  n, 
solutions;  2°  celui  où  une  inconnue  seulement  est  nulle,  il  renferme  k 
fois  n»_,  solutions,  puisqu'on  peut  égaler  successivement  à  zéro  cha- 
cune des  A'  inconnues  ;  5°  celui  où  deux  inconnues  seulement  sont 

nulles,  il  renferme  — fois  n,_,  solutions,  puisqu'il  y  a  -^ — ^-* 

manières  de  choisir  les  deux  inconnues  qu'on  égale  à  zéro,  et  ainsi  de 
suite,  d'où  la  formule  (4^)- 
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Il  faut  remarquer  d'abord  qu'on  a  omis  l'accent  de  N  et  de  «  qui 
doit  être  le  même,  et  que  si  le  second  membre  de  la  congrueuce  était 
zéro  au  lieu  d'être  ^ ,  il  faudrait  augmenter  le  2=  membre  de  l'équation 
(4^)  de  N,  =  I .  ^ 

Par  de  simples  éliminations,  la  formule  (46)  donne  la  formule  (47), 
dont  le  second  membre  devra  aussi  être  augmenté  de  ±«.==fc  ,  ; 

pour  le  cas  de   la  congruence   :t';  +  ar^-f-.  .  .  +  ar™=  o ' 

C  mod.  p  =  hm  +  i). 

'f   Théorème.    Le   nombre   de  solutions   de    la  congruence 

"  '^*  "'"''•  +  •••+'■»  =  P"  (mod.  p),  où  /■, ,  r.. . .  r,  sont  des  résidus 
»  de  m'  puissance,  étant  représenté  par  R'f,  on  aura, 

(48)  TO*.RW  =  n^f_ 

Démonstration.  Cela  suit  immédiatement  de  ce  qu'il  j  a  m  valeurs 
de  X,  donnant  x-~r,  (mod.  p) ,  autant  donnant  x^  ~  r,  mod.  />)  et 
ainsi  de  suite  ,  de  sorte  qu'une  seule  solution  de  la  congruence 
'^'  l"^  ^'  ^"  '"^  '^^  ~  ^'  (mod./)) ,  en  donne  ,  par  la  combinaison  des 
valeurs  de  x,,  œ,  .  .  .  x,.  un  nombre  égal  à  m'  pour  la  congruence 
^■  +  f^-i--..  +  x-,~p''(mod.p). 

Si  l'on  remarque  maintenant  que  le  nonibre  de  solutions  de  la  con- 
gruence 

a?;"+j:;"+...+  j:,"-_f_  1  =  0  (mod.  p  =  /im-j-  i), 

que  M.  Libri  représente  parN.,  est  représenté  par  le  même  symbole 
d  après  les  conventions  du  §  ,,  si  /i  est  pair,  ou  -  ,  résidu  de  m'  puis- 

,    .  (?) 

sa^nce,etparcelu.-ciN.,  si  h  est    impair   ou  -,    non    résidu   de 

W  ^^^^^^>  O"  ^ura  dans  le  premier  cas 


et  dans  le  second  (en  conservant  la  notation  de  M.  Libri  ) , 

i5,. 
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de  sorte  que,  si,  pour  n'avoir  qu'un  seul  cas  à  considérer,  on  représente 

par  S»  le  nombre  de  solutions  de  la  congruence 

r.  +  r,  + . .  .-f-  r,  +  I  =  o  (mod.  p), 
on  aura  toujours 

N.  —  A.N._.  +  ^"P^  N._.  — .  .  .=fc  AN.  =  m^S», 
ce  qui  réduit  la  formule  (45)  à  celle-ci  : 

(49)  f.^.=pS,-h^. 

De  là  se  tire  la  i-ègle  suivante,  pour  le  calcul  de  l'équation  (43). 

u  Cherchez  les  résidus  de  m'  puissance  où  les  restes  différents  des 
»  puissances  i",  2",  5". .  .  (/> — i)"  et  faites  toutes  les  permutations 
»  possibles  de  ces  h  restes  r,,  r,,.  .  .  r^,  sans  exclure  la  répétition  d'un 
»  même  résidu.  Représentez  par  Sj  combien  il  y  a  de  ces  permutations 
»  où  la  somme  des  termes  augmentée  de  i  soit  multiple  de  p ,  et  la 
»  somme  des  n"  puissances  des  racines  de  l'équation  (45)  sera  égale  à 

Ces  sommes  ainsi  trouvées ,  les  équations 

/,  — A,     =0, 

/.  —  A./,+2A.  =0, 

(50)  y-^_A,/.  +  A./.-3A3    =0, 

A  —  A./3  +  A./.  —A,/.  +  4A<  =  o , 


qui  conduisent  aux  suivantes  : 

A.=y;, 

2A,  =  /î  —  /,, 

(50  3.3A,=yi-5/;/.+  2/„ 


donnent  les  valeurs  des  coefFicients  A, ,  A,,  A3,  A^,  elc. 
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Voici  les  résultats  pour  p  =  2h-i-i,p=5h-^  i  etpz=  ^h-\-  1 .  Ils 
serviront  pour  la  suite  de  ces  recherches. 

«  Pour  m  =2  ou  p  =  2A  +  i ,  l'équation  en  j  est 

»    (32)  j«+j+   L^  =0. 


»  selon  que  p  est  de  forme  49  +  1  ou  4^  —  1 .  » 

Cela  résulte  de  ce  que  l'on  a  S,  =  i  pour  le  premier  cas  ,  et  S,  =  o 
pour  le  second. 

«  L'équation  en  j-,  pour  le  cas  de  m  =  5  ou  de  p  =  3Â  +  i ,  est  en 
M  posant  4/'  =  ij'  +  27M*,  et  en  déterminant  le  signe  de  L  de  sorte 
»  qu'on  ait  L  =  i  -f-  5/ , 

>)  ou  bien  en  posant  j-+  -  =  -, 

(54)  z'  —  5pz  —  pL  =  o.  » 

Cela  résulte  de  ce  que  l'on  a  pour  ce  cas 

S,  =  i,S.=  ^=^'~°^-,  N,=3etN.=A=C'— 3=/H-i+L-3 

{Voj.  §1,  page  27g  du  volume  précédent.) 

Les  valeurs  de  /,  :=  —  i,  /.  =  pS,  —  h ,  f^  =pS^  —  h*  substituées 
dans  les  formules  (5i)  donnent  l'équation  (53),  qui  devient  (54)  en  y 
faisant  ^-4-  =  =  ^. 

«  L'équation  en  y  pour  m  =  4  ou  psrz^-j-i  ,  est  en  posant 
»  p  =  ( I -f-4")*  +  4»^*  et  h  ss  2h'-\-r  (r  étant  o  on  i), 

(55)    j^+y+  i  (pr    3h)j-+  i  (^2pu+pr-h)jr+^  Z(pr-hy-/îpu-]  =  o, 

»  qai  se  décompose  en  deux  facteurs ,  ainsi  qu'il  suit  : 

(56)  U'+l(t-i/p]y+L(^pr-h+:iu[/p)]  [jr'+^(i  +  V//'Ir+7(i'r-A-2«»/p)]=o. 
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La  valeur  de  Nj  (notation  de  M.  Libri)  calculée,  tome  II  de  ce  Journal, 
page  284,  pour  le  cas  de  /■  =  o  ou  hz=z2h' ,  et  tome  II,  page  286, 
pour  le  cas  de  /■=  i,  ou  h  =  2h'-^  i ,  et  celle  de  N,  qui.  pour  le 
premier  cas,  n'est  autre  que  A,  et  pour  le  second  que  C",  conduiront 
à  l'équation  (55),  et  par  suite  à  l'équation  (56). 

N.  B.  La  valeur  de  N3,  donnée  à  la  page  286,  au  lieu  d'être 
p*  —  7P  +  I  o  +  56«  +  64"* ,  doit  être  p'  —  7/7  +  6«  +  4"'  »  comme 
le  montre  la  substitution  indiquée  ;  et  c  est  seulement  par  le  change- 
ment de  M  en  I  +  4"  >  qu'elle  devient  p*  —  7/j  +  10  +  56m  +  6/^u* , 
valeur  qu'il  faut  employer  ici,  afin  d'avoir  dans  les  deux  cas  l'équation 

/>  =  (iH-4n)*4-4^'- 


Calcul  direct  de  l'équation  en  y. 

Dans  ses  Recherches  arithmétiques,  M.  Gaussa  donné  l'équation  en 
y  pour  les  cas  généraux  de  /j  =  2^  -f-  i ,  et  />=  3A  +  i .  La  solution 
pour  ce  second  cas,  introduit  dans  le  calcul  les  symboles  (KK),  (KK'), 
(KK") ,  etc.,  qui  ne  sont  autres  que  les  nombres  de  solutions  de  cer- 
taines congruences;  le  n"  358  qui  renferme  cette  solution,  finit  par  ces 
mots  «  quoique  le  problème  que  nous  venons  de  résoudre  soit  assez 
«  compliqué,  nous  n'avons  pas  voulu  le  supprimer,  tant  à  cause  de  l'é- 
•)  légance  de  la  solution,  que  parce  que  les  artifices  qu'il  nous  a 
»  donné  occasion  d'employer,  peuvent  être  d'une  très  grande  utilité 
»  dans  d'autres  problèmes.  » 

On  donnera  donc  ici  le  calcul  direct  des  coefficients  de  l'équation  en 
y,  d'où  résultera  la  règle  suivante  pour  le  cas  général  de  pz=zmh  -J-  i . 

«   Soient     r, ,  r,,  r,,    ...    r^     la  série  des  résidus  de  m'  puissance 


*       '    les  n  —  I 


et     r.',  r,,  n,    ...   r* 

"     "     3'    •••     *       (    les  n —  I  séries  de  non-résidus  de 
m'  puissance  (*). 


rM. /i"-),    ..  -   ri"- 


(*)  Comme  l'ordre  des  classes    de  non-résidus  est  ici  indifférent,   si  l'on  n'a 
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«  Combinez  de  toutes  les  manières  possibles  ces  nombres  1  à  i,  2  à  2, 
»  5  à  5.  ..  A-  à  A-  en  ayant  soin  de  ne  jamais  prendre  deux  nombres 
t>  dans  une  même  série  ,  et  représentez  par  (T,  ,  er, ,  t,  .  . .  rrj ,  le  nombre 
<»  des  combinaisons  où  la  somme  des  termes  est  divisible  par  p  ;  alors 
»  l'équation  en  V,  multipliée  parp — i,  prendra  la  forme 

>'  (5?)    p(r'—  (T.  r"'-'+7.  jr"— —  o-3:k"~'-+--  •  .±0— (jr— ^)'"=o 

»  d'où  la  congruence 

»    58)  (j  —  ^("^  o  (mod.  p  =/(;«  + i). 

»  déjà  démontrée  par  M.  Poinsot  (Mémoire  sur  Fapp/ication  de  l'Al- 
n  gèbre  à  la  théorie  des  nombres).» 

Pour  démontrer  le  théorème ,  d'où  dérive  la  règle  précédente,  on 
emploiera  les  notations  suivantes. 

Le  nombre  de  solutions  de  la  congruence 

f"  a?"  -f  /.*xr-f-. .  .H-f^j:r^o,   ou  ^p'(raod. /)), 

où  les  nombres  p",  c'.  .  .  f  sont  de  classes  différentes ,  ce  qui  suppose 
f  racine  primitive,  et  a,  h,...  g  incongi'us  suivant  le  module  1»  , 
sera  représenté  par  n\{a,  A, . .  .g)  si  le  2.'  membre  de  la  congruence  est 
o ,  et  par  nl'^  (a,  b, .  •  .g),  si  le  2'  membre  de  la  congruence  est  f',  ces 
nombres  de  solutions  s'obtenant ,  non  par  la  substitution  des  nombres 
1,2,...  p — I  au  lieu  de  x, ,  x, ,. . .  x„,  mais  par  la  substitution  des 
résidus  r, ,  r, , .  . .  r„ ,  au  lieu  de  x; ,  x"^, .  . .  x'î. 

Comme  les  nombres  a,  b,.  .  .  g  sont  inégaux,  on  pourra,  quand  il 
n'en  résultera  pas  d'ambiguité ,    remplacer  nUa,  b,.  .  .g)  par  n'i^k). 


point  de  racine  primitive  ,  on  pourra  les  former  de  la  manière  suivante,  comme 
le  fait  M.  Libri  dans  une  Recherche  analogue,  i".  Cherchez  les  restes  des  puis- 
sances i",  2*", (/»  —  i)",  vous  aurez  les  résidus.  z\  Prenez  dans  la  série 

i,  2.  ...p —  I  un  non-résidu,  multipliez-le  successivement  par  les  résidus  ,  et  les 
restes  des  produits  divisés  par  p ,  composeront  une  classe  de  non-résidus. 
3°.  Au  moyen  d'un  non-résidu  qui  n'appartienne  pas  à  celte  classe  vous  formeres 
seiiblablemeni  une  seconde  classe  de  non-résidus,  et  ainsi  de  suite. 
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et  la  somme  tr,  de  la  règle  précédente  ne  sera  autre  que  l,n''(k),  somme 
qui  s'étend  à  toutes  les  combinaisons  A"  à  A^des  nombres©,  i,  a, ...m — i. 

Pour  faciliter  le  calcul  des  coefficients  de  l'équation  en  y,  on  pourra 
distribuer  les  combinaisons  k  a  k,  des  m  nombres  différents  o,  i ,  2 .  . . 
m — I  par  périodes  de  la  manière  suivante. 

Soit  a,  b,. .  .g  une  combinaison  déterminée  :  si  l'on  augmente  cha- 
cun des  nombres  a,  b,.  .  .g  qui  la  forment  de  i,  2,  3.  .  .m — i  unités, 
on  aura  une  période  qui  se  reproduirait ,  si  l'on  continuait  à  augmen- 
ter également  les  nombres  a,  b, .  .  .g;  car  on  convient  de  retrancher  m 
des  sommes  surpassaut  ce  nombre.  De  cette  convention  résultent  les 
deux  théorèmes  qui  suivent  : 

«  Théorème.  Les  combinaisons  A  à  A  des  m  nombres  o,  i,  2..  .m — i, 
»  et  généralement  de  m  nombres  différents,  peuvent  se  distribuer  en 
»  périodes,  dont  le  nombre  des  termes  est  m,  ou  un  diviseur  de  m.» 

Démonstration.  Cela  suit  de  ce  que  l'ensemble  des  combinaisons 
a,b..  .g;a-{-i,b-{-i,.  ..g+i;..  .  a-\-m—i,  b+m—i, . .  .g-\-?7i—i; 
se  reproduit  périodiquement,  et  doit  être  conséquemmeut  formé  de 
plusieurs  périodes,  dont  le  nombre  des  termes  ne  peut  être  qu'un  di- 
viseur de  m,  qui  peut  être  l'unité  ou  m  lui-même. 

»  Théorème.  Si  m  et  k  sont  premiers  entre  eux ,  toutes  les  périodes 
»  formées  avec  les  combinaisons  k  à  A  des  nombres  o,  i,  2. .  .  m — 1  , 
»)  auront  m  termes.  Mais  si  m  et  A  ont  pour  plus  grand  commun  divi- 
n  seur  eT,  et  qu'on  ait  m  =  m'J\  k  =  iJ',  le  nombre  de  termes  des  pé- 
»  riodes  sera  m'  ou  un  multiple  de  m'.  « 

Démonstration.  Soit  a,,  a^,.  .  .a^,  «J.+., , .  .  . cig^,  =  a,  la  combinai- 
son initiale  de  la  période,  et  telle  qu'on  ait  «,•<«»•<  ^Ts»  ■•<  a»- 
Soit  de  plus  n  le  nombre  des  termes  de  la  période,  de  sorte  que  la 
combinaison  suivante 

a,  +  n,  a,-f-rt,.  . .  rty  +  n,  a^^., +  «,.  •  •   «^.j  +  n 

revienne  à  la  première  quand  on  aura  soustrait  m  des  sommes  qui 
surpassent  ce  nombre  ,  comme  par  suite  de  l'hypothèse  a,<C«.<!'Ï3.  •  • 
les  sommes  a,  -\-  n,  a,-|-  n, .  .  .  vont  en  croissant,  si  a^^,  +  n  est  la 
première  qui  surpasse  m,  il  eu  sera  de  même  des  suivantes,  et  les 
sommes  a^^, -\-  n  —  m,  a^^,  -h  n  —  m. .  .ag^,-{-  «  —  m  toutes  plus 
petites  que  m  iront  en   croissant.   D'ailleurs  on  a   ag^,-\~  n  —  mou 
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a^-^  n —  m  <^  a,  -\-  n ,  puisque  cette  ine'galité  revient  à  rt;i><a,+m; 
donc  si   Ton   range   les  termes   de  la  combinaison  a,  +  n,  «,  +  n, 

aj  ~\-  ri par    ordre    de    grandeur,    on   aura   n^-t-t-i-n  —  '"> 

(7g^,-f-n  —  /«...ûji  +  n — m,  a, +«,  n^-{-n.  .  .ag-{-Ji,  qi'  devra 
coïncider  avec  a,,  a^.  .  .  a  g,  a^^, .  . .  a^.  Si  donc  on  e'gale  les  sommes 
des  termes  de  ces  deux  combinaisons,  on  aura  kn  —  iin  =  o,  qui  peut 

,  ,     .        k         m  n         m    g->  ...  -, 

S  écrire  -==  —    ou    -=  -r-  Lomme  n  est  diviseur  de  m,  on  pourra 
t        n  i        k  ' 

donc  poser  m^  «D,  kz=.  iD  :  or  D  est  un  diviseur  de  S'  ;  n  sera  donc 

un  multiple  de  m'.  L'équation  -.  =  -r  montre  d'ailleurs  que  si  m  et 

k  sont  premiers  entre  eux  ,  on  doit  avoir  nécessairement  72  =  m,  puis- 
que n  ne  peut  surpasser  m. 

Les  A-  équations  qu'on  obtiendra  en  égalant  terme  à  terme  les  deux 
combinaisons  seront 


«,+,  +  «  =  a,^e  =  ^K 


+  n  —  m 


a,; 


«(D_.)  i+.  =  û.  +  (  D—  l)/l 
Ad,  =  «»  =  <ï, -f- (  D — 1''« 


(7y^.,+« — in=a,  flf^.,-(-« — m=a^. .  . 

celles  de  la  première  ligne  se  réduiront  à 

<2i^.,  =  fl,  +  M  rt^+,  =  «,  +  2n 

«'i+i  =  rt,  -|-  ra  rt^^.,  :=  a,  +  2n 

en  posant  g-\-  i  =  k  =  i\i  ,  d'où  §■  =  (D — i)i. 

Quant  aux  équations  de  la  seconde  ligne,  elles  rentrent  dans  celles 
de  la  première,  puisque  l'on  a  m — n  =  (D — i)n. 

Une  conséquence  des  équations  précédentes ,  c'est  qu'on  doit  avoir 
rt, ,  a,, .  .  .«,  tous  plus  petits  que  n  ,  ce  qui  est  toujours  possible  ,  puis- 
que l'équation  -=  7-  montre  que  i  ne  surpasse  jamais  n  :  il  suffira  donc 

de  combiner  /  à  /  les  nombres  o,  i,  2, .  .  .  n  —  i,  et  par  le  moyen  de 
ces  combinaisons  prises  pour  a, ,  a^,.  . .  a,,  on  obtiendra  les  combinai- 
sons 

a,,a^,...a,,  a,  +  n...a,-j-n,  a,+2«,..,a,^„,..a,-f-(D — i)n...a,^^jj_^„ 

donnant  naissance  à  des  périodes  de  n  termes. 

Tome  111.  — Mabs  iS38.  i6 
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Voici  quelques  exemples  : 

1°.  m  impair  et  Â:=  2.  Ici  les  périodes  seront  de  m  termes,  puisque 

m  et  A-  sont  premiers  entre  eux.  Ainsi ,  pour  771=  7,  il  ya—  =7.5 

combinaisons  formant  les  3  périodes  suivantes  :  0,1  :  \,i  '.  2,3  ;  3,4  '• 
4,5  :  5,6  :  6,0  —  0,2  :  i,3  :  2,4  :  3,5  :  4>6  :  5,o  :  6,1  —  o,5  :  1,4  : 
2,5  :  3,6  :  4»o  :  5, i  :  6,2. 

2°.  m  pair  et  A:  =  2.  Ici ,  on  peut  faire  D  =r  2  ,  /  :^  i  :  il  y  a  donc  ou- 
tre les  périodes  de  m  termes,  une  période  de  —  termes,  savoir  pour 

inz=z  8,  par  exemple,  o,4î  i>5  :  2,6  :  3,7.  De  plus,  il  y  a  3  périodes  de 
8  termes  qui  ont  pour  combinaisons  initiales  o,   \  ;  o,  2  ;  o,  3  ;  ce  qui 

forme  le  nombre  total  des  combinaisons  — ^  =  28  =  24  +  4- 

Au  moyen  de  tout  ce  qui  précède  l'équation  enjy  pourra  se  déter- 
miner par  le  théorème  suivant  : 

n  Théorème.  Si  l'on  pose   pour  abréger  27?"'(A:)  =  i7»  et 

m.m — i.m — 2... m — A-f-i        /    /-,7^ 

»   r ; -=(mCA),  on  aura 

I  .  2 . 3 ...  A-  ^         '  ' 

))  (59)  mhA^=pa-i  —  (mCA)^', 

»  et  par  suite,  l'équation  (5j)  et  la  congruence  (58)  posées  plus 
)i  haut.  " 

Démonstration.  L'équation  en  /  n'étant  autre  que  le  produit 

[j-CK'"  +  R'"+...+R'™)]rr-(R'""+Rf^"+. .  .Rf'")] . . .  [j'-CRf '""''■"-f .  •  •  +Rf"'~'-*)  ]  / 
oixx",',    a:,",...  ce",    doivent  être   remplacés  par  les   résidus,   f>x'" , 
fxT, . . .  f>x" ,  par  les  non-résidus  de  première  classe  ;  f^x" ,  p'jr;",... 
p*xÂj  par  les  non-résidus  de  deuxième  classe,  et  ainsi  des  autres,  on 
aura 

1°.  A,=:  R'4-  R*-f-  R'.  . .  -h Rp-'  =  —  15  d'où  mh\,  = —  m. h' 
=  pj, — (niCi)h',  car   cr,  =  o  ; 

a    m  b    m 

2^  A.=:  SR'  "■*"'''  ,  où  il  faudra  mettre  d'abord  pour  a  et  b, 
toutes  les  combinaisons  2  3  2  des  nombres  o,  i , .  .  .  m  —  i  et  ensuite 
pour  x7  et  .rr,  tous  les  résidus  de  même  puissance.  Or,  pour  une 
combinaison  déterminée  a,  è  l'exposant    p''a:;"+p''j^;"  prend  K{a,  b) 
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valeurs  congrues  à  o  (mod.  p),  qui  restent  en  même  nombre  pour 
toutes  les  combinaisons  formant  la  période  de  a,  b  puisque  la  con- 
gruence  fx'^  +  fx"^  ^  o ,  garde  évidemment  le  même  nombre  de 
solutions,  quand  on  multiplieson  premier  membre  p',  quelque  soit 
d'ailleurs  /.  Le  même  exposant  prenant 

n[  {a,  b)  ,  7i"  (a,  b)  ,  n'°  (a,  b).  .  .   tt''"7'^  {a,  b),  n^Ça ,  b) , 

valeurs  congrues  à  p,  p' ,  p,...  f>'"~' ,  f."",  et  pareillement  à  f""^' , 
/>'"+',...  f>'""~' ,  f'""  ;  et  ge'néralemenl  à  f-^""^',  f-/^"+%...  p/'"+'"-',  pf"'+'"- 
la  partie  du  coefficient  A^  relative  à  la  combinaison  a,  b  sera. 

n\{a,  b)  -hjon, (a,  b)  +/,nj(a,  b)  -\-j^n\{a,  b)-\-.  . .  +_/„_, «'i'"~'^(a,  b)  : 

pour  la  partie  de  A,  relative  à  la  combinaison  a+i  ,  b-\-i ,  il  faudra 
comme  on  l'a  dit  poser  nl{a  +  i,  b  +  i)  =  n°(«,  b)  et 
«',(a+i,  Z>+i)^«^'~''(a,  b),  puisque  la  congruence  f>''x'"-\-p^x'"^f>'~' 
(mod.  p)  revient  à  /''"'"'x"-f-/''+'>r"'^  p'  ;  cette  partie  de  A»  deviendra 
donc 

nl(a,  b)-\-j\nJa, b)-\-j,n\{a,  b)+. . .  4-7„-.72r~'\'«,  *)H-  ro"l"^''(«, b) : 

calculant  de  même  les  parties  de  A,  relatives  aux  autres  termes  de  la 
période  de  la  combinaison  a,  b,  on  trouvera  pour  toute  la  période 

n° («,*)+  JTo  n^a,  b)  -^jX{a ,  *)  -f-  •  •  •  +  /»-. n'-r^'^ {a ,  b) , 
nlla,b)-hr^  n,{a,  b)+j,n',{a,b)+  +jr„  n^^-'^a,  b), 
K  {a,b)+  r»     «»  {a,h)+  r^n\  {a  ,  b)  +         -\.jr,     ni"-')  {a,  b), 


ni  (a,b)+  j,„_,  n,  {a ,  b)  +yX  («  ,  *)  +         +  J:^."';""'" (a  ,  b) , 

dont  la  somme  est  égale  à 

m :nXa,  è)+(  j„4-;-,+...-f-jr,„_,)[n:(rt,  b)-{-n:{a,  i) +...+, ïÇ'"-)  («,  b)]  ; 

or,  on  voit  de  suite  que  l'on  a 

h'  =  K{a,b)-\-h  [«:  (rt ,  /.)  +  n,  (a ,  è)  +  . . .  -f-  «'"—;(« ,  b)], 

i6., 
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ce  qui  se  démontre  comme  la  formule  (12)  du  §  i  (t.  II,  page  26g). 
D'ailleurs  j„  4- j,  -4-  .  .  .  -hjm-i  =  —  «  •  Si  donc,  on  multiplie  la 
somme  précédente  par  mh,  elle  se  réduira  à 

m'h . n\{a,  b)  —  m  [Ji"  —  n\ (a,  b')]=p. mnl {a,  h)  —  mh'  =  p  [ri° {a,  b) 
+TiXa+i  ,b-\-i)-lr7iXa+2,b+2.)+...-\-K(a-^m—  i  ,h+m- 1  )]—mh'. 

Ou  suppose  ici  que  la  période  de  « ,  b  ait  m  termes;  mais  si  elle 
eu  avait  seulement  m'  =  ^,  il  faudrait  diviser  la  quantité  précédente 
par  m" ,  ce  qui  la  réduirait  à 

p[n\{a,  b)-{-nXa+i  ,b'\-i)+..  .-\-n\{a-\-m'—\ ,  b+m'—\)]—m'h.\ 

Maintenant  si  Ion  pose  — —  =  è''"  +  g  '«    +  g  '«    4- en 

supposant  qu'il  y  ait  g  périodes  de  m  termes,  g'  de  m!  termes,  g" 
de  m'  termes,  etc.,  on  trouvera  en  réunissant  toutes  les  parties  de 
mAA,  l'équation 

toAA,  =  p^K {a,  b)  —  gmh"  —  g'm'h''  —  g"m'h"'  —  ...   ou 
mhk-,  =  /JJ,  —  (mCa)  Av 

3°.   Par  un   calcul    tout- à-fait   semblable,   on   trouvera 

nihhk  =  p^i  —  (mCX)  h" , 

au    moyen   de   la    relation 

h^=,nt  )+h\n[{  )H-n;\  )-(-«:"(  )+.--nu{  )], 

où  les  parenthèses  (  )  doivent  renfermer  la  même  combinaison 
a,b,.  ..  g. 

Voici  quelques  remarques  pour  faciliter  le  calcul  des  coeflicients  A. 

1°.  L'on  a  2«°(i)  =  o,     d'où     A,  =  —  i  ; 
2°.  L'on  a     n"^  {a ,  b)  ■=■  o ,  û  h  est  pair. 

Mais  si  A  est  impair,  l'on  a  n°  (a ,  b)=:h  ou  o,  selon   que  l'on  a 
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b  =  a  -\ ,  ou  que  l'on  n'a  pas  b  z=  a  -\-  —;  d'où  il  suit  qu'en  posant 

h=z2h'-\-r{r   étant    o   ou    i),    on   aura   2«°(rt,è)=: — ,    d'où 

pr  —  {m  —  \)h 

3°.  Pour  l'avant-dernier  terme,  toutes  les  combinaisons  m —  i  à 
m  —  I  forment  une  seule  période  de  m  termes,  ainsi  l'on  aura 
2«*  (jn  —  i)  =  inn"  (o ,  i ,  2  , . .  . /n  —  2). 

4°.  Pour  le  deruier  terme  il  n'y  a  qu'une  seule  combinaison,  et 
l'on  aura  'S,n°{m)  =  n*  (o ,  i ,  2 , ...  m  —  i  ). 

Au  moyen  de  ces  remarques,  on  trouverait  aussi  facilement  que 
plus  haut,  les  équations  relatives  aux  cas  de  p  =2h-]-i ,  p  ='^h-\-i, 
p  =  4Ii~\-  I. 

L'équation  7"  —  Aj""'  +  A,j'"~'  . .  .  =fc  Am  =  o  étant  multipliée 
par  mk  =  p  —  t ,  prendra  la  forme 

(p  —  Or  —  [py.~('nCi)k]j-'  +  [pcr,—  (mC2)h'-]jr"-^  — .  . .  =  o, 
ou  bien  encore 

ou  enfin 

Pir  —  ^.r'""  +  ^•7""'  ••■=*=  t^".)  —  (7  —  h)"  =  o, 
d'où  l'on  tire  en  négligeant  le  multiple  de  p, 

b'  —  '*/  =  o  (™od.  p). 

On  a  donc  les  résultats  (Sy)  et  (58)  énoncés  dans  la  règle  qui  com- 
mence cet  article  H. 

On  n'ajoutera  rien  de  plus  ici  ,  sur  les  équations  donnant  les 
sommes  des  racines  composant  les  périodes  dans  lesquelles  on  a  divisé 
et  subdivisé  la  suite  des  racines  imaginaires  R,  R' ,  R*, .  .  .Rj"-',  Je 
l'équation  x*"  =  i  ,  et  l'on  finira  ce  paragraphe  par  la  formation  de 
l'équation  qui  donne  les  diftérents  termes  d'une  période. 
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III. 


Sur  l'équation  donnant  les  termes  qui  composent  une  des  racines  de 
l'équation  en  j'. 

Ce  qui  paraît  le  plus  simple  dans  le  calcul  de  celte  équation , 
c'est  de  former  les  sommes  des  puissances  des  racines,  et  d'en  dé- 
duire les  coefficients  de  l'équation.  On  peut  cependant  obtenir  ces  coeffi- 
cients par  le  moyen  des  nombres  de  solutions  de  congruences  telles  que 

x"^  +  oc';  -{-...  -\-  xT  '^  o  ou  p'  (mod.  p), 

ea  supposant  d'abord  que  ces  solutions  se  comptent  en  remplaçant 
X" ,  x'^,  xT  par  les  résidus  de  m'""'  puissance  r, ,  /■»,...  n,  en- 
suite que  l'on  a  évité  de  répéter  un  même  résidu  et  rejeté  les 
solutions  qui  ne  diffèrent  que  par  l'ordre  des  termes  d'autres  solutions 
déjà  obtenues. 

Cela  posé,  l'on  représentera  les  nombres  de  solutions  ainsi  définis 
par 

Ni  si  le  second  membre  de  la  congruence  est  o , 
JV'i   si  c'est  un  non-résidu  de  première  classe, 
N"  si  c'est  un  non-résidu  de  deuxième  classe  , 

et  ainsi  de  suite  jusqu'à 

iVi"""''  si  le  deuxième  membre  est  un  non-résidu  de  m — i  classe, 
et  iVi  si  c'est   un  résidu. 

Ou  reconnaît  de  suite  entre  les  quantités  iV  des  relations  analogues 
à  celles  trouvées  entre  les  N  dans  le  §  i.   Ainsi  pour  to  =  2  on  a 

(60)     Ni  +h  {N,+  m)  =  ^•^~;;-\^7^±-!-  =  (hck), 

qui  se  démontre  comme  la  formule  (9). 
On  a  encore,  pour  01  =  2,  les  relations 
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(6))  ]V°  =  Nl_t     quel  que  soit     pz=  sh  +   i, 

(62)      \  Ni  =  N',_,  \  pour  p  =  %  +  i, 

N,  _  n:  =  N,_,  -  m_.     ) 

(65)      ^  iV;  =  iV,_.  ^  pour  ;,  =  4^'  -   . , 

N,  —  iv;  =  _(iv,_,— iv,_,)  ) 

(64)  i\^j  +  NI   =  N,_,  4-  iV,,_,  quel  que  soit /j, 

qui  résultent  de  ce  que  la  somme  des  carrés   i-j-  2'+  5*+...+  f  ~) 

et  par  suite  des  résidus  quadratiques,  est  multiple  de  p,  sauf  le  cas 
de  /3=  3.  Ainsi  pour  p^^h+i  ,  si  la  somme  d'une  partie  des  résidus 
quadratiques  r, ,  r^,  /'s,...  n,  est  divisible  par  p,  la  somme  des 
autres  résidus  le  sera  aussi;  et  de  même,  si  la  somme  d'une  partie 
des  résidus  est  congrue  à  a,  la  somme  des  autres  résidus  sera  congrue 
à  —  a.  Dans  la  démonstration  il  faudra  considérer  séparément  le  cas 
de  —  I  résidu  quadratique,  qui  a  lieu  pour  /)  =  4g+  •  ,  et  celui 
de  —  I  non-résidu  quadratique,  qui  a  lieu  pour  p  s=  /^g  —  i . 

Ces  préliminaires  posés ,  on  démontrera  facilement  les  théorèmes 
suivants. 

«    Théorème.  Si  l'on  ixprésente  par 

.r*  —  A,x''~'  •+■  A,>r*~'...±  A*  =  o 
))  l'équation  dont  les  racines  sont  les  différents  termes  de 

u+.,„  u  +  2,n  ■,+(;,_l)m 

7„  =   Rf    4-  Rf        -f-   Rp       +...  4-Rf  , 

M  on  aura 

(65)  A,  =  ivr  +  N^-'^y,  +  Nr^'-y,  + . . . + iv<'"+'"— ">;-„_, , 

»  où  l'accent  de  iV,  doit  être  diminué  dç  m,   quand  cela  est  possible. 
Démonstration.  L'équation  en  x  étant 

G  —  R'")  {jc  —  Rf"^")  (x  —   r"^"").  ..=  o. 
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on  aura 

où  il  faudra  mettre  pour  a,  b,  c...  toutes  les  combinaisons  i  à  i 
des  nombres  1,2,...  /?,  puis  chercher  combien  il  y  en  a  qui  ren- 
dent l'exposant  de  R  congru  à  zéro,  combien  il  j  en  a  qui  le  rendent 
congru  à  p'^"*,  p""*""",  etc.,  combien  il  y  en  a  qui  le  rendent  congru 
à  f^+f'"  et  ainsi  de  suite,  et  l'on  aura  la  valeur  de  A,  en  remarquant 
que  la  congruence 

x"  -\- x'^  + . .  .+  xT  ^  o  ou  f"  (mod.  p  =  km  +  i ) , 

a  le  même  nombre  de  solutions  pour  des  valeurs  de  n  congrues 
suivant  le  module  tn. 

Application  pour  le  cas  m  =  2. 

Théorème  :     L'ëquation    qui     donne     les    racines  ,     composant 
«  ^.=  Rf'-|-Rf*-+-Rf'+...+  Rf'*,    est 

(66)  Y  +  Z  V'F  =  o. 
»  Celle  qui  donne  les  racines  composant 

r.  =  Rf+  R''  +R  f '  -f . . .  +  R'""'  est 

(67)  Y-Z\/Tp=:o, 

n  en  supposant  p  z=  ^q-\-  i(i  =  +  i   ou  —  t). 

))  Le  signe  du   radical   de'pendant   du   choix  de  c,    mais  n'étant 
»  jamais  le  même  pour  ^„  et  ^',. 

>.  Les  fonctions  Y  et  Z  étant 

,.„.      Y  =  j:'  —[Ni  — i(i7.+/V;j]x»-+  [Ni  _i(iV^.+iV')]a:»-_ 

(69)    z=  :-  [ (N -n:)  z'--(iv.-i\^:)3'-»+ . . . z^{N,,_,-.m_:)z], 

»  et  satisfaisant  à  l'équation 

(10)  Y-  -  p/Z-  =  (^). 
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Démonstration.  Les  valeurs  de  y^  el  y^  étant  les  racines  de  l'é- 
quation 7'  +  7  +  -7^  =  0  ou  _/•  +  J  +  '  "7  '^  =  o ,   c'est-à-dire 

— j±ÎV''/'»  si  l'on  pose _^,=:--H-jt/ï/),  on  aura/-,^ — \ — \\/ip> 

d'où,  par  la  substitution  dans  les  valeurs  de  A,,  A,,  A3. .  .  Aj,  ré- 
sulteront les  formules  (6b)  —  (69).  Quant  à  la  formule  (70),  on 
l'obtiendra  en  remarquant  que  le  produit  (Y  +  Z  \/ip)  (V  —  Z  y/ip), 

doit  égaler  x^~^  -f-  J^''"*  +  •  •  •  +  >^*  +  -a^  +  •  =  — — — • 

Remarque  1.  Si  l'on  multiplie  Y  et  Z  par  2,  et  qu'on  simplifié 
leurs  valeurs  au  moyen  des  relations  (61)  —  (o4j>  on  trouvera 

(71)  Y  =  (aar» -f- a,jc*—  -f-  a,x*— . .  ■)  +  i{-  •  .a,x*+a,a?  +  2), 

(72)  Z  =  jc*—  +  ^.x»-*  -f-  Z'j.r»-^  -f- .  • .  +  ^ja:»  -H  è.x'  •\-  X , 

où  l'on  a 

(73)     a,  =  2iv;°  — (iv,4-iv;),   h^  —  N,—m. 

Il  faut  remarquer  que  pour  A  pair  (i:=:  1),  Y  a  un  terme  moyen  ,  qui 
appartient  à  sa  première  partie. 

Remarque  u.  Au  moyen  de  la  relation  (60),  la  valeur  de  y  mul- 
tipliée par  7.h^=.p  —  I  donnera  iN°  —  (iV,  +iV.  )  =  ^  [/»iV° — {mXLï)  "j , 
et  par  suite 

(74)  (;,—  i) Y  =  2/»(^*—  iV;x*-  -H iV^j:*-— . .  .± iV;)—  2(0:-  i)*, 

d'où  la  congruence 

(75)  Y  =  2(^—  0'  (mod.  p). 

L'équation  (74)  montre  bien  que  les  coefficients  de  Y  ne  sauraient 
se  déduire  uniquement  de  la  congruence  (7I),  ainsi  que  Legendre 
l'avait  cru  d'abord,  après  avoir  démontré  la  congruence  {j^),  d'une 
manière  différente  de  la  précédente. 

Dans  son  mémoire  sur  la  détermination  des  fonctions  Y,  Z  de  Té- 
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quatiou 

4'x''  —   i;  =  (x  —  ij  (Y'  —  p/Z*), 

Legendre   a  rectifié  sa  solution  et  a  donné   le  moyen  de  calculer  les 
suites  a,  ,  a, ,  rtj.  . .   b,,  b^,   è,.  . .    Sa  méthode  conduit  immédiate- 
ment à    des   formules   générales,   qu'on   peut   s'étonner   de    ne  pas 
trouver  dans  son  mémoire.  Voici  en  quelques  mots  sa  solution. 
Il    pose 

Y-4-Zv//>  =  2x'— A.a:'— +  A,a:*— —  ...=  o, 

en  supposant  zp  Aj  ^=  a, -^-  b,  \'  l'p.  Il  sutBra  donc  pour  avoir  a,  et  b^ 
de  calculer  A,;  or  si  l'on  représente  par  /, ,  /a,  /"s, .  . .  les  sommes 
des  racines  de    l'équation    Y  -j-  Z  \/ip  =  o  et   que   l'on  fasse .... 

y,  =  —  i  —  7  V^Pf  ïl  en  résultera  /,  =  —  -j  —  j  (-j  y'ip ,  en   re- 

p—  ■ 
présentant  par  (-)  le  reste  4-  i  O"  —  1  de  n   ^      divisé  par  p.  Or, 

ces  valeurs  de/,  donnent  les  valeurs  de  A,,  A,.  .  .  au  moyen  des 
équations  (5 1),  où  il  suffit  de  remplacer  A,,  A,. . .  par  ^A,,  ^A,,  etc., 
et  d'où  résultent  ces  valeurs  de  a, ,  a, .  .  .  b, ,  b^.  . . 

«.  =  ^  (5  +  ip) , 
etc. 

*.  =  ^i-«  +  56(|)  +  5.(?)+[4+>3(î)]4 

etc. 

Ces  formules,  dont  la  loi  dérive  de  celle  des  formules  (5i),  sont  bien 
propres  à  montrer  l'utilité  du  signe   Qj  ,    qui   assujétit    à   une    loi 
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coustanle  des  quantités  qui  dépendent  non  de  la  grandeur  du  nombre 
premier  p,  mais  de  sa  forme.  Or  i!  arrive  ici  que  ce  sont  les  seuls 

nombres  (-j  qui  varient  avec  la  forme  de  p. 

Exemple.  Soit /j=  19  =4-5 — i.  On  a  ici  /= — i  et  f-J=r-\= — 1  , 
d'où  il  résulte 

a,=  i,  «,  = — 4>  «3=5,  «4=5;  b,=i,  è,=o,  bs= — 1,  b^=i  , 
et  par  conséquent 

\  =  2X^  +  x^  —  4x'  -\-  ox^  -f-  5x^  —  5jr»  —  5x'  -f-  4a:*  —  a:  —  2 , 
Z  =  x'  —  x''  +   x^ -i-    X*  ~    x^  +x. 

Ayant  ainsi  déterminée  les  deux  séries  a, ,  a, ,  «3.  .  .  b,,  b^,  bj. .  . 
Au  moyen  des  équations  (76)  et  (77),  on  pourra  en  déduire  les 
nombres  N° ,  N„  N',  ,  au  moyen  des  formules 

N:  =  Ll{hCi)=pha,-}, 
78)         <!  N,=^l2(hCi)zt={a,-{.pb,)], 
N:  =-^[.{ha)±{a,  —  pb,)]; 

où  le  signe  supérieur  est  pour  i  impair  et  l'inférieur  pour  i  pair. 

Ces  formules  se  tirent  immédiatement  des  équations  (60)  et  (73) , 
cest-à-dire  de 

jyo  _j_  h{JV,  +  n;)  =  {kCi), 
2iV;  _    (iV:  -h  JV:)  =  =p  a,; 

iv,  —  iv;  =  =fc  b,. 

La  valeur  de  JV]"''  pourrait  aussi  se  déduire  par  voie  d'exclusion  de 
celle  de  Nj"  ;  mais  le  calcul  serait  probablement  moins  simple. 

Nous  terminerons  ici  les  applications  des  formules  du  §  1  ,  à  la 
résolution  de  l'équation  x''  =  1  ,  et  nous  passerons  à  une  autre  non 
moins  utile,  savoir  la  démonstration  des  lois  de  réciprocité  dans  la 
théorie  des  résidus  de  puissances. 
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§  TH.    Des  résidus  de  puissances  en  général  et  des  résidus 
quadratiques  en  particulier. 


Caractère  propre  à  exprimer  la  classe  d'un  nombre  premier  donné. 

On  a  dit  dans  Tarticle  II  du  §  i  ,  (t.  II,  p.  aoy),  que  pour  le  module 
p=:hm-\-i  premier ,  les  Ato  nombres  1,2,  Z,...p — i  se  distribuaient 
en  une  classe  de  résidus  de  /ra*™'  puissance,  et  m —  i  classes  de  non- 
résidus,  et  l'on  a  donné  une  règle  pour  trouver  la  classe  d'un  nom- 
bre composé ,  quand  celles  de  ses  facteurs  premiers   étaient  connues. 

Dans  l'article  I  du  §  2,  Ton  a  donné  un  théorème  par  lequel  on 
peut  déterminer  l'un  des  nombres  N^"^ ,  n^'-  en  fonction  de  l'autre , 
ces  nombres  indiquant  combien  la  congruence 

a?7  -}-  ^"  -f-.  .  .-f-  -3:^^  ^  /'"(mod.  p), 

a  de  solutions  (sans  excepter  ou  en  exceptant  celles  où  des  inconnues 
sont  nulles)  le  nombre  /:  étant  une  racine  primitive  de  p. 

Voici  maintenant  sur  la  forme  du  nombre  n"-'^ ,  un  théorème  qui 
conduira  au  caractère  servant  à  décider  si  le  nombre  premier  a 
appartient  ou  non  à  la  classe  a""'. 

«  Théorème.  Le  nombre  de  solutions  «,  de  la  conséquence 
»  xT-\-x7 -{-.  .  .  +  x'!^^^f>'{moà.  p) ,  où  q  est  premier  a  nécessai- 
))   rement   l'une  des  formes  suivantes  : 

H    1°.  /«'(ç.Q+i),   si  ç  est  de  la  classe  a""' ,  et 

»  2'.  «'(ç.Q         ),  siq  n'est  pas  delà  classe  a'""'.  » 

Démonstration.  Soit  x,  =  «,,  j:,  =  a,,..,  x,  =  «,,  une  solotion 
de  la  congruence  précédente,  elle  en  fera  obtenir  m%  si  l'on  com- 
bine sans  transposition  les  m  valeurs  de  x,  donnant  x"'^a.'^(mod.  p) , 
avec  les  m  valeurs  de  x,  donnant  xr^a?(mod.  p),  et  ainsi  des 
autres.  Le  nombre  do  solutions  n,  est  donc  de  la  forme  m». P.  Quant 
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à  P  il  ne  peut  avoir  qu'une  des  formes  çQ+i  ou  ^Q.  Supposons  en 
effet  une  solution  a.,,  a,,. .  .  a,,  ou  tous  les  nombres  «,...«,,  ne 
soient  pas  égaux;  par  la   transposition,  elle  en  donnera   un  nombre 

— ^-~ "  "  '   ' en  supposant  que  parmi  les  nombres  a,.  .  .<t^ ,  il 

y  en  ait  A  égaux  entre  eux,  et  à  a, ,   B  égaux  entre  eux,  et  à  a,  et 

ainsi  de  suite.  Or  ce  nombre ^-^ '-^ — -^r; —  est  de  forme  oR 

1.2. .  .A  X  1.2.  ■  .B  X  ' 

ou  multiple  de  q.  Supposons  encore  qu'on  puisse  avoir  la  solution 
ot,:^a,  =  ..  .  =  2^,  elle  n'en  donnera  aucune  autre  par  la  transpo- 
sition, le  nombre  total  des  solutions  sera  donc  m'(çQ-f-i)  si  la 
solution  a,=  «,. .  ,=  «,  existe,  et  /««.^Q  si  elle  n'existe  pas.  Or,  si 
l'on  pose  x,=x^.  .  .=Jc^=ot,,  on  a  qxT^f' ,  {qXi)''^=q"~'  f°  (mod. p); 
posant  ç  ^  p* +^'",  il  vient  (^o',)"' ^  p" +"*—')(*+ -Z^'"^,  et  pour  la 
possibilité  de  cette  congruence  a  —  h  doit  être  multiple  de  m, 
ainsi  a^b  (mod.  ifi) ,  c'est-à-dire  que  q  doit  être  de  la  classe  a. 
Réciproquement  si  q  est  de  la  classe  a  ,  en  posant  ç  =  p"  +-fi"  la 
congruence  qxT  ^  f-"  deviendra  (f-'^jr,)"^  i  qui  est  possible,  et  l'on 
pourra  faire  x^^x^.  .  .  =jc^.  Il  résulte  encore  de  là  que  si  l'on  ne 
peut  faire  «,  =  «,. .  .=  a, ,  q  n'est  pas  de  la  classe  a  et  réciproque- 
ment; d'où  l'énoncé. 

Corollaire.  Comme  on  a  nf  ^  !N^°'  (mod.  q) ,  il  en  résultera 
N^"'  ^  m»  (^Q  +  I  )  (mod.  q) ,  ou  bien  encore  N^"'  ^  m  (mod.  q) ,  si  y 
nombre  premier  impair  est  de  classe  a""' ,  et  N^'''^o(mod.  q),  si  q 
nombre  premier  impair  n'est  pas  de  classe  a'""'.  Nous  allons  dans  l'ar- 
ticle suivant  appliquer  ce  caractère  aux  résidus  quadratiques;  nous 
l'appliquerons  dans  les  §§  suivants ,  aux  résidus  cubiques  et  aux 
résidus  bi-quadraliques. 

IL 

Des  résidus  quadratiques. 

«  Théorème  I.  Le  nombre  2  est  résidu  quadratique  des  nombres 
»  premiers  de  forme  8g  ±  i ,  et  non-résidu  des  nombres  premiers 
))  de  forme  8e  =fc  5.  >> 
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Démonstration.  Le  nombre  de  solutions  de  la  congruence . .  . 
x\  +  a:'  ^  r  (p")  (niod .  />)  est  N.  =  /?  ip  i  (§  i  ) ,  pour  p  =:  49  -b  i  ; 
d'ailleurs  «,=N, —  2N,  =  N^ — 4'  donc  pour  2  résidu  quadratique 
on  aura  4(2Q-f-  i)  =  /J::f:i  —  4  ou^=:=8g:d=i.  Pour  2  non-résidu 
quadratiques ,  on  aura  4 •  2Q  =  p  ^  i  —  4  ou  /)  =  8g^  db  5. 

<(  Théorème  11.  (Loi  de  réciprocité  de  Legendre.  Théorème  fonda- 
))   mental.)    Soient    p    et     q    deux     nombres    premiers     impairs    et 
P—  I  1—'  f—'  ■?— ' 

q   ^     ^  (mod.  p)  (J  étant  +1  ou  —  i)  on  aura  p  ^   ^  /( —  i)  ^       ^ 
(mod.  q). 

N.  B.  Legendre  représente  par  le  symbole  Ç-j  le  reste  +1  ou  — l 

P-' 
de  q  ^     divisé    par    p.  Le  théorème    revient   donc   à    la    relation 

(f )  =  (|) ^~ '^~  ^°" ""'^'''^ ^ © Qd  =  ^-'^~'~ P"''" 

que    (p'  =  '- 

Démonstration.  1°.  Si  ç  est  résidu  quadratique  de  p,  c'est-à-dire 
si  /=i  ,  il   faut  avoir  N,^^2  (mod.  q),  ou  bien  d'après  la  formule  (lë) 

p—i    9—1     ?— '  p— I 

du  §   i,p'î-'-f-( —  1)  2    '    ^    p  »    ^2    (mod.    q)  ,   d'où   p  '     ^ 

p—i    <f—i  p — '     — 1 

( —  1)2    ■    i    ^'( —  i)^       ^    (mod.   q).    2".   Si   ^i  est  non-résidu 
quadratique  de  p ,  c'est-à-dire  si  /  est  égal  à  —  i  ,  il  faut  avoir  JN,s=  o 

(mod.  ç)  ou  bien  /?'-•  H-  (  —  0    ^       ^  /)   ^  ^o(mod.  q)  ou  encore 

y— 1  f— '     ?— '  A'—'    ■?— ■ 

^^    =_(  —  i)    ^    ■    2  ^,-(^_j')       •    2  (■mod.  7).  C.Q.F.D. 

Remarques.  J'ai  déjà  donné  cette  démonstration  dans  une  note  sur 
les  résidus  présentée  à  l'Académie  des  Sciences.  Avec  cette  seule  dif- 
férence, qu'au  lieu  de  calculer  directement  les  quantités  N, ,  je  les 
ai  déduites  d'une  formule  de  M.  Libri  [formule  (4o),  §  i].  On  peut 
encore  tirer  la  démonstration ,  mais  d'une  manière  beaucoup  moins 
simple,  de  la  valeur  de  «, ,  qu'il  serait  peu  utile  de  mettre  ici. 

Le  théorème  fondamental  peut    encore  s'énoncer  ainsi  qu'il  suit. 

K  Si  /J  et  ^  sont  deux  nombres  premiers  impairs,  qui  ne  soient  pas 

)i  tous  deux  de  forme  4g — 1  ,  la  relation  àe  p  k  q  sera  la  même  que 


% 
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»  celle  de  q  ^  p-  En  d'autres  termes,  si  l'on  a^  résidu  de  q  (ou  pRq), 
n  l'on  aura  aussi  q  résidu  de  p  (ou  ^Rp).  Mais  si  p  et  q  sont  tous  deux 
»  de  forme  /^g —  i  ,  la  relation  de  pa  q  ne  sera  pas  !a  même  que  celle 
j»  de  q  h  p.  Autrement  pKq  donne  q^p  et  p^q  donne  q^p- 

Les  notations  pR^,  p^q  et  la  signification  particulière  du  mot 
relation  sont  de  M.  Gauss. 

Sans  compter  la  démonstration  deLegendre,  on  en  a  beaucoup  d'au- 
tres du  théorème  précédent,  l'un  des  plus  importants  de  la  théorie  des 
nombres.  M.  Gauss  en  adonné  six:  deux  sont  dans  les  Recherches  Arith- 
métiques et  les  autres  dans  Ls  Commentaires  de  Gottingue.  M.  Jacobi 
en  a  donné  une  qui  est  rapportée  dans  la  Théorie  des  nombres: 
M.  Cauchy  en  a  donné  aussi  une  dans  un  mémoire  sur  les  résidus , 
{Bulletin  de  Férussac ,  tome  XII). 

Indépendamment  de  ces  démonstrations  générales,  les  seules  im- 
portantes dans  l'état  présent  de  la  théorie  des  nombres,  on  en  connaît 
plusieurs  relatives  aux  petits  nombres  premiers  2,  3,5...  En  voici 
deux  ;  l'une  relative  à  2  et  l'autre  relative  à  3. 

»  Théorème.  Si  l'on  pose  (i  +  v^  —  i)''=P-f-Q \/ —  i ,  on  aura 

p    p 
»         pour  />  =  4K  P  =  (  —  0'^  2= ,     Q  =  0  , 

p— »    p 
>'         pour  p  =  4^+2,  P  =  o,  Q  ^  ( —  i)  4    2», 

,P±i     p—i 
«  et  pour  p  =  4Ï^±  i,P  =  ±Q  =  ( —  i)4    2^    .» 

Démonstration.  (1  +  ^  —  i)*  =  (21/  —  i)'=  —  2*  donne 
(i  +  V/  —  '/'  =  (  —   i)'.  2'*:    multipliant    successivement   par 

.  +  V/-I,  (.  +  v/-i)'=2V/-i   et  -p^^  =  i=^' , 

on  aura 

(i  -f  t/—  0*'^'  =  (  —  0"2'»+  (  —  i)».2»V—  ï  f 

(i  +  ^/—  0^**»  =  +  (  — 1)».2*»+'  iz—i,, 

(i  +  v/—  1^"'  =  (  —  lya'*-  —  (  —  i)».a*»-  \/—  I  ; 
d'où  les  résultats  de  l'énoDcé. 
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Corollaire.  Soit  p  premier  irapair  P  =  i  —  ^-^ —  '-{"■••  donne 

P^  I  (mod.  p)  ce  qui  réduit  P=  f —  i  )    ^    2  ^    à  2  ^   ^  ( —  1)  ^   , 

savoir    2    résidu  ,     si    ^—7^    est  pair,  c'est-à-dire  si  p  =8g=fc  i  ,   et 
4 

2    uon  -  résidu  ,     si    ^-4^-  est  impair,  ou  si  /j  =  8gdb  5  (*}. 
4 
Il   Théorème.  Si  l'on  pose  (i  -\-\/ —  5)''  =  P+Q  j/ —  i ,  on  aura 
p 
>)   pour  p=  3>l,     P  =  (—  i)^  2%   Q=  o, 

«  p  =  Zk±i,     P=±Q  =  (—  i)3     2^-. 

Démonstration.  (i-f-V^— 3)'=— 2%  d'où  (i+y/— 3)'*=(— .i)*25*, 
et  (1  +  v/— 5)"*-  =  (— i)»2"-|-(—  0*2"  ï/— 3, 

(l   4.^/_3)3.-.=:(_I)»2"— —  (—  l)»2"—  \/—  5, 

en  vertu  de  — ■ — \ 5  =  ',  (i — 1/ —  3).  De  là  les  valeurs  de  P  et  Q. 

i-4-\/  —  04 

GîRoïXAiRE.  Si/?  est  premier,  on  a 

Q=pH-^-^~^  t~^-5)+  >  •  -K-5)T^  ou  (-3)V=Q(n,od. /?), 
ou  encore 

(_  5)  î   ==t:  (—  i)  5    .2''-'  =  =i=(—  i)  3   =d=  I    mod.  p) , 
puisque  ^4^-  est  nécessairement  pair. 

(*)  Une  autre  conséquence  dn  théorème  précédent  est  qu'en  posant 

(I  +  iF  =  i  +Q, -hQ>  +  Qs+...Qp, 
et  faisant 

S.  =  i+Q^+Q8+- .  .S,  =  Q.+Q54- .  .S,  =  Q,+Q6+. .  .S,  =  Q3+Q4+. . . 
on  trouvera  pour  ces  sommes  de  coefficients  binomiaux  pris  de  4  en  4  , 

2S„  =  2»^'  +  P  ,     2S,  =  a^-'  —  P  ,     2S,  =  a''-'  +  Q ,     S.  =  Q3  +  Qi  + . . . 
ce  qui  résulte  de  P  =  So  —  g, ,  Q  =  S,  —  S3     et     (1  —  i)?  =  o  qui  donne 
S„-HS.  =S,+ SassaJ— ,     puisque     (i -|-i)f  =  S.-h  S, -»- S.-+-S3  =  2'. 
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On  a  donc  d'abord  —  5  résidu  de  /;  =  3A -f-  i ,  et  uon-résidu  de 
p—  I  p—  ' 

p  =  'ik  —  i;  ensuite  comme  3  ^  c=  ±( —  i)  -=  ,  il  en  résultera 
que  3  est  résidu  quadratique  des  nombres  de  forme  1 2g  it:  i ,  et 
non-résidu  de  ceux  de   forme   lagrfcS. 

Cette  démonstration  est  la  même  ,  au  fond,  que  celle  donnée  par 
M.  Libri  pour  ce  cas  particulier. 

La  loi  de  réciprocité  a  deux  usages  principaux.  Elle  fait  connaître 
pour  quelles  formes  de  nombres  premiers,  un  nombre  a  est  résidu  ou 
uon-résltlu  quadratique  d'un  nombre  premier  donné.  Elle  fournit 
aussi  un  moyen  fort  court,  même  pour  un  fort  grand  nombre  pre- 
mier, de  juger  si  a  est  résidu  ou  non- résidu  quadratique  d'un  module 
premier  p ,  ce  qui  ne  serait  guère  praticable  par  le  calcul  direct  du 

p—  ' 
reste  de  /j   "    .  Pour  cette  application,  rien  n'est  plus  commode  qu'un 

algorithme  ou  procédé  de  calcul ,  que  M.  Gauss  a  joint  postérieure- 
ment à  sa  troisième  démonstration.  Cet  algorithme  ne  se  trouvant 
point  dans  la  troisième  édition  de  la  théorie  des  nombres  de  Le- 
gendre  ,  bien  que  la  troisième  démonstration  de  M.  Gauss  y  soit 
rapportée ,  nous  pensons  être  utile  et  agréable  aux  amateurs  de  la 
théorie  des  nombres,  en  donnant  dans  l'article  suivant  la  troisième 
démonstration  de  M.  Gauss,  avec  l'algorithme  qu'il  a  exposé  dans  le 
JMémoire  intitulé  Theorematis  fundainentalis  in  doctrind  de  résidais 
qiiadraticis  demonstrationes  et  ampliationes  novœ.  C'est ,  selon  nous , 
ce  qu'on  peut  donner  de  plus  direct  pour  la  démonstration  et  de 
plus  simple  pour  l'application.  Nous  avons  d'ailleurs  simplifié  la  partie 
de  la  démonstration  rapportée  par  Legendre. 
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Démonstration  du  théorème  fondamental  de  la  théorie  des  résidus 
quadratiques.  —  Algorithme  qui  s'en  déduit  pour  juger  de  la 
possibilité  de  la  congruence  x*^q  (mod.  p). 

11  a  été  démontré  dans  le  §   I,  que   q  est  résidu  quadratique    du 
p  —  I 
nombre  premier  p,  si  l'on  s  q   ^     =i  (mod. />),   et  non-résidu,    si 
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p—  i  p— I 

l'on  a  q  ^  ^ — i(mod.  p)  :  ou  a  doue  toujours  q  ^  ^( — i)".(niod.^). 
Ainsi  il  faut  trouver  un  moyen  praticable  de  reconnaître  si  le  nom- 
bre entier  que  l'on  doit  mettre  pour  n,  est  pair  ou  impair.  C'est 
l'objet  des  propositions  suivantes. 

«  Théorème  I.  Soit  q  un  nombre  premier  a  p  =  ip'  -+-  i  nombre 

»   premier.  Si  l'on  divise  par  p   les  produits  iq ,  zq ,  5q,  /^q,..  .  p'q, 

))  en  prenant  les  quotients  Q,,  Q. ,  Q3,.  •  •  Qp, ,  les  plus  approchés  qu'il 

')  est  possible,  en  plus  ou  en  moins,  de  sorte  que  les  restes  positifs 

.      ■  ,-  .  .  .  p 

»  ou  negatus  r,  ,  r,,. . .  />,  soient  au  signe  près   •<  -  ,  on  aura  en 

»  supposant  qu'il  y  ait  n  restes  négatifs , 

(A)  9"^  =  (— i)-(mod.  p). 

Démonstration.  Dans  les  équations  i  .^=/)Q,-f-r, ,   2y=/)Q,+r,.  .  , 

nq  =  />Q^  +  r^  •  •  •    bq  =  pQt  +  r^ . .  .    p'q  =  pQ^,  +  r^,  (B) ,  tous  les 

restes  sont  nécessairement  inégaux,  car  si  l'on  avait  r^  ==t  r»,  il 

viendrait  (a=ph)  q  =  p  [(^^zpQi),  ce  qui  est  impossible,   puisque 

'a  ^z  b)  moindre  que  p  devrait  être  divisible  par  p.  Ainsi  r, ,   r, , 

Tj,.  .  .   />,  formant  à  l'ordre  et  au  signe  près,  la  suite  i ,  2,  3,.  . . 

p—  ' 
p  =     2    ,  en  multipliant  les  équations  (B)  membre  à  membre,  on 

aura   i.2.3.  ..  ^-  q   =     =  1.2. 3...  ^i— -i(—  i)"(mod.  p),  ou 
bien  q    -    ^  ( — i)"  (mod.  p) ,  en  divisant  par  i  .  2.  3  .  .  ,  ^ '- . 

X  Théorème  II.  Si  l'on  représente  par  ef-jj  ,  l'entier  immédiate- 
.>  ment  au-dessous  de  ^,  par  p  (==^^-^J  l'entier  e  (^j,  et  par  f^l 
»  ]a  somme  e(^-^  +  e  Q3.J  +  e  (^-^^ -{-... -i- e  (^^^\  on  aura 

«       (C)         n  =  [|]   +  i  (p--  i)  (<?  -  i)  (mod.  2). 
Démonstration.  Si  dans  l'équation  «^  =pQ,  +  r.,  on  a  r,  positif, 
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il  en   résultera   Q,  ==  e  (—J ,     mais     si    r^    est    négatif,     on    aura 
Q.  =  e  0)  +  I ,  par  conséquent  Q.+  Q,+  Q3+. .  .Q,,=  [j])-F« , 

d'ailleurs   1+     +3...+^- —    =^(p'' — i).    Ajoutant    donc    les 

équations  (B)  membre  à  membre  ,   après  avoir  remplacé  le  reste  né- 
gatif r^  par  —  r^  +  2r^  et  ainsi  des  autres ,  nous  aurons 

Omettant  les   multiples  de  2 ,    en  réduisant  p  a   l'unité  et  effaçant 

les     termes    ar^    et    autres    semblables  ,   nous   trouverons 

n^ —  I  ?1  -^  '  (^» —  i)  (^  —  i)  (niod.  2),  d'où  la  congruence  en 

ajoutant  au  deuxième  membre  2      -,   ce  qui  revient  à  changer  le 

signe  du  terme  négatif  —  • 

Cette  congruence  (C)  fei'a  connaître  si  n  est  pair  ou  impair,  quand 
on  connaîtra      -  1,  c'est  l'objet  des  corollaires  suivants. 

Corollaire  I.  Si  7=2,  on  aura  n^^  {p'  —  i)  (mod.  2),  car  ici 
r?~l  =  o,  tous  les  termes  de  cette  somme  étant  nuls,  de  là  le  théo- 
rème sur  2. 

Corollaire  II.  Si  q  est  impair,  on  aura  w  ^  T ^  (mod.  2),  car 
(g — 1)  étant  pair,  il  en  est  de  même  de  ^(p' —  i)  Çq  —  1). 

Ainsi  le  nombre  impair  q  est  résidu  ou  non-résidu  quadratique, 
selon  que     -     est  pair  ou  impair. 

Corollaire  III.  Si  q  est  pair,  en  réduisant  q —  i  à  l'unité,  on 
aura  7Z  =  F? J  +^(p*—  O-   Ainsi  pour  g(p*— ,)  pair,  c'est-à-dire 

pour  />  =  8g  d=  I  ,  q  sera  résidu  ,  selon  que     -     sera  pair  ou  impair. 

18.. 
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Ce    sera    le    contraire   pour    ~{p''  —  i)    impair,   c'est-à-dire    pour 
p=8gd=5. 

Corollaire  IV.  Quel  que  soit  q  pair  ou  non,  il  est  résidu  ou  non, 

selon  que     —     est  pair  ou  impair. 

Si  l'on  représente  par  n'  la  valeur  correspondante  à  n  quand  on 
change  y  en  27,  on  aura  «'  =  T^J  +  ^  (P*  —  O-  ^'  g  ^^' —  '^  ^^^ 
pair  q  et  zq  sont  en  même  temps  résidus  ou  non-résidus,  selon  que 
[  —  I  est  pair  ou  impair.  Si  1  (p'  —  i)  est  impair,  q  et  2q  sont  l'un 
résidu  et  l'autre  non-résidu.  Si  zq  est  non-résidu  q  est  résidu ,  et 
cela  arrive  pour  |  —  |  pai»"-  Si  zq   est  résidu ,  q  est  non-résidu ,  et 

cela  arrive  pour       —  J  impair. 

«  Théorème  III.  Si  p  et  q  sont  deux  nombres  premiers  entre  eux, 
))  mais  d'ailleurs  premiers  ou  non ,    on  aura  en  représentant  par  p' 

•)  et  q'  les  entiers  égaux  à  -,  -  ou  immédiatement  inférieurs, 

»  m        m + ra = ''■''• 

Démonstration.  Nous  avons  par  hypothèse , 

Cette  valeur,  où  l'on  suppose  q  <p,  peut  se  transformer  au  moyen 
des  remarques  suivantes  : 

I».  Aucun  des  nombres  ^,  y  ■  "  ^  °'^^^  entier; 

30    g  ^P_î\-—qi  pour  q  impair; 

50    g niï\  =zq'—i   pour  q  pair ,  alors  e  ^■^)  =  p' ; 

4".  Soient  k'q ,  k'q...  k'^^'^q  les  multiples  de  q,  immédiatement 
au-dessous  de  p ,  zp ...  q'p  ,  on  aura 
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o=<f)  =  <f) =K^).    *'-©; 

■  =  ^ (^,-0 = ' C^) ■■■=' (tO-  *"  =<"§)■■ 

Ces  équations  ont  lieu  poin-  q  impair.  Si  q  est  pair  les  deux  der- 
nières doivent  être  remplacées  par 


,._,=.(ïi±i_^=^iïi±ti..)=...=.(ia). 

Ainsi  dans  le  premier  cas  l'expression  I  -  j  sera 

[2 J  =  o .  Â:'  +  I  (A'"  —  k')  +  ^  (k'"  —  A")  +  .  . .  +  î'(/''  —  ^'') , 
:=  /,Y_  A-  -A"  -  ....  -  AV  =  ;,'î'  _  g], 

Dans  le  second  cas,  l'on  aura 

[|]  =  o.A'+  I  (A"-  A')  +  2(F'  -  A")  . . .  +  (î'  -  I)  (/,'  ~A''-), 
=  p'ç'  _  jt'_  A»  —  . . .  —  A^''-)  —p', 
=  pY  _  A'  —  r —  k^''-'^  —  /^C'  =  p'q'  —  p]. 

On  a  donc  dans  les  deux  cas 


do 
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CoROLr.AiRE.  Si  ^  et  5^  sont  premiers  et  impairs,  en  représentant,  avec 

p—' 
Legendre,  par  (   )  le  reste  db  j  de  q  ^   divisé  par/?,  on  aura 

if)  =  (-1)"  =  (-0'^^-' ,  de  même  @  =  (-t)GJ. 

Multipliant  par  f-j  et  remarquant  qu'on  a  T- j   =1 ,  il  en  résultera 

ce  qui  est  la  loi  de  réciprocité  de  Legendre. 

Théorème  IV.  algorithme.  «  Soit  q  un  nombre  positif  non  divisible 
»  par  p  nombre  premier  impair,  si  l'on  fait  sur  p  et  q  l'opération  du 
H   plus  grand  commun  diviseur  ainsi  qu'il  suit  : 

»  Divid.,  div.,   restes  p,     q,     r,     s    jt ,     v,      i 

»  Quotients  a,     b,     c    k,     Z,  (I) 

»  Demi-dividendes p',  q'>     ^>     ^'    "'>     •"'.  (H) , 

»  et  que  dans  la  série  (H)  il  y  ait  /3,  permanences  de  nombres  ira- 
)i  pairs  ,  ou  /S  nombres  impairs  immédiatement  suivis  d'un  nombre 
»  impair,  que  dans  la  série  (I)  il  y  ait  a  quotients  impairs  au-dessus 
»  desquels  se  ti'ouvent  dans  la  série  (II)  des  nombres  de  forme  4g:  +  i 
»  ou  4g  +  2 ,  la  parité  ou  imparité  de  a  +  /S  montrera  si  q  est  résidu 
u  ou  non-résidu  de  p  par  la  règle  suivante  : 

)!  I  "  Pour  q  impair ,  et  pour  q  pair  si  /j  =  8g  rt:  i  ;  q  sera  résidu  ou 
»   non  résidu  quad.  de  p,  selon  que  a  4-/3  sera  pair  ou  impair. 

»   2°.  C'est  le  contraire  si  q  étant  pair  on  a  p  =  8g  rt:  5. 

j)  3°.  La  première  règle  a  lieu  sans  exception  quand  on  fait  le 
»  même  calcul  sur  25  et  p.  » 
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Démonstration.  L'opération  du  plus  grand  commun  diviseur  don- 
nant la  suite  d'équations 

pz=qa-\-r,     q=:rb-hs....    u:=i'l-^-i. 
On    en  tire  <-  =  a  +  -  ,  d  ou  -^  =  am-\ , 

q  ^  q'  q  '        q' 

mettant  pour  m  les  valeurs  i ,  2,3,  .  . .  .  q'  et  sommant  on  trouvera 
deviendra 

[2]  =  ,y  -  \  (?■■  +  ,>  -  [g, 

on  aura  semblablement 

[0  =  ''^'  -  ;  (»'■  +  ^>  -  [Q- 

[3  =  "'"'  -  \  (-■■  +  "■)/  -  Cl- 

Or  j-  =0,  on  trouvera  donc  par  l'élimination 

V^-y={]>'q'—q'r'+rs'...±.liv)—)l{q''+q')a-  l{r''^r')b+ ..  .±^{v''+v')c\. 

Comme  il  suffit  de  savoir  si  -  est  pair  ou  impair,  on  pourra  d'a- 
bord changer  tous  les  signes  —  en  +  ,  ce  qui  revient  à  ajouter  le 
double  des  termes  négatifs,  puis  supprimer  tous  les  termes  pairs,  et 
réduire  tous  les  termes  impairs  à  l'unité;  on  trouve,  en  opérant  ainsi, 

1  ?  1  ^  /3  -f-  a  (mod.  2) ,  ce  qui  donne  la  règle  de  l'énoncé,  au  moyen 
des  corollaires  du  th.  IIL 

Exemples,  Quoique  les  deux  exemples  suivants  se  rapportent  à  des 
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nombres  assez  grands ,  on  a  mis  ici  le  calcul  sans  l'abréviation  qui  con- 
sisterait à  n'écrire  les  restes  qu'une  fois.  Ils  font  bien  voir  la  simplicité 
du  procédé. 

i"  Exemple.  Le  nombre  658  est -il  résidu  ou  non  résidu  qua- 
dratique du  nombre  premier   logi  =  8 .  i56  -H  5? 

io8i  ,     658,  455,  i85,  85,  19,    7,  5,  2. 

I ,       I  :  2,2,  4,     2,   I  :  2. 

455,     i85,     85,  ig,      7,  5,    2,1. 

545  :  5t9,   226,  92,  41  :  9  :  5,  2,    i. 

Ici  l'on  a/S  =  5,a  =  2,a-|-/3  =  5,  or  658  est  pair  et  109 1  de 
forme  8A-  +  5 ,  donc  658  est  résidu  quadratique  d'après  la  seconde 
partie  de  la  règle  (2°). 

2°   Exemple.  Calcul  fait  sur  2.658=  1276  et  logr. 

1276,    logr,  i85,  166,  19,    i4,  5,  4- 

I  *.  5 ,        1 ,  8 ,      1,2,1: 

i85,      166,  19,     14,  5,     4,   I. 

658,     545,  92,  85  :  9 :   7,  2,  2. 

Ici/3=:2,a  =  2,a-l-^=4:  il  faut  donc  que  658  soit  résidu 
par  la  troisième  partie  de  la  règle  (5°). 
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NOTE  DE  GÉOMÉTRIE. 

Sur  quelques  propriétés  de  l  Ellipsoïde  h  trois  axes  inégaux; 
Par    m.    Théodore    OLIVIER. 


I. 

)•.  On  sait  que  les  triangles  équiîatéraux  inscrits  el  circonscrits  à 
nn  rrrcle,  ont  pour  centre  de  gravité,  le  rentre  de  ce  cercle. 

Désignons  par  T  l'aire  du  triangle  inscrit,  par  T,  l'uire  du  triangle 
circonscrit,  et  par  C  l'aire  du  cercle. 

2*.  Si  l'on  projette  sur  un  plan  P  et  parallèlement  à  une  droite  D 
les  aires  C,  T,  T, ,  on  obtiendra  les  aires  E,  T',  T,', 

E      étant  l'aire  de  l'ellipse  projection   oblique  du  cercle  C, 

T' .  .du  tiiangle du  triangle  inscrit  au  cercle  C, 

T', du  triangle du  triangle  circonscr.  au  cercle  C. 

On  sait  que  les  triangles  T'  et  T,  auront  pour  centre  de  gravité  le 
centre  de  l'ellipse  E. 

5*.  On  peut  inscrire  et  circonscrire  au  cercle  C  utie  infinité  de 
triangles  équiîatéraux:  tous  les  triangles  inscrits  ont  même  aire.  Il  en 
est  de  même  pour  les  triangles  circonscrits. 

Désignant  donc  par  T',  T",  T'",.  .  .  les  aires  des  projections  obli- 
ques sur  le  plan  P  des  triangles  inscrits,  el  par  T,',  Tj,  T,',.  .  .  les 
aires  des  projections  obliques  sur  le  même  plan  P  des  triangles  cir- 
conscrits, on  aura 

T'  =  T"  =  T"  =. . .     et     T.   =  T,    =  T;  =. . . 

4°.  Les  aires  du  cercle  C(du  rayon  Pi)  et  du   triangle  équilatéral 

inscrit  T,   sont  entre  elles  ::  ■ff  R*  :  — 7 — . 

4 

On  aura  donc  toujours  quel  que  soit  le  rayon  R, 

—  =      ,—  =  constante  =  N  et  —  =  constante  =  N,  , 
'  V/27  '■ 
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où  l'on  désigne  par  c  l'aire  d'un  cercle  d'un  rayon  arbitraire,  et  par  t  et  t, 
les  aires  de  deux  triangles  ëquilatéraux  inscrit  et  circonscrit  à  ce  cercle. 

On  aura  donc^puisque  ^  =  constante  =  N  et  ^  =  constante  =N,), 

...   =  constante  =  M, 
. . .   .=  constante  =   M,. 

Par  conséquent  si,  étant  données  deux  ellipses  E  et  E',  on  inscrit 
les  triangles  9  à  E  et  6'  à  E',  ces  deux  triangles  ayant  leur  centre 
de  gravité  situés,  le  premier  au  centre  de  la  courbe  E,  et  le  second , 
aussi,  au  centre  de  la  courbe  F.',  les  aires  des  deux  ellipses  seront 
entre  elles  comme  les  aires  des  deux  triangles;  les  aires  des  deux 
ellipses  seront  donc  égales,  si  celles  des  deux  triangles  sont  égales. 

Cela  posé  : 

5°.  Résolvons  le  problème  suivant  : 

Inscrire  et  circonscrire  à  une  ellipse  E  deux  triangles  ajant  pour 
centre  de  gravité  le  centre  de  la  courbe  donnée. 

Construction.  Ayant  déterminé  le  centre  o  de  Tellipse  E,  ayant 
mené  par  ce  centre  une  droite  arbitraire  K  coupant  l'ellipse  aux 
points  b  et  b' ;  on  partaj:era  le  diamètre  bb'  en  quatre  parties 
égales   entre  elles.  (Désignons  par  l  la  longueur  d'une  des  parties.) 

Construisons  au  point  b  la  tangente  B  à  l'ellipse. 

Portons  sur  la  droite  K  à  partir  du  point  b ,  une  longueur  '=  5/, 
on  aura  un  point  a. 

Menons  par  ce  point  a  une  droite  L  parallèle  à  la  tangente  B,  et 
coupant  l'ellipse  aux  deux  points  x  e\.  x  ,  la  corde  xx'  sera  la  con- 
juguée du  diamètre  bb' ,  dès-lors  le  point  a  sera  le  milieu  de  cette 
corde. 

Portons  sur  la  droite  K  à  partir  du  point  b  une  longueur  =6./, 
on  aura  uu  point  p ,  et  les  droites  px  et  px'  seront  tangentes  à  l'el- 
lipse,   l'une  au  point  x  et  l'autre  au  point  x'. 

Joignons  b  ei  x ,  b'  e[  x  ,  on  aura  un  parallélogramme  bxpx' , 
et  le  triangle  bxx'  moitié  de  ce  parallélogramme  sera  inscrit,  à 
l'ellipse  E,  et  aura  son  centre  de  gravité  situé  au  cenlre  o  de  cette 
courbe. 
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Prolongeons  les  tangentes /jx,  px' ,  elles  couperont  la  droite  B, 
la  première  en  un  point ^',  et  la  seconde  en  un  point^,  le  triangle 
Z?//'  sera  circonscrit  à  l'ellipse  E,  et  son  centre  de  gravité  sera  situe 
au  centre  o  de  cette  courbe. 

Les  deux  triangles  p/y'  et  bxx'  sont  semblables  et  inversement 
placés  l'un  par  rapport  à  l'autre,  et  jouissent  des  propriétés  suivantes. 

Les  droites  x/  et  x'y ,  passent  par  le  centre  o  et  coupent  respec- 
tivement les  côtés  bx'  et  bx  en  leur  milieu. 

Les  points  b,  x,  x' ,  sont  respectivement  le  milieu  des  côtés  du 
triangle  circonscrit ,  etc. 

En  un  mot,  toutes  les  propriétés  qui  existent  pour  deux  triangles 
équilatéraux,  inscrit  et  circonscrit  à  un  cercle,  se  reproduiront  sur 
la  pi'ojection,  en  vertu  du  principe  fondamental  des  projections  cy- 
lindriques, savoir:  que  les  rapports  de  grandeur  entre  les  droites 
ne  sont  point  altérés,  et  qu'une  tangente  à  une  courbe,  se  projette 
suivant  une  tangente  à  la  projection  de  la  courbe. 

Faisant  la  même  construction  que  ci-dessus  pour  chaque  diamètre 
de  l'ellipse  E,on  obtiendra  une  série  de  triangles  inscrits  T',  T",  T'",  ..■ 
et  circonscrits  T,' ,  T^ ,  T','  ,..,  ayant  tous  pour  centre  de  gravité 
commun  ,  le  centre  o  de  l'ellipse  donnée  E. 

6°.  Si  donc,  l'on  considère  la  coiirbe  E  comme  la  base  d'un  cône 
ayant  pour  sommet  un  point  arbitraire  S  de  l'espace,  toutes  les  pyra- 
mides qui  auront  pour  sommet  commun  le  point  S,  et  pour  bases 
les  triangles  inscrits,  auront  même  volume;  il  en  sera  de  même 
pour  les  pyramides  ayant  le  même  point  S  pour  sommet  commun , 
et  pour  bases  les  triangles  circonscrits. 

Et  les  volumes  d'une  pyramide  inscrite  et  du  cône  seront  entre 
eux  ::  v^27  :  /^tt. 

IL 

Par  le  centre  o  d'une  sphère  S  (du  rayon  R),  concevons  trois  axes 
rectangulaires  entre  eux  X,  Y,  Z,  perçant  respectivement  la  surface 
aux  points  a,  b,  d,  on  aura  une  pyramide  trirectangle  (o  ,  abd). 

Le  triangle  base  abd  sera  équilatéral  ;  le  plan  de  ce  triangle  cou- 
pera la  sphère  suivant  un  cercle  C,  dont  le  centre  sera  le  centre  de 
gravité  du  triangle  abd. 
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Le  cercle  C  se  projettera  orfîiogoiialement  sur  le  plan  XY,  suivant 
une  ellipse  E,   et  le  triangle  «W  suivant  le  triangle  rectangle  oab. 

Le  triangle  oab  sera  inscrit  à  l'ellipse  E  et  aura  son  centre  de 
gravité  situe  au  centre  de  celte  courbe. 

Si  l'on  abaisse  du  centre  o  une  perpendiculaire  rsnr  la  droite  aO , 
et  que  l'on  décrive  du  centre  o  avec  le  rayon  r ,  et  dans  le  plan  XY 
un  cercle  C,  l'on  pourra  imaginer  un  cône  de  révolution  ^  (ayant  C 
pour  base  et  le  point  d  pour  sommet). 

Tout  plan  tangent  à  ce  cône  Ç,  coupera  la  sphère  S  suivant  des 
cercles  égaux  entre  eux  et  à  C ,  lesquels  se  projetteront  sur  le  plan 
XY,  suivant  des  ellipses  dont  les  aires  seront  égales  entre  elles  et  à 
celle  de  l'ellipse  E. 

Et  cela  aura  lieu  pour  tout  autre  système  formé  par  trois  droites 
rectangulaires  entre  elles  X',  Y',  Z',  et  se  croisant  au  centre  de  la 
spbère;  de  sorte  que  les  plans  des  triangles  abd,  a'b'd',...  seront 
tangents  à  une  sphère  S'  concentrique  à  la  sphère  S,  et  le  point  de 
contact  de  chacun  de  ces  plans,  sera  le  centre  de  gravité  de  chacun 
des  triangles. 

On  sait  :  que  le  rayon  de  la  sphère  S  étant  égal  à  R. 

2R  /i 

1'.  Le  rayon  du  cercle  C  est  égal  à       — =  ou  R  v/i; 

^  *'  y/,  V  7 

Il        -  /3 

2".  Le  rayon  r  du  cercle  C  est  égal  à     —   \/3  ou  R  y  7  > 

5°.  Le  rayon  de  la  sphère  S'  est  égal  à  -y=-  .   ou  R  y-. 

Cela   posé, 

Concevons  par  le  centre  o  de  la  sphère  S , 

1*.  Les  trois  axes  rectangulaires  X,  Y,  Z, 

2°.  Trois  droites  arbitraires  X, ,  Y,,  Z,. 

Prenons  un  point  m  sur  la  sphère j  abaissons  de  ce  point  une 
perpendiculaire  z  sur  le  plan  XY ,  et  perçant  ce  plan  au  point  t;  par 
le  point  t  menons  une  perpendiculaire/  à  l'axe  X  et  rencontrant 
celte  droits  au  point  u. 

Les  trois  coordonnées  du  point  ?n  seront  : 

jc  =  ou,    j  =  ut,     z  =  tm; 
à  partir  du   point   o,   portons  sur  X,  la  droite  ou,  =:^l.x;  par  le 
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point  u^  menons  une  droite  parallèle  à  Y ,  et  prenons  sur  celte  droite , 
une  longueur  u^t^  =  Wj;  par  le  point  <,  menons  une  parallèle  à  Z, , 
et  prenons  sur  cette  droite  une  longueur  t,m,  =.  M''.:;. 

Le  point  m,  sera  le  transformé  du  point  m. 

Faisant  la  même  construction  pour  tous  les  points  de  la  sphère  S, 
(M,  M',  M",  restant  constants) ,  le  lieu  des  points  /«,  sera  ,  ainsi  qu'on 
lésait,  un  ellipsoïde  A,  auquel  on  donne  le  nom  de  trn/is/ormé  de 
la  sphère  S. 

Les  axes  X,,  Y,,  Z, ,  perceront  la  surface  X  en  les  points  a,,  b,,  c\, 
et  l'on  aura:  oa,  =  M.R,  ob,=  M'.R,  oc\  =  M".R.  (Les  points 
«1»  ^.7  ^. ,  étant  respectivement  les  transformés  des  points  a,  b,c, 
en  lesquels  la  sphère  S  se  trouve  percée  par  les  axes  X ,   \ ,  Z). 

Représentons  M.R  par  A,  M'.R  par  B,  M".R  par  D;  A,  B,  D, 
seront  les  |  diamètres  conjugués  de  l'ellipsoïde  A. 

Par  ce  mode  de  transformation,  souvent  employé  par  les  géomè- 
tres modernes,  ou  transforme  ainsi  qu'on  le  sait  : 

1*.  Une  droite  en  une  autre  droite,  et  deux  droites  parallèles  en 
deux  autres  droites  aussi  parallèles. 

2*.  Un  plan  en  un  autre  plan ,  et  deux  plans  parallèles  en  deux 
autres  plans  aussi  parallèles. 

5".  Une  surface  du  second  degré  en  une  autre  surface  du  second 
degré  et  du  même  genre. 

4*.  Trois  points  p,  q,  r,  situés  sur  une  droite  K,  en  trois  autres 
points  /), ,  </, ,  r, ,  situés  sur  une  droite  K,  et  tels,  que  les  rapports 
entre  leurs  distances  restent  les  mêmes,  que  ceux  qui  existaient  entre 
les  distances  respectives  des  points  primitifs  p,  q  ,  r. 

5'.  Un  plan  tangent  T  à  la  sphère  S,  eu  un  plan  T.  tangent  à 
l'ellipsoïde  À. 

6°.  Un  système  quelconque  de  trois  droites  rectangulaires  entre 
elles  L,  L',  L"  et  se  croisant  au  centre  de  la  sphère  S,  en  un  sys- 
tème de  trois  droites  L, ,  L' ,  L",  qui  sont  les  directions  d'un  système 
de  diamètres  conjugués  de  l'ellipsoïde  A  {transformé  de  la  sphère  S)(*j. 


(*)  Les  résultats  énonces  sous  les  n°'  1,2,    4  >   ^  et  6  peuvent  être  évidem- 
ment obtenus  et  (.lénioiitrcs   par  la   Géométrie  descriptive ,    sans  avoir  recours 
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Cul a  posé  ; 

Les  résultais  suivants  deviennent  évidents  et  peuvent  être  facile- 
ment énoncés  sous  forme  de  théorèmes  (*). 

1.  Étant  donné  un  ellipsoïde  A,  dont  les  demi-axes  seront  A,B,D, 
construisons  un  ellipsoïde  A'  concentrique  et  semblable,  et  sembla- 
blement  placé  par  rapport  à  la  surface  A;  les  demi-axes  de  A'  étant 

A  --^=-     ,     E  -^       ,     D  --^. 

1/21    I  1/21    I  l/ai 

Concevons  un  diamètre  A'  de  A  perçant  cette  surface  en  un  point 
a  ,  par  ce  point  a'  menons  un  plan  T'  tangent  à  l'ellipsoïde  K' ,  le 
point  de  contact  étant  t'. 

Le  plan  T'  coupera  A  suivant  une  ellipse  E'  dont  le  centre  sera 
en  t'. 

Si  l'on  inscrit  à  E'  le  triangle  ayant  un  de  ses  sommets  en  a' ,  et 
pour  centre  de  gravité  le  point  t'  (désignant  par  b'  et  d'  les  deux 
autres  sommets  du  triangle  t').  Les  trois  diamètres  passant  par  les 
points  a',  b' ,  d' ,  formeront  un  système  de  diamètres  conjugués  de 
la  surface  A. 

2.  Par  le  point  a'  on  peut  mener  une  infinité  de  plans  tangents  à 
la  surface  A';  ces  plans  auront  pour  surface-enveloppe  un  cône  G' 
(avant  a'  pour  sommet)  tangent  à  A'  suivant  une  ellipse  g'. 

Dès-lors,  on  aura  une  infinité  de  systèmes  de  diamètres  conjugués, 
ayant  en  commun  le  diamètre  A';  dès-lors,  les  extrémités  des  dia- 
mètres conjugués  formant  chaque  système  ,  seront  les  sommets  de 
triangles,  ayant  tous  le  point  a'  pour  sommet  commun,  et  le  centre 
de  Ejraviîé  de  chacun  de  ces  triangles,  sera  situé  surl'ellipse  g' . 

3.  Si  l'on  mène  un  plan  T  tangent  à  l'ellipsoïde  intérieur  A',  ce 
plan  coupant  l'ellipsoïde  A  suivant  une  ellipse  E;  si  l'on  inscrit  à  l'el- 

à  Vanaljse;  mais  le  résultat  énoncé  sous  le  n°  3,  n'a  été  jusqu'à  présent  obtenu 
qu'au  moyeu  de  l'analyse;  plus  loin  nous  y  parviendrons  au  moyen  de  la  Géc- 
métric  descriptive. 

{*)  La  plupart  de  ces  théorèmes  sont  déjà  connus.  Mais  le  mode  de  démonstra- 
tion dont  je  fais  usage  offre  quelques  dissemblances  avec  celui  qui  avait  été  em- 
ployé. {Voir  le  Mémoire  de  M.  Chasles,  tome  III  de  la  Correspondance  sur 
V École  Polytechnique,  publiée  par  Haclictte.  ) 
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lipse  E,  les  divers  triangles  6,  G',  6',  etc.,  ayant  leur  ceiiirc  de 
gravité  au  centre  de  la  courbe  E,  cliaciui  de  ces  triangles  sera  la  base 
d'une  pyramide,  ayant  son  sommet  au  centre  de  la  surface  ?.  et  dont 
les  trois  arêtes  se  croisant  au  sommet ,  formeront  un  système  de 
diamètres  conjugues  de  celte  surface. 

4.  Étant  donnes,  trois  demi-diamètres  conjugues  A',  B' ,  D',  de 
l'ellipsoïde  A;  de'siguant  par  a' ,  h' ,  ci' ,  les  points  en  lesquels  la  sur- 
face se  trouve  percée  par  ces  demi-diamètres,  désignant  par  G'  le 
cône  tangent  à  l'ellipsoïde  A',  et  dont  le  sommet  est  en  a'  ;  désignant 
par  h'  l'ellipse,  section  du  cône  G'  par  le  plan  Q,  lequel  passe  par 
les  deux  autres  demi-diamètres  B'  et  D',  on  aura  les  résultats  suivants  : 

Tout  plan  P  langent  au  cône  G',  coupera  l'ellipsoïde  A  suivant  une 
ellipse  E  qui  se  projettera  (par  un  cylindre  parallèle  au  diamètre  A'), 
sur  le  plan  Q  suivant  une  ellipse  E'. 

Toutes  les  ellipses  E'  auront  même  aire. 

Chaque  ellipse  E'  aura  son  centre  situé  sur  l'ellipse  /r'et  passera  par 
le  centre  de  la  surface  A. 

Le  triangle  «',  h' ,  d' ,  se  projettera  (au  moyeu  du  même  mode  de 
projection  oblique),  sur  le  plan  Q  suivant  un  triangle  T'  dont  le 
centre  de  gravité  sera  silué  au  centre  de  l'ellipse  E'. 

Tous  les  ti-iangles  T'  auront  même  aire. 

5.  En  se  rappelant,  i°  que  l'aire  du  parallélogramme  construit 
sur  deux  demi-diamètres  conjugués  d'une  ellipse  est  constante  et 
égale  à  celle  du  rectangle  construit  sur  les  demi-axes  de  cette  courbe; 
2°  que  le  volume  du  parallélépipède  oblique ,  construit  sur  trois 
demi-diamètres  conjugués  d'un  ellipsoïde,  est  constant  et  égal  à  celui 
du  parallélépipède  rectangle,  construit  sur  les  trois  demi-axes  de 
cette  surface,  on  voit  de  suite  que  : 

1°,  Toutes  les  pyramides  ayant  pour  sommet  commun  le  poiut  a 
et  pour  base  les  divers  triangles  T',  auront  même  volume  \  . 

2°.  Tous  les  cônes  ayant  pour  sommet  commun  le  point  a'  et 
pour  base  les  diverses  ellipses  E' ,  auront  même  volume  V,,  et  les 
volumes  V  et  \',  seront  constants,  quel  que  soit  le  système  de  diamè- 
tres conjugués  que  l'on  emploiera,  et  cou-erveront  la  même  valeur, 
en  passant  d'un  systènie  de  diamètres  conjugués,  à  un  autre  système 
de  diamètres  conjugués. 
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6.  SI  l'ou  mène  un  plan  tangent  P  à  l'ellipsoïde  A'  lequel  coupera 
la  surface  A  suivant  une  ellipse  E;  si  du  centre  de  l'ellipsoïde  A,  on 
abaisse  sur  le  plan  P  une  perpendiculaire  i' ,  on  aura  r.E=const.=a  , 
quelle  que  soit  la  position  du  plan  P.  En  d'autres  termes:  les  cônes 
ayant  leur  sommet  au  centre  de  l'ellipsoïde,  et  pour  base  les  diverses 
sections  planes  E,  auront  des  volumes  égaux,  et  si  l'on  inscrit  et 
circonscrit  à  l'ellipse  E,  deux  triangles  6  el  9,,  ayant  leur  centre  de 
gravité  situé  au  centre  de  la  courbe  E,  on  aura 

('.6  =  constante  z=:  C     et     i'.G,  =  constante  =  y. 

En  d'autres  termes  :  les  pyramides  ayant  leur  sommet  au  centre 
de  l'ellipsoïde,  et  pour  base  les  divers  triangles  inscrits  6,  auront  des 
volumes  égaux;  et  les  pyramides  ayant  leur  sonuuet  au  centre  de 
l'ellipsoïde  et  pour  base  les  divers  triangles  circonscrits  G,  auront 
aussi  des  volumes  égaux. 

-.  Et  comme  la  pyramide  qui  a  son  sommet  au  centre  de  l'ellip- 
soïde A ,  et  pour  base  le  triangle  6  (inscrit  à  l'ellipse  E),  est  la  même 
que  celle  qui  a  son  sommet  au  point  a',  extrémité  du  demi-diamètre 
A',  et  pour  base  le  triangle  T'  (inscrit  à  l'ellipse  E'  projection  oblique 
de  l'ellipse  E). 

Et  comme  la  pyramide  (a' ,  T'j  est  le  sixième  du  parallélépipède 
oblique  construit  sur  les  demi-diamètres  conjugués.  On  aura  :  le  vo- 
lume de  chacune  des  pyramides  telles  que  {a' ,  T')  ou  (o ,  6)  égal  à 
fi.A.B.D),  égal  au  sixième  du  parallélépipède  construit  sur  les  demi- 
axes  de  l'ellipsoïde  A. 

Et  comme  le  volume  du  cône  (a',  E')  ou  (o,  E)  est  au  volume  de 
la  pyramide  inscrite  ::  ^tt  :  x/ay.  Le  volume  du   cône  {a' ,  E')  ou 

,     ,  .    /2«-     A.B.D\  2T     A.B.D 

(0,  E)  sera  égal  a  (y  .  -j^)  .     ou     =  -  .  -^ . 


A.B.D\  ■îT     A.B.D 

T  * 


I.  Soit  ^,  +  ^  -f  ^,  =   . 
l'équation  d'un  ellipsoïde  A  rapporté  à  ses  axes  et  à  son  centre. 


Soit   ^  +  7 
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L'ëquatioa  d'un  plan  P  passant  par  les  extrémités  des  trois  demi- 
axes  positifs  de  la  surface  A. 

Si,  l'ellipse  E  section  faite  dans  la  surface  X  par  le  plan  P,  a 
son  centre  situé  au  centre  de  gravité  du  triangle  T  formé  par  les  traces 
du  plan  P  sur  les  trois  plans  des  coordonnées  rectangulaires ,  alors  : 
la  projection  orthogonale  de  l'ellipse  E  sur  l'un  quelconque  des 
trois  plans  des  coordonnées  rectangulaires ,  aura  son  centre  situe 
au  centre  de  gravité  de  la  projection  orthogonale  du  triangle  T  sur 
le  même  plan  des  coordonnées.  Et  vice  versa. 

En  effet  : 

L'équation  de  la  projection  de  la  courbe  E  sur  le  plan  des  xjr  sera 

■■^  +  f:  +  ^----Ç=  o. 

a"     '      y'     '      ao  a  b 

Les  coordonnées  de  son  centre  seront  déterminées  par  les  deux 
équations 


+  1-   I  =o. 


2J- 
b 


d'où        y  =  \h     et     x  ■=.  \a. 
Donc,  etc. 

IL  Désignant  par  a! ,  b' ,  d' ,  les  longueurs  de  trois  demi-diamètres 
conjugués  de  l'ellipsoïde  A,  et  prenant  ces  diamètres  pour  axes  des 
coordonnées  obliques,  l'équation  de  cette  surface  (en  coordonnées 
obliques),  sera 

^  +  6^  +  7--  —  '  ' 

et  l'équation  d'un  plan  P'  (rapporté  aux  mêmes  coordonnées  obli- 
ques), en  passant  par  les  extrémités  des  trois  demi-diamètres  conju- 
gués ,  sera 

d        ^         b'        ^  d  ^^ 

L'équation  (en  coordonnées  obliques),    de  la   projection  oblique 
sur  le  plan  x'f  de  la  section  faite  dans  la  surface  A  par  le  plan  P' , 

Tome  m.  —Mars  r838. 
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sera 

g-,  -t-   ^'^    t-   ^.^.  ^/  ^.   —   O, 

et  l'on  trouvera   pour  les  coordonnées  obliques  du  centre  de  cette 
projectioa 

y  =  ^b'     et     x'  =  ia'. 
Ainsi  l'on  pourra  facilement  vérifier  par  l'analyse ,  les  divers  résul- 
tats auxquels  nous  sommes  parvenus  précédemment ,  en  employant 
(seulement)  la  méthode  des  projections,  la  Géométrie  descriptive. 

III.  Étant  donné  un  ellipsoïde  A;  en  un  point  m  de  cette  surface, 
on  mène  le  plan  tangent  T ,  lequel  coupe  les  axes  (prolongés)  de-  la 
surface  A  respectivement  aux  points  A,  B,  D;  on  demande  cjuclle 
position  doit  avoir  le  point  m  sur  l'ellipsoïde  pour  que  l'aire  du 
triangle  ABD  soit  un  minimum. 


Soit 


L'équation  de  relllpsoïde  A  rapportée  à  ses  axes  et  à  son  centre. 

Désignant  par  x' ,  j' ,  z' ,  les  coordonnées  du  point  m,  l'équation 
du  plan  T  sera 

les  coordonnées  du  point  en  lequel  le  plan  T  coupe 

l'axe  des  x ,    seront  :    ^'  =  0,     z  =  o,     a:  =  — , 

1'  A  ^" 

1  axe  des  y ,  jc  =  o  ,     z  ^  o,     y  =  —,, 


l'axe  des  z,  a?  =  o,     7  = 


L'aire  du  triangle  ABD  est  égale  à  celle  de  sa  projection  sur  le  plan 
xy,  divisée  par  le  cosinus  de  l'angle  a,  que  le  plan  T  fait  avec  ce 
même  plan  coordonné. 

L'aire  de  la  projection  du  triangle  ABC  est  égale  à 


2.x  J 


Le  cosinus  de  l'angle  a  = 


v/S 


z'" 
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on  aura  donc,  en  représentant  par  S  l'aire  du  triangle  ABD, 

S  sera  un  minimum  ,  si  S'  est  un  minimum. 
Et  l'on  trouve  que  le  minimum  existe,  lorsque 

.  _       a  .  _      l>  ,  _    J_ 

^    -     73'     -^    ~    V^'      "    ~    1/3' 
la  surface  du  triangle  minimum  est  exprimée  par 


S  =  -  \  a^'b^  A-  b'd'  +  a'd'. 
1 

Les  valeurs  trouvées  pour  les  coordonnées  x  ,  y\  d ,  du  point  de 
contact  m,  lorsque  le  triangle  ABD  est  un  minimum,  sont  précisé- 
ment celles  du  centre  de  gravité  de  ce  triangle. 

Et  le  plan  tangent  T ,  se  trouve  dès-lors  parallèle  au  plan  passant 
par  les  extrémités  des  trois  demi-axes  de  l'ellipsoide  A. 

Les  mêmes  conditions  subsisteront ,  et  l'on  obtiendra  des  résviltats 
semblables  ,  lorsque  l'on  considérera  l'ellipsoïde  X ,  comme  rapporté 
à  son  centre  et  à  trois  diamètres  conjugués  pris  pour  axes  des 
coordonnées  obliques. 

On  peut  demander  1°  quel  est  le  triangle  dont  l'aire  est  un  mini- 
mum ou  un  maximum  ,  entre  tous  ceux  formés  par  les  extrémités 
des  divers  systèmes,  de  trois  diamètres  conjugués. 

Eu  se  rappelant  ce  qui  a  été  dit  n°  II,  il  suffira  de  mener  à  l'ellip- 
soïde A'  (intérieur  et  concentrique  à  la  surface  A),  un  plan  tangent  T 
à  l'extrémité  de  son  grand  axe,  ce  plan  T  coupera  l'ellipsoïde  A  sui- 
vant une  ellipse  E,  et  chaque  système  de  diamètres  conjugués,  ayant 
pour  extrémités  les  sommets  des  divers  triangles  inscrits  à  l'ellipse  E, 
et  ayant  leur  centre  de  gravité  au  centre  de  cette  courbe,  résoudra 
la  question  du  minimum.  La  question  du  maximum  sera  résolue 
par  les  triangles  inscrits  à  l'ellipse  E'  ,  section  de  l'ellipsoïde  A  par 
le  plan  T',  tangent  à  l'ellipsoïde  A'  à  l'extrémité  de  son  petit  axe. 

2*.  Déterminer  le  système  de  diamètres  conjugués,  pour  lequel  le 
triangle  base  de  la  pyramide  sera  équilatéral. 

Construisant  un  plan  P  tangent  à  l'ellipsoïde  intérieur  A' ,  et 
coupant  l'ellipsoïde  A  suivant  un  cercle  C. 
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Tous  les  triaugles  inscrits  à  un  cercle  C  ,  et  ayant  leur  centre  de 
gravité  au  centre  de  ce  cercle  seront  équilatéraux,  et  les  trois  dia- 
mètres passant  respectivement  par  les  sommets  de  chacun  des  trian- 
gles inscrits,  formeront  un  système  satisfaisant  à  la  question  pro- 
posée. 

Si  l'ellipsoïde  est  de  révolution,  alors  la  construction  précédente 
conduit  à  divers  systèmes  de  diamètres  conjugués  égaux  ;  ainsi  un 
ellipsoïde  de  révolution  a  une  infinité  de  systèmes  de  diamètres  con- 
jugués égaux,  et  les  trois  angles  que  ces  diamètres  font  deux  à  deux, 
sont  égaux  entre  eux. 

La  base  de  la  pyramide  formée  par  chaque  système,  sera  i°  un  mi- 
nimum, si  la  surface  est  allongée  (l'ellipse  méridienne  tournant  autoui- 

de  son  grand  axe).  Cette  base  sera  2°  un  maximum,  si  l'ellipsoïde  est 
aplati  (l'ellipse  méridienne  ayant    tourné   autour  de  son  petit  axe). 

IV. 

Jusqu'à  présent  le  résultat  obtenu  par  le  mode  de  transformation 
employé  n°  II,  pour  déformer  une  sphère  en  un  ellipsoïde,  n'a  été 
démontré  que  par  1  analyse. 

Ainsi  ayant  l'équation  d'une  sphère 

^'  +7'  +  -■'  =  R% 
on  a  remplacé  x  par  Mr' ,  y  par  ISj' ,  z  par  Pz' ,  M  ,  N  ,  P  ,  étant  des 
constantes  arbitraires  (M:=acosa,  N  =  ècosê,  Y-=.dzosy,  a, 
C,  y,  étant  des  angles  constants). 
Et  l'on  a  obtenu  l'équation 

M*x'''  +  N'/'*  H-  P';>  =  K% 

qui  est  celle  d'un  ellipsoïde  à  trois  axes,  rapportée  à  trois  axes  obli- 
ques X',  Y',  Z',  et  tels  que  les  angles  XX'  =  a,  YY'=e,  ZZ'=y. 

Il  ne  serait  peut-être  pas  sans  intérêt,  pour  la  Géométrie  descrip- 
tive, de  pouvoir  parvenir  à  démontrer  ce  résultat  par  une  méthode 
purement  graphique,  et  en  harmonie  avec  celle  des  projections. 

Ainsi,  il  faudrait  pouvoir  démontrer  graphiquement,  qu'un  plan 
(quelle  que  soit  sa  direction)  coupera  toujours  la  surface  transformée 
de  la  sphère,  suivant  une  ellipse. 

On  le  pourra  au  moyen  du  théorème  suivant  dont  je  vais  donner 
a  démonstration. 
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On  coupe  deux  surfaces  inconnues  par  un  plan,  on  obtient  deux 
courbes  X  et  X'  dont  la  nature  est  inconnue;  mais  l'on  sait  : 

1°.  Que  toute  sécante  telle  que  A,  parallèle  à  une  droite  fixe  K  , 
a  ses  parties  interceptées  égales  et  qu'ainsi,  on  a 
hb'  =  aa'; 

2°.  Que  toute  sécante  telle  que  B  passant  par  un  point  fixe  f ,  a 
ses  parties  interceptées  égales  et  qu'ainsi  on  a 

ee'  =  dd'. 

Dès-lors,  les  deux  courbes  X  et  X'  sont  deux  sections  coniques 
semblables,  et  semblablement  placées  et  concentriques.  Ainsi,  ces 
deux  courbes  sont  :  deux  ellipses  ou  deux  hyperboles  (dont  les  axes 
sont  proportionnels),  ou  deux  paraboles  (égales  et  ayant  la  même 
droite  pour  axe  infini). 

En  efïet,  par  un  point  arbitraire  /;'  (pi.  I,  fig.  2)  de  la  courbe  X', 
menons  la  droite  A  parallèle  à  la  droite  fixeK;  par  ce  même  point  b' , 
menons  la  droite  B'  passant  par  le  point  fixe  f. 

A  coupera  la  courbe  X  aux  points  b  et  a ,  et  la  courbe  X'  aux 
points  b'  et  a'. 

B  coupera  la  courbe  X  aux  points  g^ et  n,  et  la  courbe  X'  aux  points 
b'  et  Ji'. 

Menons  par  g'  la  droite  A'  parallèle  à  la  droite  K. 

A'  coupera  la  courbe  X  aux  points  g  et  m , 

et  coupera  la  courbe  X  aux  points  d'  et  m' . 

Par  le  point  d'  menons  B  passant  par  le  point  f  et  coupant  la 
courbe  X  aux  points  d  ei  e  et  la  courbe  X'  aux  points  d'  et  e' . 

Cela  posé  : 

Par  5  points,  on  peut  faire  passer  une  section  conique,  et  l'on  nen 
peut  faire  passer  qu'une. 

Il  passera  donc  une  section  conique  E  par  les  5  points  b,  g,  d,  a,  n. 

Il  passera  donc  une  section  conique  E'  par  les  5  points  b',  d' ,  m'  a! ,  e'. 

On  sait  que  deux  sections  coniques  semblables,  et  semblablement 
placées  et  concentriques  jouissent  de  la  propriété  suivante  : 

Savoir  :  que  toute  sécante  a  ses  parties  interceptées  par  les  deux 
courbes,  égales  entre  elles. 

Si  donc,  les  deux  sections  coniques  E  et  E'  sont  semblables  et 
semblablement  placées  et  concentriques,  i"  la  courbe  E  passera  par 
les  7  points  b,  g,  d,  a,  ?i,  m,e. 
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1°.  La  courbe  E'  passera  par  les  6  points  h' ,  d' ,  m' ,  a,  e' ,  n', 

puisque  par  hypothèse,  on  a 

gd'  =  m' m ,     gb'  =  Ji'n ,     dd"  =  e'e. 

Si,  parle  point  fixe  y,  on  fait  passer  une  nouvelle  se'cante  B' ,  on 

aura  par  hypothèse  : 

W'  =  PP'- 
On  pourra  faire  passer   une  section  conique  E,  par  les  5  points  b , 

g,p,  a,  n. 

On  pourra  faire  passer  une  section  conique  E,  par  les  5  points  b' , 
d',p',a',q'. 

Si  les  deux  courbes  E,  et  E,'  sont  semblables  et  semblablement 
placées  et  concentriques,  la  courbe  E,  passera  par  les  7  points  Z>,  g-,  p, 
a,  n,m,q;et  la  courbe  E,'  passera  par  les  G  points  b',  p',  m',  a,  q',  n'. 

Les  deux  courbes  E  et  E,  auront  donc  5  points  communs,  ainsi 
que  les  deux  courbes  E'  et  E,'  ;  dès-lors  E,  ne  sera  autre  que  la  courbe 
E,  et  E,'  ne  sera,  aussi,  autre  que  la  courbe  E'. 

Si  donc,  les  deux  sections  couiques  E  et  E'  sont  semblables  et 
semblablement  placées  et  concentriques,  la  première  aura  tous  ses 
points  situe's  sur  la  courbe  X,  et  la  seconde  aura  aussi,  tous  ses  points 
situe's  sur  la  courbe  X'. 

Les  deux  courbes  X  et  X'  seront  donc  deux  sections  coniques , 
semblables  et  semblablement  placées  et  concentriques. 

Or,  l'on  peut  démontrer  1°  que  5  points  déterminent  une  section 
conique,  et  2°  que  deux  sections  coniques  semblables  et  semblable- 
ment placées  et  concentriques ,  interceptent  sur  une  sécante  arbitraire 
des  parties  qui  sont  égales  entre  elles,  en  n'employant  que  la  mé- 
thode des  projections,  sans  avoir  recours  à  Y  Analyse  ;  le  théorème 
précédent  se  trouve  donc  établi  par  la  seule  méthode  des  projections. 

Cela  posé  : 

Imaginons  une  sphère  S  ,  et  transformons-la  par  la  méthode  dé- 
crite n°  II,  en  une  surface  ->..  La  nature  de  la  surface  A  nous  est  in- 
connue ;  mais  il  est  évident  que  par  ce  mode  de  transformation  , 
une  droite  se  transforme  en  une  droite,  un  plan  en  un  plan,  et  que 
5  points  en  ligne  droite  se  transforment  en  5  points  aussi  en  ligne  droite 
et  dont  les  rapports  entre  leurs  distances  respectives,  sont  les  mêmes 
que  ceux  qui  existaient  entre  les  distances  respectives  des  5  points 
primitifs. 
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Concevons  une  sphère  S'  concentrique  à  la  prenoière,  et  transfor- 
mons-la par  le  même  mode  en  une  surface  A'. 

11  est  évident  que  les  sphères  S  et  S'  étant  concentriques ,  les  sur- 
faces A  et  a'  le  seront  aussi. 

Coupons  les  deux  sphères  S  et  S'  par  un  plan  arbitraire  P  suivant 
deux  cercles  concentriques  C  et  C  ;  le  plan  P  se  transformera  en  un 
plan  P,  et  les  deux  cercles  C  et  C  en  deux  courbes  E  et  E'  situées  sur 
le  plan  P,. 

Je  dis  que  les  deux  courbes  transformées ,  E  et  E'  ne  sont  autres 
que  deux  ellipses  semblables  et  semblablement  placées  et  concen- 
triques. 

En  effet  : 

11  est  évident  d'abord  que  la  transformée  d'un  cercle ,  ne  peut 
être  qu'une  courbe  fermée;  ensuite  que  cette  transformée  ne  peut 
être  qu'une  courbe  ajanl  un  centre. 

Cela  posé  : 

Concevons  dans  le  plan  P  un  faisceau  A ,  de  droites  parallèles 
entre  elles,  et  un  faisceau  B  de  droites  divergentes  d'un  point  fixe  f; 
toutes  les  droites  du  faisceau  A  se  transformeront  en  un  faisceau  A' , 
de  droites  parallèles  entre  elles;  toutes  les  droites  du  faisceau  B  se 
transformeront  en  un  faisceau  B',  de  droites  divergeant  d'un  point 
fixe  f  (ce  point  f  est  le  transformé  au  point  f). 

Les  parties  interceptées  par  les  cercles  C  et  C  sur  chacune  des 
droites  composant  les  deux  faisceaux  A  et  B  sont  égales  entre  elles; 
les  parties  interceptées  par  les  deux  courbes  E  et  E'  sur  chacune  des 
droites ,  composant  les  deux  faisceaux  A'  et  B'  seront  donc  aussi 
égales  entre  elles. 

Donc  les  deux  courbes  E  et  E'  sont  deux  sections  coniques  sembla- 
bles et  semblablement  placées  et  concentriques;  mais  elles  sont  des 
courbes  fermées,  donc  elles  sont  des  ellipses. 

Ainsi  tout  plan  (quelle  que  soit  sa  direction) ,  coupera  la  surface 
A  suivant  une  ellipse;  donc  la  surface  A  est  un  ellipsoïde. 


Toutes  les  surfaces  du  second  ordre,  peuvent  être  engendrées  de 
deux  manières  différentes,  et  les  deux  modes  de  génération,  sont 
identiquement  les  mêmes  pour  chacune  de  ces  surfaces. 
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Aiusi  :  pour  l'ellipsoïde  par  exemple  : 

i"  Mode  de  généra tiou. 

Étant  donnée  une  ellipse  E  sur  le  plan  horizontal  ,  une  verticale  D 
passant  par  le  centre  o  de  la  courbe  E,  prenant  un  point  fixe  a  sur 
D,  on  peut  concevoir  une  ellipse  mobile  E',  ayant  son  centre  en  o, 
et  pour  l'un  de  ses  axes,  la  longueur  (constante)  oa,  l'autre  axe 
(variable)  étant  l'un  des  diamètres  de  l'ellipse  E. 

2'  Mode  de  génération. 

Étant  donnés  trois  axes  X,   Y,  Z,   rectangulaires  entre  eux  et  se 
croisant  en  un  point  o,  portant  sur  chacun  d'eux  à  droite  et  à  gauche 
du  point  0  des  distances  égales  entre  elles,  savoir  sur  X  des  longueurs 
égales  à  a,  sur  Y  des  longueurs  égales  à  h  ,  sur  Z  des  longueurs  égales 
à  d.  Construisant  trois  ellipses  E,  E,,  E,,   ayant  pour  centre  com- 
mun le  point  o ,  et  dont  les  demi-axes  seront 
a  ei  b  (pour  E), 
a  et  d  (pour  E,), 
b  çt  d  (pour  Ej); 

on  peut  concevoir  que  les  deux  courbes  E  et  E,  restent  fixes,  et  que 
la  courbe  E»  se  meuve  parallèlement  à  elle-même,  et  de  manière  à 
ce  qu'elle  varie  de  grandeur,  ces  axes  étant  successivement  les  coor- 
données des  courbes  E  et  E,. 

Or,  au  moyen  du  théorème  précédemment  établi ,  il  est  facile  de 
démontrer  que  tout  plan  (quelle  que  soit  sa  direction),  coupera  tou- 
jours la  surface  engendrée  par  l'un  ou  l'autre  des  deux  modes  ci- 
dessus,  suivant  une  section  conique,  et  il  sera  facile  de  reconnaître 
la  nature  de  cette  section  conique  ,  en  n'employant  d'autres  moyens 
que   ceux    fournis  par  la   Géométrie  descriptive. 

Et  en  s'appuyant  sur  cette  propriété  fondamentale  que  toutes  les 
sections  planes  sont  des  coniques ,  il  est  facile  de  trouver  par  la 
Géométrie  descriptive  seule,  les  diverses  autres  propriétés  dont  jouis- 
sent les  surfaces  du  second  ordre,  lesquelles  n'ont  encore  été  dé- 
montrées, qu'au  moyen  de  l'analyse  de  Descartes,  dans  les  traités 
publiés  sur  la  géométrie  à  trois  dimensions. 
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SUITE  DU  MÉMOIRE 

Sur  la  Réduction  de  l intégration  des  Equations  différen- 
tielles partielles  du  premier  ordre  entre  un  nombre  quel- 
conque de  x>ariables  h  l'intégration  d'un  seul  système 
d'équations  différentielles  ordinaires  ; 

Par  m.  JACOBI  (*). 


VIII. 

Sous  avons  vu  dans  ce  qui  précède  que  pour  le  cas  du  mouve- 
ment d'un  système  libre  de  n  points  matériels,  sur  lesquels  n'agissent 
que  des  forces  intérieures  d'attraction  ou  de  répulsion ,  le  système 
de  5n  équations  diflërentielles  ordinaires  du  second  ordre  est  lem- 
placé  parfaitement  par  une  seule  équation  différentielle  partielle, 
dont  on  n'a  besoin  de  connaître  qu'une  solution  complète  quelcon- 
que. Il  s'agit  maintenant  de  savoir  quels  moyens  l'analyse  possède 
pour  trouver  une  telle  solution,  et  si,  d'après  l'état  actuel  de  nos 
connaissances,  on  a  gagné  quelque  chose  par  une  telle  réduction. 

Tout  ce  qu'on  connaît  d'essentiel  sur  l'intégration  des  équations 
différentielles  partielles  du  premier  ordre  est  contenu,  je  crois,  dans 
les  leçons  de  Lagrange  sur  le  calcul  des  fonctions  ,  et  dans  un 
Mémoire  de  Pfaff ,  inséré  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  des 
Sciences  de  Berlin ,  année  i8i4-  Lagrange  borne  ses  recherches  aux 
équations  différentielles  partielles  du  premier  ordre  à  trois  varia- 
bles ,  l'une  de  ces  variables  devant  être  déterminée  en  fonction  des  deux 
autres  considérées  comme  indépendantes.  Quant  à  la  méthode  de 
Pfaff,   qui  s'étend    aux    équations  différentielles   partielles  du  pre- 

(*)  La  première  partie  de  ce  mémoire  a  été  imprimée  dans  le  cahier  de  février. 
Voyez  page  60  de  ce  volume.  (J.   Liouville.  ) 
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mier  ordre  à  un  nombre  quelconque  de  variables,  j'ai  essayé,  dans 
le  vol.  II  du  Journal  de  M.  Crelle,  de  l'exposer  d'une  manière  plus 
symétrique  et  plus  claire,  sans  cependant  y  ajouter  quelque  chose 
d'essentiellement  nouveau.  Pfafl'  quitte  la  marche  que  Lagrange  a 
suivie,  parce  qu'elle  lui  semble  sujette  à  des  difficultés  insurmonta- 
bles, quand  on  l'applique  à  des  équations  à  plus  de  trois  variables. 
II  considère  le  problème  sous  un  point  de  vue  tout  nouveau ,  comme 
un  cas  spécial  d'un  problème  beaucoup  plus  général  qu'il  réussit  à 
résoudre. 

Soit  ce  une  fonction  des  n  variables  x, ,  x^, .  .  .  a;,  el  p,,  p,,---  p.f 
les  coefficients  difFérentiels  partiels  de  cette  fonction  pris  par  rap- 
port à  ces  variables;  l'expression  la  plus  générale  d'une  équation  diffé- 
rentielle partielle  du  premier  ordre  à  /«  -f-  i   variables  est  de  la  forme 

o  =  (p  (x,  X,,  x^,.  .  .    X,,  p,,  /?,,..•   /^)- 

D'après  cette  équation /?,  est  une  fonction  des  2/i  quantités  x,x,, 
X, , .  .  .    X, ,  p, ,   Pj,.  •  .   p.-,  •■  il  s'agit  donc  d'intégrer  l'équation 

dx  =  p,dx,  -\-pJx^  -4-.  .  .+  /^,_,c^x„_,  +  p„dx^  , 

qui  a  lieu  entre  ces  an  quantités ,  et  d'y  satisfaire  par  un  système  de  « 
équations.  En  effet,  .r  étant  fonction  de  x, ,  x,,...  x,,  les  coeffi- 
cients différentiels  partiels  de  x,  pris  par  rapport  à  ces  variables, 
sont  eux-mêmes  des  fonctions  de  ces  quantités ,  ou  bien  il  y  a  entre 
les  2n+T  quantités  a: ,  x,,  x, ,...  x,,  p,,  p., .  .  .  />,,  un  nombre 
ii-\-  \  d'équations  ,  dont  l'une  <p=.  o  est  donnée  ,  de  sorte  qu'après 
avoir  exprimé  />,  en  fonction  des  autres  quantités  à  l'aide  de  cette 
équation  ,  il  reste  encore  à  ti  ouver  n  équations  entre  les  2rt  quantités 
X,  X,,  X, ,.  .  .  X, ,  p, ,  p, , , .  .  p,_,  ,  qui  doivent  satisfaire  à  I  équa- 
tion diÛërentielle  proposée.  Pfaff  considère  la  forme  la  plus  générale 
d'une  équation  différentielle  linéaire  ordinaire  du  premier  ordre  entre 
les  2«  variables  x,  x,,  x, ,...   x„_,  ,  savoir 

o  =  Xf/x  +  X,r/x,  -{-.... -f-  X„_,(ix„_,, 

où  X,  X,,.  .  .  X„_,,  sont  des  fonctions  quelconques  de  ces  2«  va- 
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riables.  Cette  équation  se  réduit  à  la  précédente  dans  le  cas  particu- 
lier où  l'on  a 

X,+,  =  X„^,  =.  .  .=  X„_,  =  o, 

po'irvu  quon   remplace  en  outre  — :^ ,  —    v"'-'* x'   P'^'" 

quantités  p,,  /»,,...  p„,  en  considérant  p,,  p,,.  . .  .  /?,_, ,  ainsi  que 
jc, ,  x,,. . .  a:,_, ,  comme  variables  indépendantes  ,  et  p„  comme 
une  fonction  donnée  de  ces  quantités  ;  de  sorte  que  les  coefficients  p, , 
Pty  Pm-t,  tiennent  lieu  des  n  —  i  variables  indépendantes  Jr,^, , 
■a:",^.. ,...  x..„^,.  Pfatf  se  propose  ensuite  d'exprimer  les  2h  varia- 
bles en  fonction  d'une  seule  d'entre  elles,  j:„_,  par  exemple,  et 
de  2n  —  I  autres  quantités  a,,  rt,,...  «.,_,,  tellement  choisies 
qu'en  introduisant  dans  l'équation  difféi'entielle 

o   =  Hdx  -j-  X.rfx,   -{-...4-  X,,_,<ilr„_, 

ces  nouvelles  variables,  l'expression  qui  multiplie  dx„_,  s'éva- 
nouisse, et  que  la  quantité  x„_^  ne  se  trouve  dans  les  expressions 
qui  multiplient  les  autres  différentielles  <Ya, ,  da^,...  da^,_,,  quen 
facteur  commun.  Cela  étant,  après  la  division  par  ce  facteur  commun, 
l'équation  différentielle  se  réduira  à  une  autre  h  zn —  i  variables 
a,,  fl, ,. . .  fl,,_,.  L'auteur  démontre  que  cette  réduction  est  toujours 
possible,  et  qu'on  trouve  les  substitutions  qui  conviennent  à  ce  but, 
en  intégrant  complètement  un  certain  système  de  2?i —  i  équations 
différentielles  ordinaires  du  premier  ordre  aux  2n  variables  x,  x,,. . . 
•Xi,_,  :  les  expressions  des  constantes  arbitraires  en  x,  x,,. .  .x„_,, 
telles  qu'elles  sont  données  par  ces  2« —  i  équations  intégrales,  sont 
les  nouvelles  quantités  a,,  a,,...  «„_,,  qu'on  doit  introduire.  On  a 
donc  ce  théorème  remarquable,  qu'une  équation  différentielle  linéaire 
ordinaire  quelconque ,  à  un  nombre  pair  de  variables,  peut  toujours 
être  réduite  à  une  autre  qui  ne  contient  qu'un  nombre  de  variables 
impair  moindre  d'une  unité.  Mais  on  ne  peut  pas  transformer  de  la 
même  manière,  une  équation  semblable  et  à  un  nombre  impair  de 
variables,  dans  une  autre  à  un  nombre  pair  de  variables  moindre 
d'une  unité;  à  moins  que  les  coefficients  de  l'équation    différentielle 
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proposée  ne  satisfassent  à  une  certaine  équation  de  condition.  Afin 
de  pouvoir  appliquer  le  théorème  à  une  réduction  ultérieure, 
Pfaff  égale  donc  une  des  quantités  introduites  fl„_,  à  une  cons- 
tante :  l'équation  différentielle  ne  contient  alors  que  zn  —  2  varia- 
bles ,  qu'il  réduit  d'après  la  même  méthode  à  une  autre,  conte- 
nant 2«  —  3  variables  b,,  b^,..,  b„_i;  puis  il  égale  b^„_^  à 
une  constante,  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  qu'à  la  fin  le  problème 
soit  réduit  à  une  équation  différentielle  ordinaire  du  premier  ordre 
a  deux  variables,  dont  l'intégration  introduit  encore  une  constante 
arbitraire.  De  manière  que  Pfaff  intègre  l'équation  différentielle 
proposée  en  égalant  successivement  «expressions  «„_,,  b^„_3,  etc., 
à  des  constantes  arbitraires,  ou,  en  autres  termes,  il  démontre 
qu'une  équation  différentielle  linéaire  ordinaire  du  premier  ordre 
à  2«  variables,  peut  être  intégrée  par  un  système  de  n  intégrales 
finies,  contenant  n  constantes  arbitraires.  Connaissant  un  tel  système, 
Pfaff  en  déduit  la  solution  la  plus  générale  au  moyen  d'une  fonc- 
tion arbitraire  de  n— i  quantités;  à  cet  effet,  parmi  les  constantes 
arbitraires,  que  nous  nommerons  a,,  a,,...  a,,  il  en  considère 
une,  a,  par  exemple,  comme  fonction  arbitraire  des  autres,  qu'il 
traite  comme  des  quantités  variables;  on  obtient  alors  une  équation 
différentielle  de  la  forme 

qui  se  réduit  à  la  proposée  ,  si  l'on  détermine  a, ,  a, , .  . .  a,_, ,  en 
fonction  de  j:  ,  a:, ,  x, , . . .  j:,„_,  ,  au  moyen  des  n  —  i   équations 

rii  =  o,    n,  =  o,...    n„_,  =  o. 

En  appliquant  cette  méthode  générale  à  l'équation 

ebc=p,dx,  -\rptdx,+.  .  .-{-  p,_,djc„_,  +p„dx„ , 

cil  p„  est,  en  vertu  de  l'équation  différentielle  partielle  (p  =  o,  une 
fonction  déterminée  des  autres  variables,  on  obtient  n  équations  qui 
donnent  l'intégrale  cherchée  de  l'équation  (p  =  o  après  l'élimination 
des  n —  I  quantités  pi,  /?.,••  •  Pn-i-  Voilà  tout  ce  qu'on  connaissait 
(à  ce  que  je  sache),  sur  l'intégration  des  équations  différentielles  par- 
tielles du  premier  ordre,  le  nombre  des  variables  surpassant  trois. 
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D'après  cette  méthode ,  ou  doit  donc  trouver  successivement  n 
systèmes  différents  d'équations  différentielles  ordinaires,  et  les  inté- 
grer tous  complètement  ;  savoir,  un  système  de  2« —  i  équations  diffé- 
rentielles à  2«  variables,  un  de  an — 5  équations  à  2M  —  2  variables, 
et  ainsi  de  suite  jusqu'à  une  équation  différentielle  à  deux  variables. 
On  ne  peut  écrire  généralement  que  le  premier  système,  puisque 
cette  méthode  exige  pour  pouvoir  assigner  un  système  quelconque, 
l'intégration  complète  de  tous  les  systèmes  précédents.  Si  Ion  fait 
pour  abréger 

ce  premier  système  peut  s'écrire,  en  introduisant  encore  uue  autre 
différentielle  ^N,  sous  la  forme   suivante, 

XrfN  =  ^         (0,1)^.  +•••+  (o,2n  —  0^j:.„_., 

X,^  =   {l,o)dx  Ji-  -+-...+   (1,2/2    —    i)rfx.„_,, 

X.^N  =  {:2,o)dx-\-{2,i)dx,  ^...+  {-2,171  —   i)dx„_,, 

Xa,_,<^    =    (2« 1,0)  dx  4-(2« \,l)dx,  +.  .  .+       ^. 

C'est  ce  que  j'ai  fait  voir  dans  le  Journal  de  M.  Crelle,  t.  II,  p.  353. 

Au  moyen  de  ces  équations,  on  trouve  les  rapports  de  dx, ,  dx 
dx^^_,.  Les  coefficients  d'une  ligne  horizontale   sont  égaux,  et   de 
signes  contraires ,  aux  coefficients  de  la  colonne  verticale  de  même  rang 
que  la  ligne  horizontale,  puisqu'on  a 

(*,    /3)  =  _  (,(3,    a); 

c'est  aussi  en  conséquence  de  cette  règle  que  tous  les  termes  sur  la 
diagonale  s'évanouissent,  car 

(a,  a)  =  o. 

Ces  équations  ressemblent  en  cela  aux  équations  linéaires  auxquelles 
Lagrange  et  M.  Poisson  sont  parvenus  dans  leurs  travaux  sur  la 
variation  des  constantes  dans  les  problèmes  de  Mécanique.  J'ai  fait 
quelques  remarques,  à  l'endroit  cité  du  Journal  de  M.  Crelle ,  sur  cette 
sorte  d'équations  linéaires,  qui  se  résolvent  toujours  avec  une  grande 
facilité. 
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Ea  mettant  p,,  p,,»  .•  Pn~,  >  au  lieu  de  Jc„^, ,  j:,^,  , .  .  .   ar„_, ,  et 
en  faisant 

X,  =  />,,     X,  =  /7,,...   X,_,  =  />,_,,     X.  =  ;»,, 
X  =  —  I ,     X,^,  =  X,^,  ...  =  X„_,  =  o , 

le  précédent  système  d'équations  différentielles  se  change  en 

—  f^  =  _  "È  ^^-  ' 
p.dN  =dp,—  -^-  dx„, 
p,d^=dp,-^^da^,. 


/?._,dN  =  dp,_,  —  -^^  djc, , 
p,dN=    ±^d.+'£d.,  +  ...+^d.,_„ 

o  =  —  dx,  —       -r^  dx„, 
dp, 

o  =  —  dx.  —       -P^  dx„ , 
*  dp,  ' 


o    =    dXa—i -T-—    dXn 

dpn-. 


Si,  à  l'aide  de  la  première  équation,  l'on  introduit  partout  dx„  au 
lieu  de  dHi  et  qu'on  élimine  dans  la  (n  +  i )'""',  dx,,..  ..dx,_,, 
dp, , . . .  dp,_t ,  à  l'aide  des  autres  équations ,  on  obtient 

dx,  =  —  -p^  dx„ , 

dp, 

dx,  =  —  -r^  dx„ , 

dp, 

dx„_,  =:  —  -r^  dxn, 
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^i"'  =  (fe  +  è  P')  ^^-  ' 


d:r  =   (p„  _  p.|il  -  p.^  .  . .  _  p„_.  ^)  ^^.. 
L'équation  différentielle  partielle  proposée  étant 


(P(X,    JT, 

,  J^.,- 

d(f 

>  Z',,  Z'.,,. 

dtp 

dp. 

dx, 

rf;'. 

dp. 

dXi 

dp  ' 
4F. 

dp.  - 

dp 
df. 

Donc  les  équations  précédentes  se  changent,  en  introduisant  une 
nouvelle  différentielle  <^i ,  pour  rendre  les  équations  plus  symétriques, 
dans  les  suivantes 

dx,    d<p  dp,    dp  dp 

'•41  dp,'  IT  ~   d^,  "^  P'  di' 

dx,    ___    dp  dp,     'dp    j^  dp 

IF  —    df,'  dT  "dZ   "^  P*   di' 


dx,    dp  dpa  d<p  dp 

'dT  —    df,'  dt  dF„   "^  P'    di' 

dx  dp       ,  d(P      ,  ,  dp 

-dr  =  P'  If,  -^  P'df^  4---+P.  ^. 

Quand  l'équation  différentielle  partielle  ne  contient  pas  la  fonction 

cherchée  elle-même,  on  a    —  =  0  :  dans  ce  cas  les  termes  des  seconds 
dx 

membres  qui  contiennent  la  quantité  -^  en  facteur  s'évanouissent. 

Appliquons  ces  formules  générales  à  l'équation  différentielle  par- 
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tielle , 

où  les  3rt  quantités  x, ,  J,,  z,,  sont  les  variables  indépendantes;  V  la 
fonction  cherchée,   qui  ne  se  trouve  pas  elle-même  dans  l'équation 
différentielle  proposée;  U  une  fonction   seulement  des  quantités  x,, 
jr,,  Z,;  h  une  constante. 
En  faisant 

^V ^A^    dV  

dXi   ~  P"      57;  ~  ^"      di,  ~~  '"" 

l'équation  aux  différences  partielles  devient 

o  =  (p  —  IS.  —{p]  +  q]  +  r])  —\5  —  h; 

et  pour  l'intégrer  il  faut  intégrer  complètement  le  système  de  6n 
équations  différentielles  ordinaires  du  premier  ordre,  savoir 


= 

d(p 

= 

1 
m, 

p. 

dt 

= 

dip 

= 

I 

?. 

dz,- 

= 

d(p 

IF, 

= 

I 

m, 

r. 

dp. 

dip 

dU 

dt 

— 

~     rfï" 

'~~ 

dXi' 

Tt 

= 

dp 

= 

rfU 
dj.' 

dr, 

dcp 

dU 

dt 

= 

~~  'dTi 

=^ 

dZi' 

ce  sont  les  équations  différentielles  du  mouvement,  comme  il  est 
facile  de  le  voir.  Car  on  peut  toujours  représenter  un  système  d'équa- 
tions différentielles  ordinaires  du  second  ordre  par  un  système  d'un 
nombre  double  d'équations  différentielles  du  premier  ordre  en 
considérant  les  coefficients  différentiels  du  premier  ordre,  comme  de 
nouvelles  variables.  Ainsi  en  faisant 

dxi  dr,  dzi 

'   àt  r"         '   d/  I"         '  dt  " 

les  3/1  équations  différentielles  du  mouvement 

d'Xj  dVi  dyi dU^  d'Zi dU 

'  ~dF  "dXi  '      "^'    'dF         dj^,  '      '"'    dF         dzi  ' 
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qui  sont  du  second  ordre ,  peuvent  être  remplacées  par  ce  système 
de  6n  e'qnations  différentielles  du  premier  ordre 

dxi  d  ■}■;  àzi 

'".-3-,    =  P"     "'■-37  =  ?"     '"■  âl  ='■" 

àpi    _    dU  d£^ dV  dTj  dU  ^ 

dt  dXi'  dt  dji'  dt  di,' 

or  ces  dernières  équations  coïncident  avec  celles  trouvées  ci-dessus. 
Si  l'on  veut  appliquer   les  formules  générales   à    l'autre  équation 
de  M.  Hamilton , 

i  +  ;-àC(0  +  (0 +  (!)■]  =  "• 

on  y  trouve  une  nouvelle  variable  indépendante  t.  En  faisant 

dS    dS    _  dS^  

l^i  ~~  P"      ^  ~  ?"       ds,   —  '■" 


et 

dt 


—  =  —  H 


l'équation  proposée  devient 

o  =  (p  =  ^  2  -1  (pf  +  ^;  +  r?)  —  H  —  U. 

Si  dans  les  formules  générales  de  la  page  167  on  met  dr  au  lieu  de 
la  différentielle  dt ,  la  lettre  t  étant  ici  déjà  employée  dans  une 
autre  signification ,  on  obtient  encore  les  équations  ci-dessus  où  l'on 
n'a  qu'à  changerai  en  dr  ;  et  comme  on  a  en  outre  l'équation 

di  d(p  ,  1. 

^  =  _  _  =   ,      ou     dr^dt, 

il  s'ensuit  qu'on  retombe  précisément  sur  les  équations  trouvées  tout- 
a  l'heure,  c'est-à-dire  sur  les  équations  différentielles  du  mouvement. 

Tome  III.  —  AvRu.  i838.  22 
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Donc,  si  diin  côté  les  équations  différentielles  du  mouveinenl  sont 
réduites,  par  la  nouvelle  méthode  de  M.  Hamillon,  à  l'intégration 
d'une  équation  différenlielle  partielle  du  premier  ordre,  d'un  autre 
côté  tout  ce  que  nous  connaissons  actuellement  sur  l'intégration  des 
équations  différentielles  partielles  du  premier  ordre,  du  moins  dans  le 
cas  de  plus  de  trois  variables,  consiste,  comme  je  l'ai  montré  par  ce 
qui  précède ,  à  ramener  cette  intégration  à  celle  des  équations  du 
mouvement.  On  peut  même  dire  que  l'intégration  complète  des 
équations  différentielles  du  mouvement ,  d'après  la  méthode  de 
Pfaff,  telle  que  je  viens  de  l'exposer,  n'est  qu'un  acheminement  à 
l'intégration  de  l'équation  différentielle  partielle,  puisque,  en  vertu 
de  cette  théorie ,  on  a  encore  besoin  de  former  une  série  de  systèmes 
d'équations  différentielles  ordinaires  ,  et  d'intégrer  chacun  d'eux 
complètement;  tandis  qu'il  résulte  du  travail  de  M.  Hamilton  ce  fait 
remarquable ,  savoir  que  l'intégration  d'un  certain  genre  d'équations 
différentielles  partielles  établies  par  lui  revient  uniquement  à  l'inté- 
gration complète  des  équations  différentielles  du  mouvement,  sans 
qu'on  ait  besoin  d'aucune  autre  intégration  de  systèmes  d'équations 
différentielles  ordinaires. 

Cette  remarque  de  M.  Hamilton  est  d'autant  plus  importante  qu'elle 
peut  s'étendre  facilement  à  toutes  les  équations  différentielles  par- 
tielles du  premier  ordre.  En  effet,  en  suivant  la  méthode  de  M.  Ha- 
milton, on  arrivera,  comme  je  le  ferai  voir  dans  le  paragraphe  sui- 
vant, à  ce  résultat  général,  que  pour  l'intégration  d'une  équation 
différentielle  partielle  quelconque  à  un  nombre  quelconque  de  varia- 
bles, il  suffit  d'intégrer  complètement  le  premier  des  systèmes  d'é- 
quations différentielles  ordinaires  établis  par  Pfaff;  et  qu'on  n'a  pas 
besoin  ,  comme  la  méthode  de  ce  géomètre  l'exige ,  d'intégrer  en 
outre  complètement  une  suite  de  systèmes  d'équations  différentielles 
ordinaires.  Cette  généralisation  se  trouve  même  déjà  renfermée  ,  pour 
le  cas  où  la  fonction  cherchée  n'est  pas  contenue  dans  l'équation 
différentielle  partielle  ,  dans  quelques  formules  remarquables  de 
M.  Hamilton  ,  pourvu  qu'on  ne  borne  pas  la  signification  des  signes 
qui  y  entrent  à  celle  qu'ils  ont  dans  la  Mécanique. 
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IX. 

Soient  comme  précédemment  .r, ,  x, , .  . .  x„,  les  variables  indé- 
pendantes, X  une  fonction  de  ces  variables  et /?, ,  />,,.••  Pm  les 
coefficients  différentiels  partiels  de  cette  fonction  pris  par  rapport  à 
ces  variables  ,  de  manière  qu'on  ait 

dx  dx  dx 

17,   =  P"     17.  =P.,---     d7„  =  P-'' 
soit  de  plus 

<p[jc ,  X,,  x^,..  .   a„ ,  p,,  />,,...   p„)  =  h 

l'équation  différentielle  partielle  du  premier  ordre  dont  on  s'occupe, 
h  désignant  une  constante.  Pour  intégrer  l'équation  (p  =  A.  Pfaff 
établit  d'abord  ces  ara  équations  différentielles  ordinaires  , 

dx  dp,  '  dx  dx,    ~^  dx* 

p  ^  d^  p^    d<p       ,      „     '^f 

^   dx    ~~    dp,'  ^    dx    ~    dx^    "^  P*  dx* 

■p  dx^   _     d^  -pdpn    EL   .1-  n     — 

dx    ~~     dp„'  dx  rfx„   "'"/'"   dx* 

où  l'on  a  fait  pour  abréger 

''.^+''-|;+-+^- !.  =  •■■ 

De  ces  équations  ,  il  suit  identiquement 

d'où  Ton  tire  par  l'intégration   <p=zh,  ce  qui  démontre  qu'une  des 
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intégrales  de  ces  équations  est  la  proposée  même.  En  désignant  les 
in  —  I  autres  intégrales  par 

A,  =  a, ,     A.  =  a.,     A„_,  =  a.„_,, 

*i»  «'.»•••  *•«— I  étant  des  constantes  arbitraires  qui  n'entrent  pas 
dans  les  fonctions  A,,  A,,...  A„_,  ,  Pfaff  fait  voir  que  l'inté- 
grale complète  de  l'équation  proposée  (p  =  /(  est  représentée  par  un 
système  de  Ji  équations  entre  les  fonctions  A, ,  A,,. .  .  A,„_,,  conte- 
nant n  constantes  arbitraires,  au  moyen  duquel,  en  ayant  égard 
à  l'équation  ^  =  h,  on  peut  exprimer  l'inconnue  x ,  ainsi  que  ses 
coefficients  différentiels  partiels  p, ,  />,,...  pn,  en  fonction  de  jt,, 
or,,...  x„.  Ces  n  équations  doivent  être  déterminées  de  manière 
qu'elles  satisfassent,  à  l'aide  de  l'équation  (p  =  h,  a  l'équation  diffé- 
rentielle 

dx  =  p,dx,  -f-  p^dx,  -f-, .  .-f-  p„dx,, 

qui  est  contenue  dans  le  système  d'équations  différentielles  ordinaires 
établi  plus  haut.  A  cet  effet,  Pfaff  exprime  les  quantités  x,  ,  x,,. .  . 
^'>  >  Pif  Ptf  •  •  Pn  ,  en  fonction  de  x  ,  A, ,  A,, .  .  .  A,,_, ,  à  l'aide 
des  équations 

<P  =  A,     A,  =  a,,     A,  =  a.,     A.,_,  =  «,„_., 

et  il  fait  voir  qu'après  avoir  substitué  ces  expressions  dans  l'équa- 
tion différentielle  ci-dessus,  celle-ci  est  changée  dans  une  autre 

o  =  B,r/A.  +  B.^A.  -+-...+  B.„_.^A.„_,, 

où  B,,  B, ,.  .  .  B„_,,  sont  des  fonctions  de  A,,  A,,.  .  .  A,„_,  seule- 
ment. Pour  l'intégrer  par  un  système  de  n  équations  à  n  constantes 
arbitraires  ,  Pfaff  est  obligé  d'intégrer  successivement  et  complète- 
ment n —  I  systèmes  d'équations  différentielles  ordinaires,  respecti- 
vement à  2«  —  2  ,  an  —  4>  •  •  •  6t  à  deux  variables.  Or  ,  la  méthode 
de  M.  Hamilton  généralisée  apprend  qu'une  fois  arrivé  à  l'équation 

o  =  B.f/A,  4-  B.</A.  -f-.  .  .-f-  B,„_,rfA.„_, 
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on  n'a  plus  besoin  de  considérer  d'autres  équations  différentielles,  et 
même  on  ne  rencontre  plus  aucune  difficulté  d'intégration  :  cette 
méthode  en  effet  donne  immédiatement  les  n  équations  cherchées 
à  n  constantes  arbitraires. 

«  Substituez  dans  les  équations 

A,    =  a,  ,      i^,  =  a,,    ...    A„_,  =  a„_,,     <P  =■  h, 

pour  X,  X,,  j:,,.  .     x,,  /?,,/>.,...  /?„,  les  valeurs 

JC    ^^     O  .         JCi     ^^^     je  i  j         ^  %    —    «^s  y      •  •  •      OC  fi     — —    JC  ^  y 

p,   ~  p:,      p,  =  pi,    ...    p„  =  pi; 

alors  on  pourra  exprimer  les  quantités  x\,  x°,.,.xl,p",pl,...p°, 
en  a, ,  a,  ,...ct„_,,  au  moyen  de  ces  équations.  Soient  les  valeurs 
de  x°,  a?°,...  x°,  ainsi  trouvées, 

x:  =  n,(a,,  a.,.  . .   «.„_.), 


les  équations 


x:  =  n„(A.,  A.,...   A.„_,), 

•qu'on  déduit  des  précédentes  en  y  mellant  A,,  A,,..  .  A„_,,  au 
lieu  de  a,,  et,,,..  ctj,_,  respectivement,  sont  les  n  équations  cher- 
chées à  n  constantes  arbitraires  x°,  xl,. .  .  x',  qui,  combinées  avec 
l'équation  donnée  <P=h,  satisfont  à  l'équation  différentielle 

dx  =■  p,dx,  +  p^dx^  -h .  . .  +  p„dx„ , 

ou  à  sa  transformée 

o  =  B.rfA.  +  B.rfA.  +. . .+  B.._.rfA.„_,: 


xi  =  n,  (a, , 

a.,-. 

•    a.n-.), 

x:  =  n„  (a. , 

a.,.. 

.  <»„_o> 

x:  =  IL  (A., 

A.,. 

..   A.„_.), 

x:  =  n,  (A,, 

A,,.. 

.    A.„_.), 
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en  dautres  termes  le  système  de   ces  équations  renferme  la  solution 

complète  de  l'équation  différentielle  proposée.   » 

En  voici  maintenant  la  démonstration  : 

Qu  on  exprime  ,  au  moyen  des  équations 

<p=^/i.     A,  =a. ,     A,  =  a.,...      A,n_,  =«,„_., 

les  quantités  .r, ,  x,,.  .  .  x„y  p,,  p,,.  .  .  p„  en  fonction  de  :c,  a, ,  a„... 
ff,„_,  ,  et  qu'on  substitue  ces  valeurs  dans  les  équations  (voir  p.  i-i 
ci -dessus) , 

p  ^^  ff^       p  ^fj_   dp      .     d(p 

dx  ~  djj,'  dx  dx,  ">     dx  f^" 

p  df^  d^  p  dp^    dp_  dp 

^  dx  ~  dp,'  ^   di     ~  dx,  "♦"  dxP*' 


ndx„  dp_        p4£i    ^ U  '^  n 

dx    ~    dp„'  dx     —  dx„    "^   dx^" 

qui  doivent  devenir  identiques  par  cette  substitution,  ainsi  que  l'é- 
quation qui  eu  dérive 

dx,     ,  dXi     ,  ,  dx„ 

'  ='P'liF+P'-dI+---+P'l^- 

Prenant  la  différentielle  paitielle  de  cette  dernière  par  rapport  à 
l'une  des  constantes  arbitraires  a,,  on  obtient  ,  en  multipliant  par  P 
et  ayant  égard  en  même   temps  aux  autres  équations, 

dp        dp,  dp        dp,  dp       dp^ 

O   —    .  —       -4" •  — = —  "4—  •  •  .  — f-  •  — — 

dp,         d»  dp,       dx  dp,        dx 

T>    ^         dx,  dx,        ,  ,  d'Xn\ 

-^^^P'  d^x  +  P^d;^x+---^P-d;^)- 

Prenant  aussi  la  différentielle  partielle  par  rapport  à  a  de  l'équation 
^  =  h  ,  on  obtient 

__     d^       ^_rf^       dp^  _,      ^       ^ 

dp,    '    d.     "•"     dp,-d<c     '^'  "~^   dp„  '     dM 
dp        dx,  dp      dx,  dp       dx„ 

*"  dr,  •  êST  "r"   dx','~d^   "f" '•'"'"  dïv  •  'd7' 
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ou,  à  l'aide  des  équations  différentielles  écrites  en  premier  lieu, 

dp       dp,  dj)       dp,  ^^  dip       dp„ 

dp,         dx  dp,    '    da.  dp„  '    du 

p  ('^     'iîl  _i_  f^     f^  _4_       -i-  iiLu     '^\ 

~~  \dx     ■     dcc~^    dv     '     d:i     ~^'   "~^     dx     ■      d»  ) 

d;,f      dx,  dx,  dx„\ 

ce   qui,   substitué  dans  l'équation  précédente ,  fournit 
/     dx,  dx,  dx„\ 

"^^ dl -^dlip-^+p^-dl-^-  ■■+P"1Û-- 

en  intégrant,  à  partir  de  x  z=  o ,  il  vient 

dx,     ,  dx,    ^  ,         ax„        .,/  „  rfx^  „(/x°  dx',\ 

P'^-^P'-d7+-"+P"^  =  ^{p--d;r  +  P'i7+---+P'iûJ' 

où  Ton  a  fait  pour  abréger 

e  étant  la  base  des  logarithmes  népériens. 

Considérant  de  même  les  quantités  a,,  et^,.  .  .   a,„_, ,   comme  des 
variables ,  déterminées  par  les  équations 

A,  =  a, ,      A,  =  a, , .  .  .      A„_,  =■  a„_, , 

on  a 

dx  —  {p,dx,  +/J//x,  + .  .  .  +  p„dx„) 


dx-  dx,  dx„\ 

—  -P^   -dl-'—P"   Itc) 

dx-     ,  dx,  dx„ 


^dx{l-p,^-p,    -^-...-p„     ^^^ 


_  /      dx-  dx,  dx„\  j 


le  signe  2  s'étend  à  toutes  les  valeurs  de  /  comprises  dans  la  série  i , 
2,...   an—  I.   Comme   l'on  a 

dx,  dx,  dxn 

'-P-l^-P^dF-'  —  P'-dT^  °' 
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et  pour  chaque  valeur  de  i, 

dx,    ,  Jx^    ,  ,  (}x„        n,/   „dx°  ^dx\    .  „  dx°„\ 

l'équation  ci-dessus  prend  la  lorme 

(dx'  dx'  dxî\ 

^'^  +^*  d^+---+P"  -d^rjdu,, 

ou,  à  l'aide  de  l'équation 

djcl  =  1  j-^  d<ti, 
celle-ci 

dx — {p,dXj-\-ptdx^-{- . . . 4-p„(ir„)= — M{p°dx°+p°,dxl-^- . .  .-}-p'dx°). 

On  conclut  de  cette  équation  identique ,  que  l'équation 

dx  —  {p,dx,  -+- Pi^^t  -!-•••+  Pndx„)  =  o 

peut  être  transformée  dans  la  suivante 

p°dx1  +  pldxl  -}-...+  pldxl  =  o , 

à  laquelle  on  satisfait  en  égalant  les  quantités  a:°,xl,..  xl,  à  des 
constantes  arbitraires.  C.Q.F.D. 

L'analyse  dont  nous  avons  fait  usage  coïncide  avec  celle  dont 
Pfaff  s'est  servi  dans  le  mémoire  cité  pour  démontrer  que  les 
rapports  des  2Ji  —  i  quantités  obtenues,  en  donnant  à  /  toutes  les 
valeurs  de  i  à  2n  —  i  dans  l'expression 

dx,     ,  dx,     ,  ,  dXn 

sont  indépendants  de  x;  mais  il  n'a  pas  ajouté  la  remarque  que  par 
cette  raison  ces  quantités  peuvent  être  prises  proportionnelles  aux 
quantités 

.  dx",     ,        .  lie'     ,  ,        „  dx°„ 
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ce  qui  fait  qu'on  trouve  l'équatioa  difl'erentielle  transformée  elle- 
même,  et  qu'on  obtient  immédiatement  les  n  équations  qui  y 
satisfont.  J'ajoute  que  lorsque  la  valeur  particulière  o ,  qu'on  a 
donnée  a.  x ,  présente  des  inconvénients,  elle  peut  être  remplacée 
par  une  autre  valeur  numérique  quelconque. 

Les  expressions  des  quantités  x,,  a?, ,. . .  x„  p,,  /),,.../)„  en  x, 
«t,  ,a, ,...  «,„_,,  contiennent  aussi  la  constante  A.  DifTérentiant  par 
rapport  à  h  les  équations 

,  dx,      ,  dx,     ,  ,  dx„ 


et  se  rappelant  que 


p^___^  d^  __  p^  d0 

dx  dpi'       dXi  dx         dx  "^^ 


on  trouve 


dp      dp,      ^^    dip      dp,  dip      dp„ 

^  ~dj'  dJT  "^  df^  '  1h    ~^  "    "^  djr„  '  'dh 
/       d^x,  d-x,  d'x„  \ 
-^^{P'd^h-^  P^  d^h  +  -  •  •  +  /'-  d^h)^ 
d(p      dp,     1^    dip      dp^                       dip      dp„ 

'  1^/ ~dh  ^  Hf,' 'dh    ■*"••  '"^"^  •  rfT 

■n^dp,     dx,  dp^    dxt  ^^  dp„    dx„\ 

\dl'  Ih    ~^  'di'lh   '^"  ''^~di''dh) 
dip  /      dx,     ,  dx,     ,  ,  dx„\ 

--Tx\P^'^h+P'-dh+--'-^P-  -dh)> 

d'où  l'on  conclut 

/■     dx,  dx,  dx„\ 

,    ^\^'-dh+P^^+--+P''7h) 
o  =  I  H ^ 

,    dip/      dx,     ,  dx,     ,  ,  dxn\ 

+  diP'-dh'^p^^.+---+P'-dh} 

Multipliant  cette  équation  par  ^rjp ,  et  intégrant  depuis  j:  =  o  jusqu'à 
X  =  j:  ,  on  obtient 

Tome  III.  — AvKiL  i83S.  a3 
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/'^  dx      ,      I     /      dx,      ,  dx^      ,  ^,     ,,     dx„\ 

/  „dx'  „  dxl     ,  ,       .  dxl\ 

Quaad  on  considère  h  comme  variable ,   on  doit ,   dans  l'expression 
de  dx  ci-dessus  trouvée  (p.  1 76) 

dx  =pjixi-\-p^dx^-\-. .  .-\-pndx,  —  M  (^p'dx^-^-pldxl-^ . .  .-i-p°dxl) , 
tenir  compte  d'un  terme  nouveau,  savoir 


/       dx,    ,        dx,    ,  ,  dx„\    „        ,./   o  dx',    .     „  dx",  ,     ^  dx°\ 

et  l'on  a 


dh 


dx=  p,dx,-\-p^dx^+.  .  ,-\-p„dx„ — M.{p"dx°~>rp°,dxl  +  .  .  .+pldxl) 

■  dx 
MP 


M /;-..*. 


Si  l'on  désigne  par  A°  ce  que  devient  A,,  et  par  (p*  ce  que  devient 
(p,  quand  on  fait  en  même  temps  j:=î=o,  x,  =  x°f  pi  =  p°,  et  si 
l'on  élimine  des  2n-\-  i  équations 

<p  =  o,     (Po=ih,     A,=A°,     A.  =  A°,     A.„_,  =  A:^, , 

les  sn  quantités  p.,  p.,  fn,-  •  ■  p°,  p\,-- •  fit  on  obtient  x  exprimé 
en  a:.,  x,,. . .  x„,  x%  x°,,. .,  x%  h;  et  les  coefficients  différentiels 
partiels  de  cette  expression  de  x  pris  par  rapport  à  ces  quantités , 
sont 

dx  dx  dx  

d:^=P^'  dF.=P"-     '     '     '      'd7„—P'" 

dx  ..,  dx  m   „  dx  -,   .      dx        -,    P^dx 

Dans  les  deux  intégrales  qui  entrent  dans  ces  formules ,  savoir 
■•(/<p      dx        r  dx 


/dip     dx        r  dx 
di'T'  J    MP' 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  i^g 

on  doit  considérer  les  quantités  oc",  ,  p",  comme  des  constantes,  et 
exprimer  toutes  les  variables  en  fonction  d'une  seule  d'entre  elles  au 
moyen  des  intégrales  complètes  des  équations  dififérentielles  ordi- 
naires de  la  page  171. 

Dans  ce  qui  précède,  j'ai  pris  pour  constantes  arbitraires  les  valeurs 
des  variables  correspondantes  àj:=o;  mais  on  démontre  par  un  calcul 
semblable ,  qu'en  exprimant  au  moyen  des  intégrales  complètes  des 
équations  différentielles  ordinaires  écrites  ci-dessus  (p.  171)  toutes 
les  variables  par  une  seule  quelconque  d'entre  elles  ou  par  une  autre 
quantité  quelconque  t,  puis  désignant  les  valeurs  de  j:,  x, ,  jt,  , . .  .x„ , 
/»,,/?,,...  p„ ,  correspondantes  à  f  =  o,  par  a:°,  x^ ,  x\,.  . .  x^,  p% 
p\,. .  .  p„,  et  considérant  de  même  ces  valeurs  comme  variables,  on 
aura  cette  équation 

tlx — p^dx, — p,dx^—. . . — p„dx„s=M(dx'' — pldxl — pldxl — . ., — pldx',) 

où 

^Si-P^ 

Si  l'équation  différentielle  partielle  proposée  ne  contient  pas  la 
fonction  inconnue  x ,  ce  qui  arrive  dans  les  applications  à  la  dyna- 
mique, on  a 

^  =r  o,     partant     M  =   i. 

Alors  le  système  d'équations  différentielles  ordinaires  se  réduit  au 
suivant , 

,  d^      dp  d0         d(p  dp  d<p 

dxr.dx,:...:dx„:dpr.dp.:---:dp„=—:—:..r.-^^:--j^:-j^^:..r.--^^, 

lequel  système  contient  une  équation  et  une  variable  x  de  moins. 
Après  avoir  intégré  complètement  ce  dernier  système,  et  après  avoir 
exprimé  toutes  les  variables  x, ,  p,  en  fonction  de  x,  et  de  2«  —  1 
constantes  arbitraires  ,   on    obtient  x  par  une    simple    quadrature, 

à  l'aide  de  l'équation 

a3.. 
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"/■■ 


a.  étant  une  nouvelle  constante  arbitraire,  qui  n'entre  pas  dans  les 
expressions  de  x,,  x^,...  x„,  p,,  p,,.  . .  p„  en  x,.  En  désignant 
maintenant  par  xl,  x^,...  x°„,  p],  fa,...  pi  les  valeurs  de  ces 
expressions  ,  correspondantes  à  la  valeur  x  =  o  ,  puis  observant 
que  x°  =  o  et  M  =  I ,  on  trouve  par  la  formule  générale  (p.  1 79) , 

dx  =  p,dx,  +  p.dx,  4"  ■  • .  +  Pnt^JCr  —  [pldxl  +  pldx''^  +  . . .  +  pldx°) 


,,  ,      ,  dx  dx, 

ou  1  on  a  remplace  -p    par  -^  , 


Cette  équation  donne 
dx  dx 

dF.=P''    dr,  =  P"" 

dx  ,      dx 

dP=-P^'d7^=-P'' 


■f: 


df 
If. 


Si  par  rintroduction  d'un  nouvel  élément  dt  l'on  donne  aux  équa- 
tions différentielles  ordinaires  la  forme  qu'elles  ont  dans  les  pro- 
blèmes de  mécanique,  on  aura 


^t  =  '^- 


dXi  dji  dp,  d<p 

di  dp,   '        dt  dx, 

dxn   d<p  dp,   df> 

dt     ~~    dp„  '         dt  dx„ 

après  avoir  intégré  complètement  les  équations 
dx,:dx,:...:dx„:dp.:dp,:...:dp„=^:4^:...^:-4t:^$.:...:-^ 

dp-    dp,  dp„        dx,        dx,  dx. 


etfo 


rmé  les   expressions   de  x, ,  x^,.  . .  x„ ,  p,,  p,  ,...  p„ ,  ea  fonc- 
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tion  de  x, ,  on  pourra  calculer  Jc  et  t  par  des  quadratures ,  à  l'aide 
des  formules 


o  dp,  J    o 


dx, 
dç  ' 


a  et  T  étant  des  nouvelles  constantes  arbitraires. 

Mais  l'une  de  ces  deux  intégrales  est  la  différentielle  partielle  de 
l'autre  par  rapport  à  h.  Eu  effet  on  a  ,  d'après  les  formules  précé- 
dentes , 

dx  .  -.-, 

dh=    t      -:7r  =  ^  +  T. 


/^^■.  rfr, 
d^ 
o      dp, 


Si  outre  la  variable  x,  il  manque  encore  dans  la  fonction  (p  une 

d(p 

dXn' 


seconde  variable,   x,  par  exemple,  on   aura  aussi  T-^  =  o;donc  le 


équations  différentielles  ordinaires  donneront 

(Ip^  =  o     ou     fn  =  const. , 

ce  qui  diminuera  leur   nombre  de  deux    unités.  Elles  deviendront 
dans  ce  cas 

d:c,:dx.:...:dr..,:dp,'.dp^:...dp„_~^:^:..,::^:-4î.:  . ±^ 

"Pi    dp^  dp„_,'      dx,  dx„_,' 

où  l'on  doit  regarder  p,  comme  une  constante. 

Quand  ,  par  l'intégration  de  ces  équations ,  on  aura  exprimé  les 
quantités  x, ,  x^,.  .  .  x,_, ,  p, ,  p,,.  .  .  p„_, ,  en  fonction  d'une  seule 
d'entre  elles,   l'équation 

^_^     __     _^      ^    __    dp_       dpi_ 

dp„  '    dp  dp„  '    dp 

dp,  dx 

donnera  par  une  simple  quadrature  la  valeur  de  x„. 

Mais  on  peut  encore  dans  ce  cas  suivre  une  marche  semblable  à 
celle  que  M.  Hamilton  emploie  pour  remplacer  la  fonction  S  par  V  et 
transformer  ainsi  généralement  l'équation    <p  =  A  elle-même  en  une 
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autre,  dans  laquelle  le  nombre  de  variables  indépendantes  est  diminué 
d'une  unité.  En  effet ,  la  fonction  ç  ne  contenant  ni  x  ni  x„,  on  fera 

^  =J  +  PnX„  ; 
par  conséquent 

dj  =  pjjc,  +p,chc,  +  ...  ~\- p„_,dx„_,  —  Jc„dp„. 

Si  l'on  regarde  dans  cette  équation  p^  comme  constante,  elle  se 
change  en 

dj    =  p,dx,  +  p,dx,  -f .  .  .  +  p,-,dx._,  ; 

d'où  il  suit  que  les  quantités  p,,  p,,...  p.-,,  deviennent  les  coef- 
ficients différentiels  partiels  de  j-  pris  par  rapport  à  jc,,  j:„  . .  .  x„_, , 
et  que  l'équation  différentielle  partielle  proposée,  dans  laquelle  on  a 
regardé  de  même  p,  comme  constante,  se  change  en  une  équation 
différentielle  partielle  eu  ^-  à  n  —  i  variables  indépendantes  x, , 
j:,,.  ,  .  x,^,.  Ayant  trouvé  j'  en  fonction  de  jr, ,  x,,. . .  x,_,,  de 
n  —  I  constantes  arbitraires  et  de  la  constante  p„ ,  on  obtiendra  la 
fonction  cherchée  x  en  éliminant  p„  de  l'équation 

X  =  j  +  p„x, , 
à  l'aide  de  la  relation 

iz.  — 

1  "—    ^^     Xri' 

On  peut  ajouter  à  .r,  une  constante  arbitraire;  alors  X  renfermera 
n  constantesarbitraires  ,  comme  une   solution  complète  l'exige. 


Nous  avons  vu ,  par  ce  qui  précède ,  comment  on  peut  trouver 
une  solution  complète  d'une  équation  différentielle  partielle  par  l'in- 
tégration d'un  seul  système  d'équations  différentielles  ordinaires. 
Maintenant  je  vais  résoudre  le  problème  inverse  ;  déduire  les 
intégrales  complètes  du  système  d'équations  différentielles  ordinaires 
dune  solution  complète  quelconque. 
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Supposons  donc  que  l'on  connaisse  une  expression  de  x  en  x,, 
x^,. . .  x„,  avec  n  constantes  arbitraires  a,,  «^ , .  .  .  a„,  satisfaisant  à 
l'équation  différentielle  partielle  proposée  (p  =  Ji.  Qu'on  forme  les  n 
—  I  équations  suivantes  représentées  par  des  proportions, 

dx    ^   dx    ^  ,    dx    __   a    .  a    .  >  fi  . 

17,   '17^ -^^  _  ^,  :  /i,  :  . . .  .  /i„  : 

(S,,  /3, ,...  /3„,  sont  de  nouvelles  constantes  arbitraires,  et  puis- 
qu'elles n'entrent  dans  le  calcul  que  par  leurs  rapports ,  elles  équi- 
valent seulement  à  k—  i  constantes.  En  introduisant  une  nouvelle 
quantité  M,  on  peut  poser 

^  H-  /3.M  =  o,    ^  +  /3.M  =  o,. . .     ^  +  /3„M  =  o. 

Ces  équations  déterminent  les  n  +  2  quantités  x,  x,,  x^,. . .  x„, 
M  sont  en  fonction  d'une  seule  d'entre  elles.  Différentiant  l'équation 

g4-/3,M  =  o, 

et  substituant  dans  sa  différentielle  la  valeur  de  /3, ,  tirée  de  cette 
même  équation  ,    on  a 

dx     dM      ,       d'x       ,         ,        d'x        ,        ,  ,        d'x      j 

dcci     M      '    d*idx,            '    d»idx,  dctidXt          ' 

de  sorte  que  si  l'on  fait 

dx    dx  dx     


il  vient 


dx    dU.dp,,     ^dj^rf^  j i_±i 


dmi      M  dut  '      dcCi         "     '  '       d» 

Si  dans  l'équation  différentielle  partielle  proposée  (p=h,  on  subs- 
titue la  valeur  donnée  de  x  et  les  valeurs  de /j,  ,  p, ,...  fa/  qui 
s'en  déduisent  à  l'aide  de  la  différentiation  partielle  par  rapport  à 
X,,  x^, ...  Xa,  celte  équation  doit  devenir  identique  eux,,  x^,.  . . 
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or, ,  a, ,  a, , .  .  a,,  h.  Prenant  donc  la  différentielle  partielle  par  rap- 
port   à  a.,  on  trouve 

dp     de  dp     dp,    ^^  dp       dp,  dp      dp„ 

*^'         dx'li^  ~^  dj^,''d^,   "•    ^,  ■  "5«;  "'"■  ■  ""^    dp„'  'dl; 

En  comparant  les  deux  systèmes  de  ?i  équations  qui  résultent  de 
cette  équation  et  de  la  précédente,  si  l'on  donne  à  /  successivement 
les  valeurs  de   t  ,  2,.  .  .  n,  on  arrive  à  cette  suite  de  proportions 

—  :da:r.djc  :  . . .  dxn  = —  '^ -/^  :  ^  :  ...  :  ^ 

M    '        '  »  .  •  .  .  f/x  *  dp,    '   dpi dp, 

et  comme   on  a 

dx  =  p,dx,  +  /?,rfx,  +. ..+  p,dx,, 
cette  suite  fournit  ces  équations 

p  «iM  £?     p  ^i ^f.     p  ^^ '^^  p  ^^•' '^^ 

Mdx  dx'       Hx  Hp,'        dx  dfl''  "        'dx  —  ^' 

où  l'on  a  fait  comme  ci-dessus 

^    =P'df     +^-     df,     +---+/'"^- 

Différentiant  maintenant  l'équation  <pz=h  par  rapport  à  a:,,  et  faisant 
dans  la  différentielle 

dpi    dpi^ 

d X  dxi  ' 

on  obtient 

dp      K_  jj  àp    y_    dp^     dp^  _.      dp_    dpj^  dp^      dp, 

°  —  'd^i         P'  dx  "^   dp,  '  dx,  "^  dp.dx,  ■<"•••"*"  ^^^  •  j^^, 

et  puisqu'on  vient  de  trouver 

dp  p  dx^        dp_ p  dx^  dp^  dxn 

df,~'       dx  '     dp,~        dx'"'     dp,~       ~di  ' 


on  en  conclut 


°  =  s  +  /'.|-+-p£- 


dx 

d^, 

dx 

■•-t=^. 

:  /9.  : 

dx 
dx, 

=  />., 

dx 

d^.    =/'-••• 

dx 

dXn 
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Ainsi  l'on  a  déduit,  par  une  analyse  inverse,  les  in  équations  diffé- 
rentielles du  premier  ordre 

p    dXi d^        p^_    i^_    ^  .j 

dx  djj,  '  dx  dxi  dx  ^  '  ' 

des  2«  équations 

,         ax         ax  ax  n        r  r, 

<^  =  J^>   —  :  rTr  •  •  •  •  :  —  =  i3.  :  /S.  : . . .  ^. , 

p.; 

rcs  dernières  renfermant  2«  constantes  arbitraires,  savoir  h,  a,, 
i^tf  •  •  *»>  et  les  rapports  de  /3, ,  /3, ,.  .  .  /3,,  sont  par  conséquent  les 
intégrales  complètes  des  équations  différentielles  dont  il  s'agit. 

XL 

La  dernière  analyse  peut  s'étendre  aussi  à  la  recherche  plus  gé- 
nérale ,  dans  laquelle  Pfaff  comprend  l'intégration  des  équations 
différentielles  partielles  du  premier  ordre ,  et  l'on  peut  démontrer 
que  connaissant  un  système  quelconque  de  n  équations  à  n  constantes 
arbitraires  ,  satisfaisant  à  l'équation  diflerentielle 

o  ^  lL,clx,  •+■  X,^>r,  -f-.  .  .-f-  ]i^„c/a:„, 

(où  l'on  a  changé  la  quantité  jc  des  formules  précédentes  eu  :r,,) ,  on 
peut  en  déduire  les  intégrales  complètes  du  système  de  2n — i  équations 
ditTérentielles  ordinaires  établi  par  PfafPet  donné  ci-dessus,  p.  i65. 
y^u  mojen  des  n  équations  données ,  exprimez  jc, ,  jc,,, .  .  x^,  en 
fonction  des  variables  x„^t,  •^«+»>'--  J^«»,  e<  des  constantes  a,, 
«,>•••  a.„;Jo}vnez  les  équations 

X.;^  +  X.$  +...+  X.^  +  M/3,  =  o, 

Tomelll.  — Avril  i838.  1^ 
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/3i  »  /3^."-  fi,,  étant  de  nouvelles  coiistantes  arbitraires;  en 
éliminant  M,  vous  en  déduirez  n —  i  équations  qui  ^  jointes  aux  n 
équations  données ,  seront  les  intégrales  complètes  du  système  d'équa- 
tions différentielles  ordinaires  ,  établi  par  Pfaff;  ces  intégrales , 
comme  cela  doit  être,  contiendront  2n —  i  constantes  arbitraires , 
savoir  n  constantes  a,,  a,,.  .  .  a„,  et  n  —  i  rapports  des  constantes 

Voici  la  démonstration  de  ce  théorème. 

Les  expressions  de  x,,  x,,...  x„  en  fonction  x,^,,  x,^,,...  x,,, 
et  des  n  constantes  arbitraires,  déduites  des  n  équations  données, 
devant  satisfaire  à  l'équation 

lL,dx,  +  X.ryjr,  + ,  .  .  +  X,„f/x,,  =  o  , 

il  faut  que 

^'ê:  +  ^«ê,  +•••+  ^-ê:,  +  ^-  =  "' 
X.  ^  +  X.  ^  +. . .+  x„  ;^  +  x.„  =  o. 

Maintenant  on  peut  supposer  qu'on  ait  exprimé  à  l'aide  des  n  équa- 
tions 

lesra+i  quantités  x„^,,  ^„^.,,...  x,„,  M  en  fonction  d'une  seule 
d'entre  elles,  de  M  par  exemple  :  alors  ces  quantités,  et  par  conséquent 
j:,,  x,,...Xa,  deviennent  des  fonctions  de  M,  a,,  a, ,...  a„,  /3, ,  ^S,,... 
/3„.  Pour  distinguer  par  un  signe  particulier  les  coefficients  dillérentiels 
partiels  pris  dans  cette  hypothèse,  je  les  renfermerai  entre  des  cro- 
chets ;  les  coefficients  différentiels  partiels  dépourvus  de  crochets  se 
rapportant  au  cas  où  l'on  considère  x,,  x,,...  x„,  comme  étant  des 
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fonctions  de  sc„^,  ,  jr,^,,.,.  x„,  u,,  a,,..  a„.  On  aura  par  conséquent 

=-MA-x.,,(%)  -  x„.(:^^-)  ...-X..  (^■), 

ou 

DifFérentiant  cette  équation  par  rapport  à  M,  on  obtient 

°  =  (§i)  (S)  +  (S)  (S  ■  ■  +  (w)  (^) 

+ ''■G^.) + ^-Gâa,)  ■■•+ Mme)  +  ft- 

D'un  autre  côté  l'équation 

X,dx,  +  X^dx^  •••  +  X,„</j:,„  =  o, 

en  y  considérant  toutes  les  quantités  comme  étant  des  fonctions  de  M , 
donne 

d'où  l'on  conclut  en  différentiant  par  rapport  à  a,, 

-*-(t>(S  +  (g)-(^)-+(t--)-(^)- 


24. 
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Par  conséquent,  au  moyen  de  cette  équation,  la  précédente  multipliée 
par  dM  devient 

-  "-  (S:)  -  *•  (t)  ••-  '^.-  (%) + ft'«'. 

où  l'on  a  remplacé  (  ^)  dM  par  dX,,  (^j  dM  par  f/:r, ,  etc.  Éli- 
minant  /3(  de  celte  équation  à  l'aide  de  l'équation 

Ms)  +  H^)  +■■■+  ^-  (^)  +  ^'^'  =  "  • 

on  obtient 

»  =  '«.('-?)+'"'■(■©  •+''x..(t--) 
-f[^.(t)+'^-(t)-  +  '^"(^)]- 

Faisant ,  ce  qui  est  permis,  /3„  ^  i  ,  on  trouvera  par  la  même  ana- 
lyse, pour  les  «—  I  autres  constantes  /3,,  /S^ , . .  .  ^„_, ,  des  formules 
semblables  à  celle  qu'on  a  trouvée  précédemment  pour  a,.  On  a 
d'abord 

=  - [x„.  (^)  +  x.„(^)  ...+  x„(^-)], 

0.    0=  X,  (^)  +  X.(g.)  ...  +  X..(^^). 
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Différentiant  cette  équation  par  rapport  à  M,  et  l'équation 

par  rapport  à  /3,,  soustrayant  les  résultats  l'un  de  l'autre,  multipliant 
le  reste  par^M,  on  obtient  l'équation 

"  =  '«.  (S-)  +  •«•(I;)  -  +  -«■•  (^) 

-  ''■^'  (5)  ~  *"■  (S)  •■■■  ""  ''"'■■  (%)■ 

Pour  lui  donner  la  même  forme,  que  nous  avons  trouvée  pour  l'é- 
quation qui  se  rapporte  à  a^ ,  nous  en  retrancherons  l'équation 

multipliée  par  -^.  De  cette  manière,  ou  a 
o=.K.(S:)+rfX.(|)...  +  ^^r3:) 


"M 


Dans  cette  équation  et  dans  l'équation  semblable    par  rapport  à  a,, 
ci-dessus  trouvée,  nous  allons  mettre  pour  les  diftérentielles  partielles 

\da^-)'   Kdi)'  ^^^^^  valeui's  développées  : 

/d^\  _  dX,    /rfx,\        dX^    /dx^\  ,  dX^   /dx,^\ 

\dctt  )        dx,  '  \dcc,  y  "*"   dm,'\  duj  '"   """  dx,„'\da,  J' 

/dX,\  _  dX,    /dxr\        dX,   /^\  dXj^   /dx,„\  _ 

\dlij~~  dx.'KdfiJ'^  dx,\d^J  '"    ~^  dx,„'\dfij' 

et  ordonner  les  expressions  par  rapport  aux  quantités  (-j^p  ("jt) 
Alors  ces  équations  se  changent  en  celles-ci  : 
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o  =  T.   (^i)+T.(^)...+T..(^), 
°=|T.(Sf)+T.(^)...+T..(^^), 

OÙ 

T.    ==  rfX.   -    (^    ^x.   4-   ^  ^r,  ...    +   s^dx,,)  -  X,  3^  , 
\dx,  '      dx^        '  '       dx^        '■/  M    » 


T,„  =  rfX,„-  f^^^.  +  f^dac^  ...  +  $^Vx,0  -  X, 


M 


Si  l'on  multiplie  ces  valeurs  de  T, ,  T.,  etc.,  par  ctr,,  dx^,,..  dx,„, 
et  qu'on  en  fasse  la  somme ,  tous  les  termes  du  second  membre  se  dé- 
truisent ,  vu  que  l'on  a 

X.ctr,  +  Xj^/j:,  +...  X„dlr„  =  o, 

et  Ton   obtient  l'équation 

T,dx,  +  T.t?x,  +  ■■•   +  T.„d^„  =  o  , 

ou  ce  qui  est  la  même  chose 

T.  ©  +    T.   (^^)  H-  ...  +  T..    (^)  =  „, 

puisque  les  différentielles  dx„  dx^,  etc.,  dans  les  formules  précédentes, 
remplacent  les  produits  ^^j  r/M,  ^-J|^  <^M,  etc. 
Des  n  équations 

T.  &)  +  T.  (t)  ...  +  T..  (^^)  =  „, 
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jointes  aux  n  —  i  équations 

T.  (^)  +  T.  (t)  -  +  T„  (^  =  o, 
et  à  l'ëquation 

T.  S)  +  -T.    (â)  ••■  +  T..  (^)  =  o, 

on  déduit  les  2n  équations 

T,  =  o,     T,  =  o,    ...     T^„  =  o, 

qui   coïncident  avec  les  équations  différentielles  de  Pfaff,  quand  on 
y  change  ^N,  Xjn,  x^n,  en  -^ ,  X,    x,  respectivement.    C.Q.F.D. 
Voici  comment  on  peut  prouver  que  les  équations 

T,  =  o,        T.  =  G,....     T.,  =  o, 

résultent  de  celles  que  nous  venons  d'obtenir.  Si  l'on  considère 
a,,  a»,. .  .a„  ,  /3, ,  /3, ,.  .  .  (8._, ,  M  comme  2«  quantités  variables  en 
même  temps,  les  équations,  qui  existent  entre  ces  quantités  et  les  an 
quantités  x, ,  x», .  .  .a:„,  n'établissent  entre  ces  dernières  aucune  rela- 
tion déterminée  ;  mais  ces  équations  font  seulement  voir  comment 
l'un  des  systèmes  de  2«  variables  peut  être  exprimé  par  l'autre 
système  de  an  variables.  Qu'on  désigne  des  variations  quelconques 
des  quantités  a:,  ,  j:,,...jr„  par  J'jc,,  cTar,,...  cTjt,,  :  ces  variations 
sont  indépendantes  les  unes  des  autres,  puisqu'il  n'y  a  aucune  relation 
entre  les  quantités  x,,  jt,,  ..  x,,;  en  nommant  Jol,,  J'a^,...  J'ci„, 
cT/S, ,  cr/3.,...cr/S,_, ,  JM  les  variations  correspondantes  des  quan- 
tités a,, a,,...  a„, /3,,  /3, ,..    /3„_,  ,  M  ,  on  a 

■^  {%'^'  +  Ùy^- ■■■  +  {-£':)  ^^■- 
+  (a)  ^"- 
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Donc  multipliant  les  2«  équations ,  que  nous  avons  trouvées  ci-dessus, 

T.  Oà  +   T.    (g.)   ...   +  T„    (^)  =  o, 


T 


.  (Ê)  +  T,  C^)   ...   +  T.,    (^)    =  o, 


T.(è,H  T^  (£)••■+ T.  (ê,)  =  o, 
T.  (S)   +  T.    (â)   ...    +   T.  (^)  =  o, 

par  eTa,,  cTaa,...  cra„,  aTiS,  ,  cTjSa,  ...cr/3„_,,  «TM  respectivement,  et 
faisant  la  somme ,  on  trouve 

T.«r^.  +   TJx,  ...    +  T^cT^c,»  =  o , 

Or^  comme  J'x,,  éx,,...  Sx,„,  sont  des  variations  indépendantes, 
les  unes  des  autres,  cette  équation  ne  peut  pas  avoir  lieu  à  moins 
qu'on   n'ait 

T.  =  o,     T,  =  o,     T,„  =  o, 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

On  peut  encore  s'assurer  par  les  considérations  suivantes ,  qu'on 
obtient  toujours  par  la  méthode  que  j'ai  indiquée  ,  les  intégrales 
complètes    des    équations    différentielles    ordinaires  ,    établies     par 
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FfaiT,  quand  on  sait  satisfaire  à  l'équation 

X,da:,  4-  X,</j:,  ...  +  X,„c?x,„  =  o 

par  un  système  quelconque  de  n  équations  à  n  constantes  arbitraires. 
Qu'on  résolve  ces  n  équations  par  rapport  aux  n  constantes  arbitraires 
de  manière  qu'elles  prennent  la  forme 

A,  =  a, ,     A,  =  a,,   ...  A„  =  a„, 

a,,  a,,.., ci,,,,  étant  les  constantes  arbitraires,  qui  n'entrent  plus  dans 
A,,  Aj,...  A„.  Pour  que  ces  équations  satisfassent  à  l'équation  diffé- 
rentielle 

X,É/.r,  -f-  X,rfx,  -|-   ...  +  lL,„dx^„  =  o, 

il  doit  exister  72  multiplicateurs  U, ,  U, ,...  U„,  au  moyen  desquels 
on  ait  identiquement 

X,Ja-.-f-X,f/.r,  ...  +X„,^x,„  =  U,rfA.4-U,f/A,-j-  ...  +\JJk„. 

En  supposant  qu'on    ait  exprimé   x,,  oc,,.».  x„   en  A,,  A^,...  A„, 

.r„^., ,  x„i^,,...  x,„ ,  cette  équation  fournit 


UV      "•*■        I       V     '^•^»  I       V      O^in 

dki  dAi  '"  dh.i 

De  l'analyse  donnée  par  Pfaff  lui-même,  il  suit  que,  sachant 
transformer  d'une  manière  quelconque   l'équation 

li.,dx,  -f-  K^dx,  ...  +  li.,„dx,„ 

en  une  autre  à  2«  —  i  variables  seulement,  on  obtient  les  intégrales 
de  ses  équations  différentielles  ordinaires,  en  égalant  ces  271 —  i  va- 
riables à  des  constantes  arbitraires.  Or  nous  avons 

o  —  X,dx,-j-X,dx,  ...  ■i-X,„dx„  =  U.tfA.  +  U.f^A,  ...  +  U,.r/A„ 

Tome  111.  —  Avril  iS33.  25 


Ï94  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

ou 

o  =  ^  (iA,  -i-  ^  dA,  +  ...  +  ^  dA^,  +  dA„, 

ce  qui  est  une  équation  différentielle  à  2/2 —  i  variables  seulement, 

A      A  A      ^      ^  ^'»- 

Donc  celles-ci  égalées  à  des  constantes  arbitraires  doivent  être  les 
intégrales  complètes  du  système  d'équations  dififérentielles  ordinaires 
de  Pfaff.  Or,  elles  coïncident  parfaitement  avec  les  2«  —  i  équations 
telles  que  je  les  ai  établies  plus  haut. 

XII. 

J'ai   remarqué    ci-dessus ,   que    la   méthode   proposée    par  PfafT, 
pour  intégrer  l'équation 

X,dx,  H-  X,r/x,  -f   ...  +  X,,dx,„  =  G, 

a  cet  inconvénient  ,  qu'on  n'établit  à  priori  que  le  premier  des 
systèmes  d'équations  différentielles  ordinaires  dont  on  doit  s'occu- 
per successivement:  on  ne  peut  qu'indiquer  la  manière  dont  chacun 
des  autres  est  formé,  et  cela  après  l'intégration  complète  de  tous  les 
précédents.  A  cause  de  cette  circonstance  on  ne  peut  pas  se  faire 
une  idée  nette  de  l'ensemble  de  la  méthode.  Pour  le  cas  particulier 
qui  fournit  l'intégration  des  équations  différentielles  partielles  du 
premier  ordre,  nous  avons  vu  (IX)  ,  que  l'intégration  du  premier 
de  ces  systèmes  d'équations  difî'érentielles  ordinaires  suffit  complè- 
tement, et  qu'on  n'a  plus  besoin  d'établir  et  d'intégrer  d'autres  sys- 
tèmes. Ce  cas  particulier  peut  encore  être  énoncé  comme  étant  celui 
dans  lequel  un  nombre  n —  1  des  2?i  quantités  X,,  X,,...  X,„,  e.st 
éoal  à  zéro.   Soit  par  exemple 

X„4.,  =  X„+3  =  ...  =  X,„  =  o, 
de  manière  que  l'équation  proposée  devienne 

djc„^,  =  ^^  {X,dx,  4-  X,dx,  ...  -f-  X,djc„). 
Faisant 
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X, 

X.                               X, 

les  (juantités  p,,  p^,,--  p„,  sont  les  coefficients  différentiels  partiels  de 
•3^n+. »  considéré  comme  fonction  de  x^,  x^  ,...  x„,  et  l'élimination 
des  ?i  • — I  quantités  x„j^,,  x„^i,...  x^„,  de  ces  n  équations  donne 
l'équation  différentielle  partielle,  qu'on  devait  intégrer.  Maintenant, 
je  vais  démontrer  qu'en  appliquant  la  méthode  ,  dont  nous  nous 
sommes  servis  pour  ce  cas  particulier ,  à  l'équation  différentielle 
générale  de  Pfaff ,  on  peut  se  débarrasser  de  l'inconvénient  ci- 
dessus  mentionné;  car  on  réussit  par-là  à  établir  sans  difficulté  tous 
les  systèmes  qui  sont  à  intégrer  sans  en  avoir  intégré  aucun. 

Pour  arriver  à  ce  résultat,  on  prendra  dans  les  intégrales  du  pre- 
mier des  systèmes  d'équations  différentielles  ordinaires  établis  par 
Pfaff,  pour  constantes  arbitraires,  les  valeurs  de  ar, ,  x,,...  x,„_,, 
correspondantes  à  x,„  =  o,  valeurs  que  nous  désignerons  par  x", 
xl,.  .  .  a'°„_,.  En  désignant  aussi  les  valeurs  correspondantes  de  X,, 
X, ,...  Xjn  par  X°,  X.'^....  X°„,  on  obtient  des  équations  de  la 
forme 

X,  =  x°  -\-  x,„^,,         X,  =  X^  +  x,„S,, 
jc,  =  x°  -f-  x,„Ç,,         Xj  =  X°  -{-  oTjnHj , 


.r,„_,  =xl,_,-\-  J:,„f,„_, ,      X,„=  X"„-f-  j:,„E„, 

?i>?.  >•••  Ç=n-i  >  S,,  Sj,...  H,„ ,  étant  des  fonctions  de  x,„ ,  xi, 
xl, . . .  xlr^t,  qui  ne  deviennent  pas  infinies  pour  x,„  =  o.  En  subs- 
tituant ces  valeurs  de  .r. ,  x^,.  .  .  x,^,,  telles  qu'on  les  trouve  par 
l'intégration  complète  des  équations  différentielles  ordinaires  établies 
par  M,  Pfîiff,  dans  l'équation 

o  =  X,<ir,  -f-  H^dx,   .  . .   -f-  \,„dx,„, 

o  =  (X;  +  x,,E,)d{x:  -f-  x,4.) 
+  (X:  +  x,„E,)d(x':  +  JT^.) 

+  (X°„  +  j:„H,„)  dx,„ 

=  B^x,„  +  B,dx-:  -H  B..r:   .  . .   -f-  B,„_,rfx:„_,  , 

25.. 


on  obtient 
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où  (i  désignant  un  des  nombres  1,2,...    2n  —  i) 

B,  =  Xr  +  a:.„S, 

Mais  Pfafl"  a  démontré,  que  si  au  moyen  des  intégrales  complètes^ 
de  ses  équations  différentielles  ordinaires  ,  on  exprime  les  7.11  va- 
riables Xi,  a:j ,  Xj, .  .  . x,„ ,  en  fonction  de  l'une  d'entre  elles ,  de  x„ 
par  exemple,  et  de  2« —  i  constantes  arbitraires,  et  qu'ensuite  ou 
substitue  ces  valeurs  dans  lesquelles  on  considère  aussi  les  constantes 
arbitraires  comme  variables ,  dans  l'expression 

X.(/j:,  +  X.r/jr,  +.  .  .+  X„.^x  „; 

le  coefficient  de  dx^,  s'évanouit,  et  les  rapports  des  coefficients  des 
différentielles  des  constantes  arbitraires  deviennent  indépendaus  de 
x„.  On  a  donc 

B  =  0, 

et  les  rapports  de  B, ,  B, ,  B,„_, ,   sont  indépendants  de  j:,„. 

Par  conséquent,  ils  ne  sont  pas  changés,   quand  on  fait  x,„-=^  0, 
dans  les  expressions  de  B,,  B, ,.  . .   &,„_,;  on  obtient  donc 

B.  :  B,  :  ...  :  B_.  =  X^  :  X^  :  . . .  :  X:_. , 

ou  en  introduisant  un  fadeur  M, 

B,  =  MX:,     B.  =  MX:,...     B,_,  =  MX:„_.. 

Ainsi  nous  voyons  qu'en  introduisant  les  variables  x\ ,  x\  ,.  .  . 
x°,^, ,  x„  au  lieu  des  variables  x,,  jt,  , .  .  .  x,^, ,  x,„ ,  et  moyen- 
nant les  expressions 

X ,  =  x", -{- x,^^ , ,     JT,  =  x^ -|-x,..Ç,, .  .  .    x,„_,  =  x°,„_,  +  x,„^,„_, , 
auxquelles   on  est    conduit  (p.   ig5)   par  l'intégration  complète  des 
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équations  différentielles  ordinaires  de  Pfaff,  I  équation  différentielle 
proposée 

G  =  X.djc,  +  X^dr,  +.  .  .+  X,.ibc,„, 

se  change  en  celle-ci  : 

G  =  X^dx"  +  X°dxl  + .  .  .  +  X°„_,dx"„_, , 

c'esl-à-dire  en  une  équation  différentielle,  qui  contient  une  variable 
de  moins  et  qu'on  trouve  ,  en  faisant  j:,„=  o  dans  la  proposée  ,  et  eu 
y  remplaçant  j:,,  a:,,.  .  .  a:3„_,  par a:° ,  x'I,.  .  .a:','„_,.Et  réciproquement 
l'intégration  de  la  dernière  équation  donnera  donc  l'intégration  de 
la  proposée,  en  exprimant  dans  ses  équations  intégrales  a",  xl,.  .  . 
^"n-i  en  X,,  JT,,...  x„,_^,  X,,,,  à  l'aide  des  ^équations  ci-dessus 
établies. 

Cela  posé,   on  doit  d'après  la  méthode    de  Pfaff  égaler    une  des 
quantités  x° ,  x\,.  .  .   j:°„_,,  qui  entrent  dans  l'équation 

o  =  X\dx\  +  X^jdx\   .  .    .+  X\„^^dx\„_,, 

à  une  constante  arbitraire:  soit  donc 

oî,  étant  une  constante  arbitraire.  Alors  l'équation  différentielle  se 
change  en 

o  =  X^^dx\  +  X\dx\   •  . .  -f-  X°^,i/x°„_, , 

où  l'on  doit  remplacer  a:,„_i  par  a,  dans  les  fonctions  X° ,  X°,.  .  X°„_,. 
Ayant  intégré  cette  équation  différentielle  par  un  système  de  «  — -  i 
équations  à  ^z  —  i  constantes  arbitraires ,  on  y  joindra  l'équation 


et  l'on  exprimera  x\,  x\y  ..  a:"„_,  en  x,  x,,...  x^„,  à  l'aide  des 
équations  intégrales  du  premier  système;  alors  on  aura  les  n  équations 
à  n  constantes  arbitraires ,  qui  satisfont  à  l'équation  différentielle 
proposée 

o  =  X.rfx.  +  X,dx,  +. . .+  X,„dx,„. 
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Maintenant  on  peut  re'duire  de  la  même  manière  l'équation ,  à 
laquelle  on  a  ramené  la  proposée,  à  une  autre  qui  renferme  deux 
variables  de  moins.  Le  second  sjslème  d'équations  différentielles  , 
qu  on  doit  intégrer  pour  atteindre  ce  but,  se  déduit  du  premier, 
en  omettant  les  deux  dernières  équations  de  celui-ci  ,  faisant 
a\^  =  o,  jr,„_,  rz:  a,  et  remplaçant  x^,  X,  par  x",  ,  X°.  Alors  ou 
parvient  a.  zn —  5  équations  ditférentielles  ordinaires  aux  2n  —  2  va- 
riables x",,  x°,...  x°^,_,.  Pour  constantes  arbitraires ,  on  prendra 
comme  précédemment  les  valeurs  de  x%  xl, .  .  .  j:°„_3  correspondant 
à  xlr.^^.  ^  o ,  et  que  nous  désignerons  par  x"," ,  x"" , .  .  .a:°°_3,  et  Ton 
nommera  X",  la  valeur  correspondante  de  X°;  alors  le  problème 
est  réduit  à  celui  d'intégrer  l'équation 

X'^dxT  +  "S-TàxT   •  ■  •   +  X~_. Ar°°_4  =  o , 

(quon  déduit  de  la  proposée,  en  y  faisant  x,„=o,  x,„_,  =0, 
x^^_,  —  '^ .,  ar,„_3=:  «i,  où  a,,  a^,  représentent  des  constantes  arbi- 
traires, et  en  y  remplaçant  X,  x,  par  X",  x°°)  par  un  système  de 
2/2 2  équations  a  ti  —  2  constantes  arbitraires.  Qu'on  y  joigne  l'é- 
quation 

JJ°,°_3  =  a», 

et  qu'on  exprime  x''° ,  x"," ,.  .  .  x°°,_i  en  xi,  xl,.  .  .  x°„^, ,  à  l'aide  des 
équations  intégrales  du  second  système ,  qu'on  y  joigne  encore  l'é- 
quation 

^In-,  =  a., 

et  qu'on  exprime  x%  xl,.  .  .  xl^,  en  x, ,  x^,.  . ,  x,„ ,  à  l'aide  des 
équations  intégrales  du  premier  système  :  alors  on  aura  les  n  inté- 
grales de  l'équation  proposée  à  /z  constantes  arbitraires.  Si  l'on  conti- 
nue ainsi  à  débarrasser  chaque  équation,  à  laquelle  on  a  réduit  la 
proposée,  de  deux  variables,  en  y  égalant  l'une  des  variables  à  zéro, 
une  autre  à  une  constante  arbitraire  ,  on  arrive  enfin  à  une  équation 
qui  ne  renferme  que  deux  variables 

IL.dx,  -f-  \,dx,  =  o, 

où  l'on  doit  faire  x,„=  x^„_,.  .  .:=x^:=o,  x,„_,=a,,  x,^}=:ci.,,.  .  . 
Xj  =  «^, ,  dans  les  expres.sions  de  X, ,  X, 
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Donc  si  l'on  désigne  par  a,,  a,,.  .  .  a„,  des  constantes  arbitraires, 
i'ensemble  du  procédé  nécessaire  pour  établir  les  divers  systèmes  d'é- 
quations différentielles  ordinaires  qu'on  doit  intégrer,  consiste  en  ce 
qui  suit  :  dans  le  premier  système  d'équations  différentielles  ordi- 
naires on  fera  x,„  =  o,  x,„_,  =  a,;  omettant  les  deux  dernières 
équations  et  remplaçant  x, ,  X,  par  x° ,  X° ,  on  obtiendra  le  second 
système  :  on  y  fera  j:°„_,  =  0,  x°„_3  =  aj,  on  en  omettra  de  même 
les  deux  dernières  équations ,  et  l'on  écrira  x°'"\  X°"" ,  au  lieu  de  jc'^" , 
X°°;  de  cette  manière  on  obtiendra  le  troisième  système:  on  y  fera 
a:°1-:i^=^o,  jr°°_5  =  a3,  on  en  omettra  comme  auparavant  les  deux 
dernières  équations,  et  l'on  écrira  jr°"°,  X°°"  au  lieu  de  jc°%  X°"  ;  on 
obtiendra  ainsi  le  quatrième  système  d'équations  différentielles,  et 
ainsi  de  suite:  enfin  on  parviendra  à  l'équation,  qui  représente 
le  n'""  système 

X°       dx°       -j-  X"     da:l       =  o. 

Si  l'on  désigne  par  x°  ,  x°  , .  . .  xl„^,  les  valeurs  que  les  quan- 
tités x°  ,  x°  ,..  .  a:°„,^,  ,  prennent  dans  les  2/«  -|-  i  inté- 
grales du  (« — ?7z)""  système  d'équations  différentielles  ,  quand  on  y  fait 

x°,„_,  =0,  alors  toutes  les  équations  intégrales  des  différens  sys- 
tèmes ,  combinés  avec  les  équations 

^a„-i  =  a, ,     xZ-i  =  «a ,     x",","_i  =:  «3 , .  .  .      a:°    =  a„ , 

donnent  la  solution  demandée.  Car  dans  ces  n  équations,  on  peut 
exprimer  x"  en  x°  ,  x\  ,  à  l'aide  de  l'intégrale  de  l'équation 
différentielle  du  n'""  système  ;  puis  x",  ,  jr°  ,  x'I  en  x",  , 
•^l      ,  x°      ,  xl      ,   à  l'aide  des  trois  intégrales  du(/j —  i)"""  système; 

„-l  u—,  »-■ :  n_3  n-.  '  „_3  ,.-3  '  ,,_J 

puis  X,  ,  X,  ,  x\  ,  x^  ,  x\  en  x'\  ,  x\  ,.  .  .  xl  , 
à  l'aide  des  cinq  intégrales  du  [n — 2)""  système  d'équations  diffé- 
rentielles, et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  qu'à  l'aide  de  l'intégiation  du 
premier  système  ,  on  ait  exprimé  toutes  les  quantités  qui  entrenr 
dans  les    n   équations  en  fonction   des  variables    indépendantes  .r,  , 
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Nous  avons  vu  que  quand  n —  i  des  an  quantités  X,,  X^v-^^n, 
s  évanouissent  (ce  qui  donne  le  cas  des  différentielles  partielles  du 
premier  ordre) ,  alors  l'intégration  du  premier  système  d'équations 
différentielles  suffit.  Lorsqu'un  nombre  n  — m  de  ces  quantités  s'an- 
nule seulement,  de  manière  qu'on  ait 

X.  =  X,  =   .  .  .   =  X„_„  =  o , 

on  n'a  qu'à  continuer  le  procédé  indiqué  ,  jusqu'à  ce  qu'on  ait  réduit 
l'équation  différentielle  proposée  à  une  équation  à  2îi  —  2/?i  +  2 
variables,  qui  aura  la  forme 

o  =  X°_,„4.,<ir°_,„^,  +  X°_,^3<ix°^,„^,  .  .  .  +  X°„_j„^.,ajr,;^j„^,, 

caries  coefficients  àe  dxl  .  dx",  ,...  dr°„_„  s'évanouissent.  L'in- 
tégration du  J7i'""  système  d'équations  différentielles,  suffit  pour 
trouver  les  ti  —  m  ■\-  i  équations,  qui  satisfont  à  cette  équation 
différentielle,  et  l'on  n'a  plus  besoin  d'intégrer  aucun  autre  système. 
On  peut  encore  intégrer  l'équation 

X,dx,  +  X^dx,.  .  . .   •+-  X,„dx,„  =  o, 

par  une  méthode  différente  de  celle  de  Pfaff.  Considérant  x,,  x,, 
comme  variables,  on  peut  faire 

X,dx,  +  X,dx,  =  \Jdu, 

par  l'intégration  d'une  équation  différentielle  ordinaire  du  premier 
ordre  à  deux  variables.  Considérant  de  même  x^  et  x^  comme  va- 
riables ,  on  obtient 

X.rfx,  -4-  Xjx,  -4-  Xsfirj  +  X^dx^  =  Vdu  +  U'dx,  +  U'dx^, 

oii  par  l'introduction  de  u  au  lieu  de  x,  les  quantités  U,  U',  D" , 
deviennent  des  fonctions  de  u,  x,_,  Xs,  x^.  A  l'aide  de  l'intégration 
d'une  équation  différentielle  partielle  du  premier  ordre  à  trois  va- 
riables, il  est  facile  de  démontrer  qu'on  peut  donner  à  celte  exprès- 
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sioii  la  forme 

Vdu  +  U'^3  +  U'V/x^  =  V.^v'.  4-  VA.. 

Coasidërant  encore  Xs,  x^,  comme  variables,  on  obtient 

X,r/x.  -(-  XJx^  . .  .    +  Xe^s  =  \4v.  4-  y4v,  +  V'^Xs  +  Y'dx,  ; 

en  introduisant  dans  cette  équation  p,,  v^,  au  lieu  de  .r,,  a:,,  les  quan- 
tités V,,  V„  V,  V",  deviennent  des  fonctions  de  v^,  v,,  x^^x^,  x^,  x^- 
A  l'aide  de  l'intégration  d'une  équation  différentielle  partielle  du 
premier  ordre  à  quatre  variables,  on  donnera  à  l'expression  précé- 
dente ,  la  forme 

\4v.  -f-  \Jv,  +  \  Wx5  +  \'dxs  =  W,dw,  +  W4w,  ■+■  W^dws, 

d'où 

X.dlr,  +  X,dx,  •  • .  +  Xsdxe  =  W^dw,  +  W^w,  +  W^dw^, 

et  ainsi  de  suite.  Continuant  ainsi ,  après  avoir  intégré  d'abord  une 
équation  différentielle  ordinaire  du  premier  ordre  à  deux  variables, 
ensuite  successivement  des  équations  différentielles  partielles  du 
premier  ordre  à  5,  4>-  •  •  n  variables,  on  obtiendra  enfin  par  l'in- 
tégi'ation  d'une  équation  différentielle  partielle  du  premier  ordre  à 
7i  +  T  variables ,  les  n  équations  demandées.  Puisque  d'après  le  pre- 
mier procédé  décrit  ci-dessus,  une  équation  différentielle  partielle 
du  premier  ordre  à  ^  +  i  variables  ,  exige  l'intégration  de  2k  —  1 
équations  différentielles  ordinaires  du  premier  ordre  à  2k  variables, 
il  est  visible  que  par  ce  second  procédé  on  a  besoin  d'intégrer  autant 
de  systèmes  d'équations  différentielles  ordinaires  à  autant  de  varia- 
bles que  par  le  premier.  Lorsque  m  des  quantités  x, ,  x,,...  x„,  s'éva- 
nouissent, ou  peut  aussi  commencer  par  l'intégration  d'une  équation 
différentielle  partielle  du  premier  ordre  à  n  +  2  variables. 


ïome  m.  —  AvpjL  iSJ8.  26 
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Snr  (fuelques  questions  relatives   a  la  théorie  des  Courbes. 
Par  Algiste  HIIQl  EL  , 

Régent  de  Mathématiques  à  Nantiia. 


Lorsque  deux  cercles  matériels  sont  mobiles  autour  de  leurs  cen- 
tres, si  la  somme  de  leurs  rayons  r  et  /',  est  égale  à  la  distance 
constante  k  de  leurs  centres ,  les  cercles  peuvent  tourner  ensemble 
sans  que  la  circonférence  de  l'un  glisse  sur  la  circonférence  de  l'autre; 
et  alors  les  vitesses  de  rotation  sont  dans  !e  rapport  inverse  de  celui 
des  rayons. 

Cela  posé,  nous  dirons  que  deux  courbes  en  général  sont  syntré- 
pentes  (*).  quand  elles  peuvent  tourner  simultanément  autour  de  cha- 
cune des  extrémités  0  et  0'  (fig.  5),  d'une  distance  00'  constante 
que  nous  appellerons  h ,  sans  jamais  cesser  d'être  tangentes  entre 
elles,  et  sans  qu'il  y  ait  glissement;  c'est-à-dire,  de  manière  que  les 
deux  arcs  des  deux  courbes  HM ,  HM',  qui  passent  dans  le  même 
espace  de  temps  par  le  point  H  de  contact  (point  qui  peut  d'ailleurs 
être  variable  de  position,  mais  toujours  sur  la  même  droite  00'),  soient 
constamment  égaux  entre  eux.  Et  il  est  facile  de  voir  que  quand 
deux  courbes  satisfont  à  cette  condition  pour  deux  points  0,0',  re- 
latifs à  chacune  d'elles, 

1°.  La  somme  des  raybiïs  vecteurs  OM ,  O'M',  des  points  corres- 
pondants M  et  M',  est  constante  (et  égale  à  k); 

2°.  Les  angles  formés  par  ces  rayons  vecteurs  avec  les  tangentes 
menées  aux  points  M  et  M',  sont  toujours  égaux  deux  à  deux. 


(*)  de  «-f»  r-£T£(»  ,  tourner  ensembie. 
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Pour  exprimer  analjtiquement  ces  deux  caractères  que  nous  pren- 
drons désormais  pour  définition  des  syiitrépentes ,  désignons  par 
rj)  =  ;p(p)  et  &)  =  '\|,(f)  les  équations  polaires  des  deux  courbes  rap- 
portées aux  points  0  et  0'  pris  respectivement  pour  oi'igines.  D'après 
ce  qui  vient  d'être  dit,  en  posant 

OM=i>,     OM'  =  /,     MOX  =  «,     M'O'X  =  0.', 
on  aura 

^dai    ^'da' 

ou  bien 

ce  qui,  eu  observant  que  f -j-  f'  ■=k,  remplaçant  en  conséquence  p 
par  (Je  —  p'),  et  supprimant  dans  le  résultat  l'accent  de  la  variable  f, 
revient  à 

?i'{?)  =  (k  -  f)  <p'(k  —  f). 

Cette  équation  entre  deux  fonctions  peut  donner  lieu  à  deux  ques- 
tions principales  :  la  première  est  de  déterminer  l'une  des  fonctions 
lorsqu'on  connaît  l'autre  ;  la  seconde  est  de  déterminer  les  deux  fonc- 
tions en  supposant  qu'elles  doivent  satisfaire  en  même  temps,  et  à 
l'équation  obtenue,  et  à  une  condition  particulière  donnée.  Je  vais 
m  occuper  de  la  première  question. 

II. 

Une  courbe  étant  donnée ,  soit  proposé  de  lui  trouver  une  syn- 
trépente  par  rapport  à  une  droite  00'.  Soit  ûù  =  (p(^^)  l'équation 
de  la  courbe  rapportée  au  point  0;  en  représentant  par  -i^  {f>)  la 
fonction  correspondante  à  la  courbe  cherchée  rapportée  au  point  0', 
on  aura ,   d'après  ce  qui  a  été  dit, 

4''(p)=  '-^«<?'(^-p); 

et  l'on  pourra  trouver  la  fonction  •\>{f)   toutes  les  fois  qu'on  saura 

intégrer  -^  (p' {k  —  f).  Ainsi  l'équation  de  la  courbe  cherchée  peut 

26.. 
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être  représentée  par 


=  /"— -  <P'[k  —  f>)df  +  coast. 


La  constante  arbitraire  semblerait  indiquer  qu'il  y  a  plusieurs 
courbes  qui  satisfont  à  l'énoncé  pour  une  même  valeur  de  k;  mais 
il  est  facile  de  voir  qu'elle  ne  donne  en  réalité  que  les  diverses  posi- 
tions d'une  même  courbe.  On  peut  donc  la  supprimer,  en  ayant  soin 
de  faire  correspondre  deux  positions  convenables  de  la  courbe  donnée 
et  de  la  courbe  cherchée. 

Soit  pour  exemple  à  déterminer  la  syntrépenle  d'une  ellipse 
tournant  autour  d'un  de  ses  foyers  pris  pour  centre  de  rotation.  Son 
équation  est 


f  =z  a  + 


qui  revient  à 
d'où  l'on  tire 


arc  cos 


'^ê 


^W  =  T.  =  - 


rfç  p  V/— 6"  + 2af  —  ç» 


Par  conséquent , 

tP  (  "   —    f )   =  —  (i  _  ç)  y/ZrF+  2fl  (A-  -  ç)_(A  _  ç)>' 
et  par  suite,  on  aura  pour  équation  de  la  courbe  cherchée  : 

a,  =    rik-Qç'ik-,)  _   r  b  _  ^r. 

On  pourrait  déterminer  la  valeur  de  cette  intégrale  en  commençant 
par  la  rendre  rationnelle  au  moyen  des  procédés  ordinaires;  mais  on 
peut  l'obtenir  plus  simplement  et  sous  une  forme  plus  commode. 
Pour  cela,  observons  que,  d'après  ce  qui  précède,  on  a  évidemment 


/ 


I                     ae  —  é' 
T  arc  cos  — 


f  i/ —  Z;»  +  2<iç  —  ç"  "  ^a'—b\, 
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et  que  pour  passer  de  cette  intégrale  à  la  suivante. 


/ 


Ms 


P  V/c»-(a-A-  4-{)"' 


il  suffit  de  changer  a  en  {k  —  a),  et  é*  en  {k  —  a)'  —  c*.  Opérant 
donc  ce  changement,  et  multipliant  par  —  b ,  ou  trouve  facilement 


;  arc  cos  ^^ — ^ 


V  {k  —  ay  —  c-  «■« 

équation  qui  détermine,  pour  la  même  ellipse,  une  infinité  desjntré- 
pentes  différentes,  correspondant  aux  diverses  valeurs  attribuées  à  k. 
Par  exemple,  en  faisant  (fig.   4)> 

A:  =  2a, 

-on  a  une  ellipse  égale  à  la  première,  comme  il  est  d'ailleurs  facile 
de  le  prévoir  à  priori. 

J'appellerai  isotrépente  une  courbe  qui ,  comme  l'ellipse,  aura  pour 
syntrépente  une  courbe  égale  à  elle-même. 

Quant  à  l'équation  générale  des  syntrépentes  de  l'ellipse,  elle  re- 
présente une  famille  de  courbes  faciles  à  construire  pour  chaque  va- 
leur de  A-,  en  observant  que  arc  cos —  repré- 
sente l'arc  correspondant  à  un  rayon  vecteur  quelconque  d'une  ellipse 
dont  le  grand  axe  serait  2  (A;  —  a)  et  l'excentricité  2c.   En  désignant 

b  1.'         .        1 

cet  arc  par  cci  et  .- par  m,  1  équation  des  syntrépentes 

de  l'ellipse  se  réduira  à 


III. 

Une  courbe  étant  donnée ,  ou  peut  se  proposer,  comme  cas  particu- 
lier de  la  théorie  précédente,  de  lui  trouver  une  syntrépente  dont 
tous  ses  points  décrivent  des  droites  parallèles  entre  elles.  Pour  cela 
il  faut  supposer  /:  =  x  dans  l'équation  générale  des  syntrépentes  de 
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la  proposée,  après  avoir  fait  préalablement, 

fi  =  k  —  X     et     Cl)  =  j, 

hypothèses  qui  rendent  f  infiniment  grand  et  a  infiniment  petit,   et 
ramènent  la  courbe  cherchée  à  des  coordonnées  rectangulaires. 

Prenant  pour  exemple  de  cette  trauformation  l'équation   générale 
des  svntrépentes  de  l'ellipse,  trouvée   plus  haut,  on  obtient 

y  =  b  arc  ,  cos  .  , 


ou  enfin  ,  en  changeant  de  coordonnées  , 

X  =  c  .  cos  y  , 
équation  d'une  sinusoïde. 

IV. 

Pour  en  revenir  aux  syntrépentes  en  général ,  soient  MN  et 
RS  (fig.  5) ,  deux  courbes  syntrépentes  par  rapport  aux  centres  0 
et  0'.  Considérons  deux  autres  courbes  ,  R'S'  et  M'N',  la  première 
syutrépente  de  MN  ,  la  seconde  syntrépente  de  M'N'.  Soient  0" 
et  0'"  les  centres  de  rotation  de  ces  nouvelles  courbes ,  situés  sur  la 
droite  00',  et  soit  H  le  point  de  contact  commun  de  toutes  les 
courbes.  Il  résulte  de  ces  hypothèses  que  la  courbe  MN  peut  tourner 
simultanément  avec  la  courbe  RS  sans  cesser  de  lui  être  tangente,  et 
sans  qu'il  y  ait  glissement  entre  ces  courbes  ;  qu'en  même  temps  la 
courbe  R'S'  peut  tourner  en  remplissant  les  mêmes  conditions  par 
rapport  à  la  courbe  MN,  et  qu'il  en  est  de  même  de  la  courbe  M'N' 
par  rapport  à  RS.  Il  suit  de  là  nécessairement  que  les  courbes  M'N', 
R'S',  peuvent  tourner  simultanément  sans  cesser  d'être  tangentes,  et 
sans  qu'il  y   ait  entre    elles   glissement  ;  et   qu'on  peut   en  dire  de 
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même  des  courbes  S'R'  et  SR.  Donc  les  courbes  M'IS'  et  R'S'  sont 
syntrépentes  par  rapport  à  la  distance  0"'0",  en  même  temps  que 
les  courbes  RS  et  R'S'  sont  syntrépentes  par  rapport  à  la  distance 
O'O"  (*).  On  peut  donc  conclure  généralement  de  ce  qui  vient  d'être 
dit: 

Que,  si  deux  courbes  sont  syntrépentes  entre  elles,  chacune  des 
syntrépentes  de  la  première  sqra  syntrépente  de  chacune  des  syntré- 
pentes de  la  seconde;  et  que  deux  quelconques  des  syntrépentes  de 
l'une  d'elles  seront  intérieurement  syntrépentes  entre  elles. 


Cherchons  encore ,  pour  terminer  ,  l'équation  générale  des  courbes 
isotrépentes.  Soit 

a>  =  (p{f) 

l'équation  d'une  pareille  courbe.  On  aura,  d'après  le  n°  I, 

f<P'if)  =  (k  -  p)<p'(A-  -  f), 

représentant  toujours  une  quantité  arbitraire  ,  mais  qui  reste  la  même 
pour  une  même  courbe.  Faisons 

ff(f)   =   F(p); 

(A  —  p)  (p'(k  —  p)  deviendra  F(A-  —  p)  ;  et  Ion  aura 

F(p)  =  F(A-  p).  (i) 

F(/»)  est  donc  une  fonction  symétrique  de  f>  et  de  (A —  f),   fonction 


(*)  Dans  ce  dernier  cas,  la  distance  des  centres  0',  0",  est  constamment  égale, 
non  à  la  somme  ,  mais  à  la  diffe'rence  des  rayons  qui  passent  par  le  point  de 
contact.  Pour  ne  pas  confondre  ,  nous  dirons  que  les  courbes  R'S' et  RS  sont 
syntrépentes  intérieurement. 
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que  nous  représenterons  simplement  par  F.  On  aura  ainsi 

et  par  suite ,  l'équation  des  courbes  isotrépentes  sera 

•F 


/ï*  + 


const. 


A  l'aide  de  cette  équation  on  pourra  trouver  autant  de  courbes  iso- 
trépentes qu'on  voudra,  en  prenant  pour  F  une  fonction  symétrique 
quelconque  de   p  et  de  A;  —  p. 

L'équation  polaire  de  l'ellipse  peut  se  ramener  à  cette  forme,   en 
V  faisant  k  =  2a;  car  elle  revient  à 


r       ' 

_  __   I  y/— ^'  +  c(2g  — . 


dp. 


PURES  ET  APPLIQUÉES. 


209 


Sur  la  Théorie  des  oscillations  de  l'eau  dans  les  tuyaux 
de  conduite; 

Par  Anatole  de  CALIGNY. 


I .  Je  suppose  que  du  fond  d'un  réservoir  à  niveau  constant  N , 
on  dérive  horizontalement  un  tuyau  de  conduite  à  section  constante, 
dont  l'extrémité  opposée  se  relève  verticalement.  Le  tuyau  horizontal 
est  d'abord  plein  d'eau  en  repos  jusqu'à  la  partie  inférieure  0  de  la  por- 
tion verticale  indéfiniment  prolongée  que  je  nommerai  tuyau  d'ascen- 
sion :  de  ce  point  0  partira  l'oscillation  que  nous  allons  considérer.  Le 
réservoir  est  d'ailleurs  à  niveau  constant  :  je  fais  d'abord  abstraction 
des  résistances  passives,  frottements,  etc.;  je  suppose  le  tuyau  de 
conduite  très  long  par  rapport  à  la  hauteur  du  niveau  constant  et 
du  tuyau  d'ascension.  J'admets  le  parallélisme  des  tranches. 


On  sait  qu'en  vertu  de  la  vitesse  acquise  depuis  le  point  de  départ 
jusqu'à  la  hauteur  du  niveau  du  réservoir,  l'eau  montera  au-dessus  de 
ce  niveau.  Commençons  par  déterminer  d'une  manière  élémentaire 
l'équation  des  forces  vives  du  système. 

2.  11  est  évident  que  dans  ce  genre  d'oscillation,  comme  dans  les 
siphons ,  plus  la  colonne  immobile  au  moment  du  départ  sera  longue, 

Tome  m.  —  Avril  i838.  an 
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plus  la  vitesse  moyenne  sera  petite.  Cette  colonne  étant  très  longue  par 
hypothèse,  la  vitesse  sera  très  petite.  La  pression  du  réservoir  sur 
l'origine  A  du  tuyau  sera  sensiblement  constante  et  égale  à  la  hauteur 
AN  du  niveau  du  réservoir  au-dessus  de  l'origine.  La  force  motrice, 
au  moment  du  départ  de  la  colonne  oscillante  sera  mesurée  par  la 
hauteur  ON  du  niveau  du  réservoir  au-dessus  du  point  0;  mais  elle 
ira  sans  cesse  en  diminuant  en  vertu  de  la  pression  résistante  qui  dans 
chaque  élément  du  temps  sera  la  hauteur  d'eau  pénétrée  au-dessus 
du  point  de  départ  dans  le  tuyau  vertical.  Le  diamètre  du  tuyau 
étant  constant,  je  n'ai  point  à  m'en  occuper. 

5.  Au  moment  où  l'eau  arrivera  à  une  hauteur  donnée,  la  quantité 
de  travail,  développé  depuis  le  point  de  départ,  sera  le  produit  du 
chemin  parcouru,  par  la  hauteur  du  réservoir  au-dessus  de  ce  point  de 
départ ,  moins  le  produit  de  ce  même  chemin  par  une  certaine  pres- 
sion résistante  moyenne  entre  zéro  et  la  hauteur  effective  de  l'eau 
déjà  pénétrée  au-dessus  du  point  de  départ  0  ;  cette  moyenne  est  la 
moitié  de  la  hauteur  effective.  Pour  le  voir,  il  suffit  suivant  un  mode 
de  démonstration  connu,  de  diviser  cette  hauteur  en  portions  moindres 
que  toute  quantité  donnée ,  et  de  remarquer  que  la  pression  résis- 
tante augmente  comme  les  éléments  d'un  triangle  dont  la  base  est 
cette  même  hauteur  effective. 

Si  donc  nous  appelons  H  la  hauteur  ON  du  réservoir  au-dessus 
du  point  de  départ ,  h.  la  hauteur  effective  obtenue  par  la  colonne 
au-dessus  de  ce  point  de  départ  au  moment  que  l'on  considère ,  la 
quantité  de  travail  moteur,  moins  la  quantité  de  travail  résistant 
développé  jusqu'au  même  instant,  sera  représentée  par 

nh  —  h   x\h=z  h   X   ^ (aH  —  A). 

Considérons  maintenant  une  droite  double  de  H;  partageons-la  en 
deux  segments  A  et  aH  —  h.  L'expression  que  nous  venons  de  trouver 
est  le  produit  d'un  des  segments  de  cette  droite  par  la  moitié  de 
l'autre  segment.  Quand  la  hauteur  atteinte  est  double  de  la  hauteur 
H,  la  force  vive  trouvée  est  zéro  et  la  colonne  s'arrête.  Sur  cette 
hauteur  2H  comme  diamètre  décrivons  un  demi-cercle.  Le  produit 
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des  deux  segments  considérés  de  ce  diamètre,  sera  égal  au  carré 
de  lordonnée  correspondante  du  cercle.  La  force  vive,  que  je  définis 
égale  à  la  différence  des  quantités  de  travail  moteur  et  résistant  déve- 
loppées avant  l'époque  que  l'on  considère ,  variera  donc  comme 
les  carrés  des  ordonnées  du  demi-cercle.  Il  nous  sera  plus  commode 
de  dire  qu'elle  varie  comme  les  cercles  de  la  sphère  du  même  dia- 
mètre, qui  sont  comme  les  carrés  de  ces  mêmes  ordonnées.  J'emploie 
la  définition  delà  force  vive  adoptée  par  M.  Coriolis,  parce  qu'elle 
simplifie  mes  démonstrations. 

4-  La  colonne  liquide  en  mouvement  étant  supposée  très  longue  et 
par  conséquent  d'une  masse  sensiblement  constante ,  le  carré  de  la 
vitesse  variera  comme  les  cercles  de  la  sphère ,  et  la  vitesse  elle-même, 
comme  les  ordonnées  du  grand  cercle.  Il  est  entendu  qu'il  ne  s'agit  pas 
tant  ici  d'avoir  des  valeurs  absolues  que  d'en  connaître  l'ordre.  Ces 
valeurs  sont  très  faciles  à  déterminer  dans  tous  les  cas.  Les  vitesses 
dépendent  de  la  longueur  de  la  colonne  oscillante;  la  force  vive 
dépend  du  chemin  parcouru  et  de  la  hauteur  du  niveau  du  réservoir 
au-dessus  du  point  de  départ,  quand  on  fait  abstraction  des  résistances 
passives.  11  suffit  pour  s'en  rendre  compte,  dans  le  cas  d'une  masse 
variable  à  laquelle  on  ne  pourrait  appliquer  l'équation  des  forces  vives, 
de  bien  saisir  le  cas  où  nous  avons  supposé  la  pression  motrice  cous- 
tante  sur  l'origine  à  cause  de  la  longueur  de  la  colonne.  L'inertie  de 
la  longue  colonne  horizontale,  immobile  au  moment  du  départ, 
influe  sur  la  vitesse  moyenne  jusqu'à  ce  que  l'eau  atteigne  une  hau- 
teur donnée;  mais  cette  hauteur  étant  une  fois  atteinte,  l'inertie  de 
cette  longue  colonne  se  trouve  n'avoir  pas  changé  la  somme  des 
forces  vives  accumulées  le  long  du  chemin.  Voyez  Carnot,  rapport 
sur  Mauoury  Dectot, 

5.  11  est  cependant  intéressant  d'étudier  le  mode  d'action  des  pres- 
sions dans  les  deux  cas  extrêmes  ;  celui  dont  il  a  été  question  où  la 
colonne  immobile  au  moment  du  départ  est  très  longue  et  celui  où 
elle  est  très  petite.  Dans  le  premier  cas  nous  avons  deux  choses  à  consi- 
dérer, 1°.  la  pression  venant  immédiatement  de  la  pesanteur,  considé- 
rée soit  comme  résistance  ,  soit  comme  puissance;  2°.  la  pression  hy- 
draulique de  la  colonne  en  mouvement  dans  le    tuyau  horizontal 
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en  dessous  de  la  colonne  verticale.  Quand  la  masse  en  mouvement 
n'a  qu'une  très  petite  vitesse  ;  et  c'est  le  cas  d'une  colonne  très  longue, 
la  pression  résistante  provenant  du  poids  de  la  colonne  du  tuyau 
d'ascension  difîère  très  peu  du  poids  effectif  de  cette  colonne  dans 
chaque  élément  du  temps.  Sa  vitesse  étant  très  petite,  sa  force  vive 
ne  la  ferait  monter  que  d'une  très  petite  quantité  si  la  force  vive  de 
la  longue  colonne  qui  pousse  en  arrière  ne  surmontait  pas  sa  pres- 
sion résistante.  Ainsi,  quand  la  colonne  s'est  élevée  au-dessus  du 
niveau  ,  il  faut  admettre  que  la  pression  au  point  0  est  plus  grande 
que  la  hauteur  de  ce  niveau  au-dessus  de  ce  point  ;  cette  consé- 
quence est  confirmée  par  l'expérience  suivante.  Je  pratique  sur  le 
tuyau  de  conduite,  auprès  du  tuyau  vertical ,  un  orifice  d'un  diamètre 
petit  relativement  à  celui  de  ce  tuyau.  Par  cet  orifice  qui  est  en  mince 
paroi ,  sort  un  jet  d'eau  qui  sans  être  soutenu  par  des  parois  latérales, 
s'élève  à  de  grandes  hauteurs  au-dessus  du  réservoir,  avec  la  colontje 
oscillante.  J'ai  donné  les  détails  du  phénomène  dans  un  autre  mé- 
moire, où  je  l'applique  à  des  objets  d'utilité  publique. 

6.  Quand  on  établit  l'équation  des  forces  vives  de  ce  système,  il  faut 
bien  prendre  garde  que  la  pression  sensiblement  constante  est  celle 
du  réservoir  sur  l'origine  du  tuyau  et  non  sur  l'extrémité  0 ,  point  de 
départ  de  la  colonne  oscillante.  Si  vous  fermez  cette  extrémité  et  que 
vous  l'ouvriez  après  un  certain  temps  de  repos  ,  même  en  faisant 
abstraction  de  toute  espèce  de  résistances  passives ,  la  pression  du  ré- 
servoir sur  cette  extrémité  est  très  peu  de  chose  dans  les  premiers  ins- 
tants du  mouvement.  La  force  motrice  est  d  abord  employée  à  vaincre 
l'inertie  de  la  colonne.  Les  détails  de  l'expérience  précédente  éclair- 
cissent  ces  principes,  le  jet  d'eau  vertical  oscillant  dans  l'air  libre, 
suit  la  colonne  du  tuyau  d'ascension.  Quand  on  ferme  l'extrémité  0, 
on  a  un  jet  d'eau  ordinaire,  qui  cesse  au  moment  où  l'on  ouvre  cette 
extrémité,  et  ne  se  relève  qu'avec  la  colonne  oscillante.  La  pression 
sur  le  point  0  croit  comme  la  hauteur  de  la  colonne  au-dessus 
de  ce  point ,  abstraction  faite  du  jet  d'eau. 

7.  Je  suppose  maintenant  que  la  longueur  de  la  colonne  immobile 
au  moment  du  départ  et  l'inertie  de  l'eau  du  réservoir  soient  négligées  : 
un  des  facteurs  de  la  force  vive,  la  masse,  croîtra  comme  un  des  seg- 
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tneats  d'une  ligne  droite  j  l'autre  diminuera  donc  comme  l'autre  seg- 
ment ou  comme  les  ordonnées  d'un  triangle,  n"  5.  Ce  que  les  hy- 
di  auliciens  nomment  la  hauteur  due  à  la  vitesse ,  serait  au  premier 
instant  la  hauteur  du  niveau  du  réservoir  au-dessus  du  point  du 
départ.  Nous  venons  de  voir  qu'elle  diminue  comme  les  ordonnées 
d'un  triangle.  D'après  le  théorème  de  Bernouilli,  la  pression  dans  le 
mouvement  permanent  est  la  hauteur  du  réservoir  moins  la  hauteur 
due  à  la  vitesse.  Sans  donner  plus  de  détails  sur  ce  cas  du  mouvei- 
ment  oscillatoire ,  à  cause  de  l'inertie  de  l'eau  du  réservoir  que  j'ai 
négligée,  je  conclus  que  dans  le  cas  d'une  colonne  immobile  au  moment 
du  départ,  très  courte,  la  pression  moyenne  supportée  par  les  parois 
dn  tuyau  d'ascension  est  bien  moindre  que  dans  le  cas  où  cette  même 
colonne  était  très  longue.  Je  ne  fais  d'ailleurs  cette  observation  que 
relativement  à  quelques  phénomènes  particuliers. 

Entre  ces  deux  cas  extrêmes,  celui  où  l'on  néglige  l'inertie  des 
masses  au  moment  du  départ  et  celui  où  cette  inertie  est  très  grande 
à  cause  de  la  longueur  de  la  colonne,  se  trouveront  compris  tous  les 
cas  de  la  pratique. 

Quant  à  la  pression  dans  le  tuyau  horizontal ,  elle  dépend  essen- 
tiellement des  phénomènes  de  la  pression  hydraulique  de  la  colonne 
en   mouvement. 

8.  Nous  savons  déjà  que  la  force  vive  varie  comme  les  cercles  d'une 
.sphère ,  mais  on  verra  combien  il  est  commode  de  concevoir  qu'elle 
varie  comme  les  sections  d'un  système  de  figures  terminées  par  des 
plans.  Je  vais  d'abord  donner  une  idée  de  ces  transformations. 

Il  est  facile  de  voir  que  les  sections  de  la  sphère  varient 
comme  celles  d'un  solide  qui  ressemble  à  une  espèce  de  sablier 
formé  par  deux  cubes  dont  on  aurait  ôté  intérieurement 
deux  pyramides  quadrangulaires  ayant  chacune  pour  base 
une  face  d'un  cube.  Je  prouve ,  par  la  simple  transposition 
d'une  pyramide ,  qu'elle  varie  aussi  comme  les  éléments  d'un 
solide  assez  élégant  qui  ressemble  à  la  hache  à  double  tran- 
chant des  anciens. 

Coupez  par  la  moitié  les  deux  cubes,  dont  je  parlais  il  y  a  un 
instant  et  formez-en  deux  prismes  triangulaires  dont  la  hauteur  est 
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double  de  celle  d'un  cube;  placez-les  face  à  face,  de  manière  à  ce 
qu'ils  n'en  forment  qu'un  de  même  hauteur,  à  base  double.  Retran- 
chez-en deux  pyramides  quadrangulaires  équivalentes  à  celles  que 
j'avais  retranchées  des  deux  cubes  pour  avoir  mou  espèce  de  sablier. 
Ces  pyramides  retranchées  ainsi  sont  opposées  par  la  base  au  lieu  de 
l'être  par  le  sommet,  et  vous  aurez  le  polyèdre  dont  je  parle;  une 
projection  est  composée  de  deux  trapèzes  ,  l'autre  est 
un  triangle  rectangle  et  isoscèle.  On  peut  lui  donner 
une  forme  plus  élégante,  sans  changer  l'ordre  de  la  va- 
riation des  éléments.  Chacune  des  moitiés  symétriques 
peut  être  formée  elle-même  de  quatre  polyèdres  symé- 
triques ;  une  projection  est  un  hexagone  à  angles  ren- 
trants; l'autre  est  un  losange.  Mais  il  est  inutile  ici  de 
le  considérer  sous  cette  forme  ;  retranchons  de  l'autre  forme  deux 
pyramides  triangulaires ,  plaçons-les  (  sans  changer  les  distances  de 
leurs  sections  à  la  base  commune  aux  deux  moitiés  du  polyèdre) , 
sur  les  prismes  qui  restent ,  et  nous  retrouverons  une  figure  formée 
par  le  reste  de  deux  cubes  dont  on  a  ôté  deux  pyramides  quadran- 
gulaires. 

En  faisant  varier  l'angle  des  tranchants  de  cette  espèce  de  hache , 
on  ne  changera  pas  l'ordre  des  variations  des  sections  et  le  polyèdre 
sera  équivalent  à  un  ellipsoïde  de  révolution  donné. 

L'espèce  de  sablier  ,  formé  par  la  révolution  d'un  triangle  rectangle 
et  isoscèle  autour  d'un  axe  passant  par  le  sommet  de  l'angle  droit  et 
parallèle  à  l'hypoténuse ,  est  équivalent  à  une  sphère ,  et  ses  sec- 
tions normales  à  l'axe,  sont  équivalentes  aux  cercles  de  la  sphère. 
Quand  le  triangle  isoscèle  n'a  pas  d'angle  droit,  il  engendre  une  espèce 
de  sablier,  égal  en  volume  à  un  ellipsoïde  de  révolution  et  les  sections 
normales  à  l'axe  sont  équivalentes  à  celles  de  cet  ellipsoïde. 

Lorsqu'un  trapèze,  segment  d'un  triangle  rectangle  et  isoscèle, 
tourne  autour  d'un  axe,  passant  par  son  angle  aigu  et  parallèle  à  la 
hauteur ,  il  engendre  un  solide  équivalent  à  un  segment  de  sphère  à 
deux  bases,  dont  une  est  un  grand  cercle.  Quand  il  tourne  autour 
de  la  plus  petite  de  ses  deux  bases  parallèles ,  il  engendre  un  solide 
équivalent  à  un  segment  de  sphère  à  une  base  (sans  que  les  sections 
varient  de  la  même  manière).  La  hauteur  de  ce  segment  est  égale  à 
celle  du  premier  segment  que  j'avais  considéré ,  etc. 
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Ces  théorèmes  et  quelques  autres  sont  très  commodes  dans  le  genre 
-de  recherches  dont  je  m'ocaipe.  Les  démonstrations  sont  si  simples  , 
que  je  crois  devoir  les  omettre. 

g.  En  supposant  le  tuyau  de  conduite  très  large  relativement  a 
l'amplitude  de  l'oscillation ,  les  théorèmes  établis  précédemment  sutîl- 
raient  à  la  rigueur  pour  déterminer  le  travail  des  résistances  passives , 
proportionnelles  aux  premières  et  aux  secondes  puissances  des  vitesses, 
et  les  intégrales  seraient  fournies  par  l'expression  du  volume  de  la 
sphère,  'et  par  celle  de  l'aire  du  cercle.  Mais  je  vais  considérer  les 
autres  cas  où  le  frottement  est  très  puissant. 

Commençons  par  étudier  le  mouvement  d'une  longue  colonne 
liquide  dans  un  tujau  horizontal  croisé  avec  un  tuyau  d'ascension 
rectiligne ,  vertical  ,  indéfiniment  prolongé.  En  faisant  d'abord 
abstraction  des  résistances  passives,  on  trouverait  que  les  forces 
vives  varieraient  comme  les  cercles  d'une  demi-sphère ,  à  partir 
de  l'époque  où  la  colonne  horizontale  pénètre  dans  le  tuyau  d'ascen- 
sion. Il  suffit  pour  s'en  rendre  compte  de  voir  qu'à  partir  de  l'époque 
où  l'eau  de  ma  colonne  oscillante,  n**  1  —  5,  était  de  niveau  dans 
le  tuyau  et  dans  le  réservoir,  les  choses  se  passaient  comme  si  ce 
réservoir  n'existant  plus,  ou  avait  eu  simplement  une  colonne  liquide 
dans  un  tuyau  horizontal.  On  suppose  les  résistances  passives  indé- 
pendantes des  pressions. 

Nous  conuaissons  ce  que  les  hydrauliciens  nomment  le  coefficient 
du  frottement  proportionnel  au  carré  de  la  vitesse  moyenne  dans  le 
mouvement  permanent.  Commençons  par  établir  les  formules  du 
mouvement  dont  il  s'agit  comme  si  nous  n'avions  à  tenir  compte  que 
de  ce  même  coefficient. 

1 1 ,  Nous  savons  quelle  serait  la  quantité  de  force  vive  suffisante 
pour  qu'une  colonne  parvint  à  une  hauteur  donnée,  s'il  n'y  avait  pas 
de  résistance  passive.  Nous  connaissons  la  loi  de  la  variation  des  forces 
vives,  et  par  suite  quelle  serait  la  quantité  de  travail  nécessaire  pour 
faire  atteindre  à  l'eau  la  hauteur  donnée  dans  l'hypothèse  des  résis- 
tances ,  en  supposant  cette  quantité  de  travail  fournie  par  un  piston  ; 
mais  il  n'en  est  plus  ainsi  quand  nous  voulons  substituer  à  ce  piston 
fictif  un  surcroit  de  force  vive,  parce  que  ce  surcroît  de  force  vive 
occasionnerait  lui-même  un  surcroît  de  frottement  et  ainsi  de  suite. 
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La  quantité  de  force  vive  nécessaire  pour  suppléer  à  l'action  de  ce 
pistou  et  faire  monter  la  colonne  à  une  hauteur  donnée  est  donc  ex- 
primée par  la  somme  des  termes  d'une  série  convergente. 

D'après  la  définition  de  la  force  vive,  n°  3 ,  à  un  instant  quelcon- 
que, la  force  vive  doit  être  égale  à  la  somme  des  quantités  de  travail 
de  la  pesanteur  et  de  travail  des  résistances  passives  qui  restent  à 
vaincre.  Le  premier  surcroit  de  force  vive  varie  donc  comme  les 
volumes  des  segments  d'une  demi-sphère  (n°  g). 

12.  Cette  demi-sphère  varie  elle-même  de  sections  comme  un 
prisme  triangulaire  dont  on  ôte  une  pyramide  quadrangulaire  (n"  8). 
Les  volumes  des  segmens  du  prisme  triangulaire  ,  considérés  à  partir 
de  l'arête  supérieure ,  varient  comme  leurs  sections  triangulaires  ou 
comme  les  carrés  des  hauteurs  de  ces  sections.  Le  solide  dont  les  sec- 
tions normales  à  sa  hauteur  varient  comme  les  carrés  des  hauteurs 
dont  il  s'agit,  est  le  cône  ou  la  pyramide.  Mais  nous  avons  aussi  à 
considérer  les  segments  de  la  pyramide  retranchée  du  prisme  n°  8. 
Le  volume  de  ces  segments  varie  comme  les  cubes  des  hauteurs 
dont  il  s'agit  :  nous  avons  donc  à  trouver  l'expression  du  volume  du 
corps  dont  les  sections  normales  à  sa  hauteur  varient  comme  les  cubes 
des  distances  au  sommet.  Cette  expression  est  les  trois  quarts  de  celle 
du  volume  de  la  pyramide  :  je  n'en  donne  pas  la  démonstration,  qui 
se  trouve  dans  tous  les  éléments  de  statique. 

Nous  savons  donc  déterminer  le  second  surcroit  de  force  vive  né- 
cessaire pour  que  la  colonne  atteigne  une  hauteur  donnée,  ou  le 
second  terme  de  la  série.  Si  je  veux  déterminer  les  termes  suivants  pour 
l'expression  desquels  je  pourrais  me  contenter  en  général  d'avoir  une 
approximation  très  grossière,  je  trouve  des  solides  dont  les  sections 
varient  comme  les  puissances  quatrièmes ,  cinquièmes ,  etc. ,  des 
distances  au  sommet ,  et  j'approche  de  la  vérité  autant  que  je  le 
désire.  Il  est  entendu  que  les  sections  de  chaque  solide  varieront 
comme  une  même  puissance  des  hauteurs  dont  il  s'agit. 

Cependant  je  ne  pousserai  pas  plus  loin  pour  le  moment  cette 
approximation ,  parce  que  je  n'ai  pas  de  démonstrations  élémentaires 
aussi  simples  pour  déterminer  les  volumes  des  corps  dont  l'ensemble 
forme  chaque  terme  de  la  série.  Je  me  contente  de  dire  que  je  peux 
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trouver  leurs  volumes  d'une  manière  assez  approcbée,  par  la  géomé- 
trie élémentaire. 

i4-  On  a  déjà  vu  combien  il  est  utile  de  savoir  que  les  sections  de 
la  demi-sphère  varient  comme  celles  d'un  polyèdre  dont  une  des  pro- 
jections est  un  trapèze,  l'autre  étant  un  triangle  rectangle  et  isoscèle; 
on  en  va  voir  de    nouveaux  exemples. 

Considérons  toujours,  comme  nous  venons  de  le  faire  ,  le  mouvement 
d'une  longue  colonne  d'eau  dans  un  tuyau  horizontal  croisé  avec  un 
tuyau  d'ascension.  Proposons-nous  de  déterminer  la  forme  générale 
de  la  courbe  ayant  pour  ordonnées  les  forces  vives  à  chaque  hauteur 
obtenue  par  la  colonne;  nous  savons  que,  s'il  n'y  avait  pas  de  résis- 
tances passives,  les  ordonnées  de  cette  courbe  varieraient  comme 
les  sections  d'une  demi-sphère.  La  pression  résistante  de  la 
pesanteur  dans  chaque  élément  du  chemin  parcouru  ,  augmente 
avec  la  hauteur  variable;  mais  les  résistances  passives  diminuent 
quand  la  hauteur  augmente ,  puisque  la  vitesse  de  la  colonne 
diminue.  Or,  la  force  vive  doit  varier  comme  la  somme  des  quanti- 
tés de  travail  de  la  pesanteur  et  des  résistances  qui  restent  à  vaincre. 
La  véritable  courbe  des  forces  vives  se  rétrécit  donc  plus  rapidement 
vers  le  sommet  qu'une  courbe  de  même  hauteur  dont  les  ordonnées 
varieraient  comme  les  sections    d'une  demi-sphère. 

i5.  La  transformation  précédente  de  la  demi-sphère  est  très  com- 
mode pour  faire  embrasser  la  marche  des  résultais.  C'est  un  prisme 
triangulaire  qui  s'allonge  graduellement  vers  son  arête  supérieure, 
n"  8  ,  d'autant  plus  que  l'on  s'approche  plus  de  cette  arête.  D'après 
le  numéro  précédent  ,  la  partie  supérieure  se  raccourcit  plus  ou 
moins  dans  la  forme  modifiée  en  vertu  des  résistances  passives. 

16.  Ces  remarques  sont  immédiatement  applicables;  je  suppose 
qu'on  coupe  le  tuyau  d'ascension  à  une  certaine  hauteur  au-dessous  de 
la  limite  que  l'eau  peut  atteindre;  la  colonne  versera  par  cette  section  : 
mais  par  la  raison  même  que  l'eau  s'élèvera  moins  liant ,  il  en  sortira 
une  plus  grande  quantité  en  vertu  du  principe  des  forces  vives.  Cette 
augmentation  est  accompagnée  d'une  augmentation  du  chemin  par- 
couru par  les  frottements.  Il  s'ngit  de  savoir  si,  dans  le  cas  où  le  tuyau 
n'était  pas  coupé,  la  quantité  de  travail  des  frottements,  pour  ce  qui 
restait  de  chemin  à  parcourir,  était  considérable  relativement  au  reste 
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du  travail  des  frottements,  afin  de  déterminer  la  limite  de  la  quantité 
dont  ce  versement  peut  en  faire  varier  la  somme  totale.  Or  cela  nous 
est  donné  immédiatement  par  la  forme  de  la  courbe  des  forces  vives. 
On  voit  que  plus  le  frottement  est  grand,  plus  la  courbe  se  rétrécit 
rapidement  vers  le  sommet  et  plus  la  portion  rélrécie  est  petite  relati- 
vement à  la  portion  comprise  au-dessous  de  la  section  de  versement, 
en  supposant  d'ailleurs  que  le  rapport  de  la  hauteur  de  cette  section , 
à  la  hauteur  effective,  dans  le  tujau  indéfiniment  prolongé,  soit 
toujours  le  même.  Mais  dans  tous  les  cas,  si  l'on  coupait  le  tuyau  d'as- 
cension très  près  du  long  tuyau  horizontal,  le  chemin  parcouru  par  le 
frottement  serait  considérablementaugmeuté.  Le  produit  del'eau  versée 
par  la  hauteur  du  versement  serait  considérablement  diminué.  Je  fais 
abstraction  pour  le  moment  de  la  force  vive  perdue  en  vertu  de  la 
vitesse  de  l'eau  sortie  ;  je  suppose  la  colonne  horizontale  très  longue 
par  rapport  à  la  colonne  partielle  sortie.  D'ailleurs  on  peut  supposer 
le  tuyau  évasé  par  le  sommet,  afin  de  négliger  cette  vitesse. 

l'j.  Je  vais  maintenant  considérer  une  question  qui  semble  d'abord 
différente:  soit  une  colonne  d'eau  en  mouvement  dans  un  siphon  dont 
les  deux  branches  verticales  se  terminent  à  la  même  hauteur  et  dont 
une  est  assez  évasée  pour  qu'on  puisse  négliger  la  perte  de  force  vive 
provenaut  du  versement;  je  suppose  ce  siphon  complètement  rempli 
d'eau,  en  mouvement  vers  la  branche  évasée,  au  premier  instant  que 
l'on  considère;  cela  correspond  au  cas  où  une  colonne  oscillante  du  n°  i 
rentre  dans  le  réservoir  de  pression  ,  après  avoir  déjà  atteint  dans  sa 
descente  le  niveau  de  ce  réservoir. 

A  mesure  qu'en  vertu  de  la  vitesse  (acquise  par  hypothèse  d'une 
manière  quelconque),  la  colonne  liquide  se  transporte  dans  le  sens 
du  mouvement,  l'eau  baisse  dans  la  branche  non  évasée.  L'excès  de 
hauteur  de  l'eau  dans  la  branche  évasée  au  sommet ,  augmente  de  plus 
en  plus,  quoique  la  hauteur  n'augmente  pas  dans  cette  branche;  cela 
revient  au  cas  examiné  dans  les  numéros  précédents,  où,  dans  un 
tuyau  vertical  indéfiniment  prolongé,  plus  la  colonne  montait ,  plus 
la  pression  résistante  augmentait  ;  la  résistance  passive  et  le  chemin 
qu'elle  parcourait  étaient  les   mêmes. 

18.  Dans  tous  les  cas  étudiés  aux  numéros  précédens,  on  doit 
chercher  l'influence  delà  longueur  de  la  colonne  sur  la  perle  de  force 
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vive  au  versement ,  quand  l'ëvasement  n'est  point  parfait.  Il  faut  une 
quantité'  donne'e  de  force  vive  pour  qu'une  hauteur  donnée  soit  at- 
teinte et  qu'un  certain  versement  soit  effectué  ;  si  un  des  deux  facteurs, 
la  masse ,  est  très  considérable ,  le  produit  de  l'eau  versée  par  la 
moyenne  des  carrés  des  vitesses  sera  bien  moindre  que  si  c'est  l'autre 
facteur  de  la  force  vive  qui  est  grand. 

19.  J'ai  considéré  la  manière  dont  se  dépense  la  force  vive  ,  en  la 
supposant  acquise  d'une  manière  quelconque,  jusqu'au  moment  où  elle 
arrive  à  un  tuyau  d'ascension  croisé  avec  un  tuyau  horizontal.  Cela 
revenait  au  cas  où  une  colonne  oscillante  étant  arrivée  au  niveau  du 
réservoir  de  pression  ,  comme  je  l'ai  dit  n°  i  ,  l'eau  montait  ensuite 
au-dessus  de  ce  niveau  en  vertu  de  la  vitesse  acquise.  Je  reprends 
maintenant  le  cas  de  la  figure  de  ce  n"  i  ,  afin  de  considérer  le  mode 
d'accumulation  des  forces  vives ,  depuis  le  point  de  départ  0  jusqu'au 
niveau  JN ,  en  tenant  compte  des  frottements  ,  supposés  sensiblement 
indépendants  des  pressions  et  proportionnels  aux  forces  vives,  ou  au 
produit  du  carré  de  la  vitesse  moyenne  dans  chaque  élément  du  temps, 
par  la  longueur  de  la  portion  de  tuyau  remplie  dans  ce  même  élément. 
Il  est  entendu  que  c'est  la  seule  espèce  de  frottement  dont  je  m'oc- 
cupe spécialement  dans  ce  mémoire. 

20.  Nous  savons  que,  s'il  n'y  avait  pas  de  résistances  passives  ,  la 
force  vive  varierait  comme  les  cercles  d'une  demi-sphère  depuis  l'ori- 
gine du  mouvement  jusqu'à  ce  que  l'eau  arrive  au  niveau  Nj  mais  dans 
l'hypothèse  de  ces  résistances ,  il  y  aura  une  tangente  à  cette  courbe 
des  forces  vives,  parallèle  à  l'axe  du  tuyau,  avant  que  la  colonne  ait 
atteint  le  niveau.  En  effet,  il  y  a  une  certaine  époque  où  ce  qui  reste 
de  force  motrice  est  moins  puissant  que  le  frottement;  le  maximum  de 
la  vitesse  a  donc  lieu  avant  que  la  colonne  ait  atteint  le  niveau. 

Je  suppose  que  l'on  connaisse  la  force  vive  à  l'époque  où  ce  niveau 
est  atteint  ;  on  sait,  par  hypothèse,  pour  une  force  vive  donnée,  quelle 
serait  la  hauteur  d'une  colonne  d'eau ,  de  même  diamètre  que  le 
tuyau,  dont  le  poids  serait  égal  à  la  résistance  du  frottement,  quand 
l'eau  arrive  au  niveau.  On  peut  la  nommer  colonne  du  frottement  au 
niveau.  La  force  vive  étant  déjà  diminuée  à  cette  époque  ,  nous  savons 
que,  pour  trouver  successivement  les  ordonnées  inférieures,  il  faut 
tenir  compte  de  la  quantité  de  force  vive  absorbée  par  le  frottement 

28.. 
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entre  deux  ordonne'es ,  et  qui  dépend  elle-même  de  la  grandeur  de 
ces  ordonnées.  La  surface  de  la  portion  de  courbe  ,  ainsi  déterminée 
par  approximation,  entre  le  niveau  et  une  profondeur  donnée,  ser- 
vira à  déterminer  le  travail  du  frottement  dans  cet  intervalle;  mais 
au  lieu  de  faire  ce  calcul  ,  on  pourra  souvent  se  contenter  du  mo^'en 
suivant,  en  négligeant  la  portion  de  travail  du  frottement ,  provenant 
du  renflement  de  la  courbe  entre  le  niveau  et  le  point,  dont  il  s"agit 
d'abord  de  déterminer  la  profondeur ,  oii  la  colonne  arrive  avec  une 
force  vive  égale  à  ce  qu'elle  redeviendra  quand  cette  même  colonne 
atteindra  le  niveau.  Cette  omission  sera  tout  à  l'avantage  de  la  consé- 
quence que  je  veux  établira  la  fin  de  ce  mémoire  sur  la  nature  des 
frottements  dans  les  mouvements  oscillatoires. 

Etant  donnée  la  hauteur  de  la  colonne  du  frottement  au  niveau,  on 
peut  déterminer  immédiatement  une  profondeur  moindre  que  la  pro- 
fondeur cherchée  ;  il  sutlit  d'en  prendre  une  double  de  la  hauteur  de 
cette  colonie  du  frottement.  En  effet,  si  à  cette  profondeur  on  a  déjà 
la  même  force  vive  qu'au  niveau ,  la  résistance  moyenne  depuis  ce 
point  ju>qu'au  niveau,  sera  plus  grande  que  le  poids  de  cette  colonne 
du  frottement  et  la  force  motrice  moyenne  sera  égale  à  ce  même  poids 
dans  le  même  intervalle.  A  cause  du  renflement  de  la  courbe  du 
frottement,  nous  savons  que  la  profondeur  cherchée  est  plus  grande. 

21.  Considérons  maintenant  la  loi  de  la  variation  des  forces  vives  , 
depuis  le  point  de  départ  0  jusqu'à  ce  que  la  colonne  parvienne  au 
point  dont  je  viens  de  parler;  puisque  la  résistance  passive  augmente 
avec  la  vitesse,  dans  lespremiers  instants,  oii cependant  laforce  motrice 
est  la  plus  considérable,  la  résistance  passive  est  d'abord  très  peu  de 
chose  relativement  à  cette  force  motrice.  La  courbe  des  forces  vives 
effectives  est  tangente  au  point  de  départ  à  la  courbe  des  forces  vives 
dépouillées  de  l'efl'et  des  résistances  :  plus  la  colonne  augmente  de 
vitesse  jusqu'au  maximum  de  force  vive,  plus  la  résistance  aug- 
mente, tandis  qu'au  contraire  la  force  motrice  diminue,  plus  par  con- 
séquent, la  forme  de  la  courbe  des  forces  vives  effectives  s'éloigne  de 
celle  de  l'autre. 

22.  On  voit,  n°  20,  que,  depuis  la  profondeur  où  la  force  vive 
atteint  la  valeur  qu'elle   consei'vera  en  ai  rivant  au  niveau,  jusqu'à 
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ce  niveau  ,  après  avoir  ëlé  augmente'e  dans  l'intervalle ,  il  y  a  une 
diffe'rence  plus  ou  moins  grande  entre  l'aire  de  la  portion  de  la 
courbe  effective  et  celle  d'une  portion  de  courbe  dont  les  ordonnées  va- 
rieraient comme  les  cercles  d'une  demi-sphère,  depuis  le  point  de  dé- 
part de  l'oscillation  jusqu'au  niveau.  Enfin  ,  depuis  le  point  de  départ 
jusqu'à  ce  que  la  colonne  atteigne  la  profondeur  dont  il  s'agit,  la  courbe 
est  plus  renflée  à  son  origine,  que  si  ses  ordonnées  augmentaient 
aussi  rapidement  que  les  cercles  d'une  demi-sphère  ,  dont  le  grand 
cercle  serait  la  force  vive  effective,  au  moment  où  la  colonne  atteint 
le  niveau  n»  21.  La  courbe  des  forces  vives  effectives,  pour  l'époque 
où  la  colonne  oscillante  n'a  pas  atteint  le  niveau,  recouvre  donc  tout 
entière  une  courbe,  dont  l'ordonnée  maximum  représenterait  la  force 
vive  au  moment  où  la  colonne  atteint  le  niveau  et  dont  les  autres 
ordonnées  varieraient  depuis  le  point  de  départ  comme  les  cercles 
d'une  demi-sphère;  son  aire  est  plus  grande  que  celle  de  cette  dernière 
courbe. 

25.  Après  avoir  donné  une  idée  assez,  exacte  des  véritables  formes  de 
la  courbe  des  forces  vives,  depuis  le  point  de  départ  jusqu'au  niveau  et 
depuis  ce  niveau  jusqu'à  la  limite  de  hauteur  obtenue  par  la  colonne, 
je  vais  donner  une  formule  empirique  exprimant  les  rapports  entre 
chaque  hauteur  obtenue  au-dessus  du  niveau  et  la  profondeur  de 
chaque  point  de  départ.  Au  moyen  de  quelques  représentations 
géométriques  des  lois  de  l'oscillation  de  l'eau  dans  les  tuyaux  de  con- 
duite, on  saisira  facilement  l'ensemble  des  résultats  de  mes  expériences 
et  des  lois  qui  en  résultent. 

Soit  jc  le  rapport  entre  la  hauteur  obtenue  au-dessus  du  niveau  N 
et  la  profondeur  du  point  de  départ  au-dessous;  D  le  diamètre  constant 
du  tuyau;  L  la  longueur  ON  du  chemin  parcouru  dans  le  tuyau  par  la 
colonne  oscillante  depuis  le  point  de  départ  jusqu'au  niveau  du  réser- 
voir; F  un  coefficient  constant  déterminé  par  l'expérience.  Je  suis 
parvenu  à  une  formule  empirique  de  la  forme  suivante ,  pour  des 
tuyaux  dont  les  dimensions  étaient  à  peu  près  des  moyennes  entra 
les  dimensions  analogues  des  tuyaux  dans  lesquels  Bossut  a  fait  des 
expériences  sur  le  mouvement  uniforme  de  l'eau. 
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Je  trouve  jc  =  y — ^ —   :  le  tuyau  d'ascension  est  rectiligne  et  indé- 


D 


F+  I 


finiment  prolongé  ;  le  tuyau  horizontal  est  plein  d'eaû  immobile  an 
moment  du  départ.  Il  s'agit  de  voir  par  quelle  hypothèse  on  peut 
représenter  dans  l'espace  le  principe  sur  lequel  reposerait  cette  formule 
en  supposant  le  coefficient  du  frottement  constant. 

a4'  Je  suppose  que  malgré  le  frottement,  la  courbe  des  forces  vives, 
depuis  le  point  de  départ  jusqu'au  niveau,  varie  à  peu  près  comme 
les  cercles  d'une  demi-sphèi-e,  je  veux  dire  d'une  figure  dont  les  sec- 
tions normales  à  l'axe  varient  selon  les  mêmes  rapports.  Je  sup- 
pose que  depuis  l'époque  où  la  colonne  a  dépassé  le  niveau ,  la  forée 
vive  varie  aussi  à  peu  près  comme  les  cercles  d'une  demi-sphère, 
appuyée  sur  le  même  grand  cercle  au  niveau.  La  hauteur  de  ce  dernier 
solide  est  la  hauteur  effective  obtenue  au-dessus  du  niveau  par  la 
colonne  oscillante.  Ces  hypothèses  ne  sont  pas  admissibles  quand  le 
travail  du  frottement  est  considérable  par  rapport  à  celui  de  la  pesan- 
leur,  mais  il  nous  sera  très  commode  de  nous  en  servir  provisoirement. 
Il  résulte  d'ailleurs  des  n<"  14  et  22,  qu'il  y  a,  jusqu'à  un  certain 
point,  compensation  dans  les  deux  erreurs  provenant  de  ces  hypo- 
thèses, dont  nous  savons  déterminer  le  degi'é  d'exactitude  et  sur  les- 
quelles nous  reviendrons. 

25.  Il  est  facile  de  calculer  le  travail  nécessaire  pour  conserver  les 
vitesses  de  la  colonne  oscillante  comme  s'il  n'y  avait  pas  de  frottement, 
en  surmontant  ce  frottement  au  moyen  d'un  piston  :  il  suffit  de 
connaître  ce  que  j'ai  nommé,  n°  20,  la  colonne  du  frottement  pour 
une  force  vive  donnée.  Si  par  exemple  on  la  connaît  pour  la  force  vive 
qui  aura  lieu  dans  cette  hypothèse  à  l'époque  où  la  colonne  atteindra 
le  niveau,  il  suffira  d'en  prendre  les  |,  puisque  la  moyenne  des  cercles 
d'une  sphère  est  les  3  du  grand  cercle  ,  et  de  multiplier  ce  résultat  par 
le  chemin  parcouru ,  depuis  le  point  de  départ  jusqu'à  ce  que  la  co- 
lonne atteigne  le  niveau.  Nous  ne  cherchons  d'abord  la  quantité  de 
travail  résistant  surmonté  par  le  piston  (toujours  supposé  sans  frot- 
tement) que  dans  ces  limites. 

26.  Si  nous  supprimons  ce  piston ,  par  la  raison  même  que  les  vi- 
tesses sont  diminuées  par  le  frottement,  ce  frottement  est  moindre. 
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Or,  si  nous  supposons  (n°  2q)  que  la  force  vive,  tout  en  étant 
moindre ,  varie  encore  à  peu  près  selon  les  mêmes  rapports  que  dans 
le  cas  du  piston  ;  le  rapport  du  ti'avail  effectif  du  frottement  au  travail 
du  frottement  que  Ion  aurait  à  vaincre  avec  le  piston,  sera  exprimé 
par  le  rapport  de  la  force  vive  effective  de  la  colonne  arrivant  au 
niveau,  à  la  force  vive  dépouillée  de  l'effet  de  la  résistance  passive, 
puisque  le  chemin  est  le  même,  et  que  le  rapport  des  forces  vives 
moyennes,  auxquelles  les  résistances  passives  sont  pioportionnelles, 
est  exprimé  par  celui  dont  il  s'agit, 

27.  Soit  x' le  rapport  de  la  force  vive  effective  de  la  colonne  arri- 
vant au  niveau  à  la  force  vive  dépouillée  de  l'effet  du  frottement  ;  F' 
le  rapport  du  travail  effectif  du  frottement  à  la  différence  du  travail 
moteur  et  du  travail  résistant  de  la  pesanteur,  depuis  le  point  de  départ 
jusqu'à  ce  que  la  colonne  atteigne  le  niveau;  d'après  la  définition  de 
la  force  vive  adoptée  par  M.  Coriolis,  j'ai  l'équation 

se'  =  1   —  F'. 

Soit  F"  le  travail  surmonté  par  le  piston ,  ce  qui  a  été  dit  au  n'  pré- 
cédent se  traduit  ainsi  : 

x'f"  =  F',     d'oii     .x'  =  I   —  x'F"   =   f^~ZI~  • 

Or,  je  dis  que  dans  l'hypothèse  admise  n"  24,  ce  serait  aussi  le  rapport 
entre  la  hauteur  obtenue  au-dessus  du  niveau  du  réservoir  et  la  pro- 
fondeur ON  du  point  de  départ  au-dessous. 

28.  Le  rapport  du  travail  du  frottement,  dans  l'hypothèse  de  la 
conservation  des  vitesses  au  moyen  du  piston  ,  au  travail  de  la 
pesanteur,  dans  un  tuyau  d'un  diamètre  constant  donné,  est  en 
raison  de  l'amplitude  théorique  de  l'oscillation.  En  effet,  le  travail  de 
la  pesanteur  est  le  produit  de  la  force  motrice  moyenne  parle  chemin 
parcouru  depuis  le  point  de  départ  jusqu'au  niveau.  Le  travail  du  frot- 
tement, dans  l'hypothèse  dont  il  s'agit,  est  comme  le  volume  de  la 
demi-sphère  ayant  pour  rayon  ce  chemin  parcouru.  Ainsi  le  travail 
de  la  pesanteur  est  comme  le  carré  du  chemin  parcouru,  et  celui  du 
frottement  comme  son  cube.  Le  rapport  du  travail  du  frottement  au 
travail  de  la  pesanteur  est  donc,  dans  l'hypothèse  du  frottement  pro- 
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portionnel  aux   carres  des  vitesses,  en  raison  du    chemin    parcouru 

depuis  le  point  de  départ  0  jusqu'au  niveau  N. 

Si  l'on  considère  le  travail  résistant  de  la  pesanteur  au-dessus  du 
niveau,  on  trouvera  le  même  rapport  entre  le  travail  du  frottement 
que  surmonterait  le  piston  pour  conserver  les  vitesses  au-dessus  du 
uiveau,  et  ce  travail  résistant  de  la  pesanteur;  je  veux  dire  que  ce 
rapport  sera  proportionnel  au  chemin  parcouru  depuis  le  niveau 
jusqu'à  la  limite  de  l'amplitude. 

aq.  Mais  si  pour  conserver  ces  vitesses,  on  veut  substituer  un  sur- 
croit de  force  vive  à  l'action  du  piston,  ce  surcroît  sera  plus  grand 
nécessairement  que  le  travail  surmonté  par  le  piston ,  d'après  les 
définitions  dont  je  me  sers.  S'il  lui  était  seulement  égal,  il  occasion- 
nerait lui-même  im  surcroît  de  frottement  qui  exigerait  un  second 
surcroit  de  force  vive,  et  ainsi  de  suite.  On  trouverait  une  série  con- 
vergente ,  n°  12. 

Mais  si  chaque  surcroit  de  force  vive  variait  au-dessus  du  niveau, 
selon  les  mêmes  rapports  que  les  cercles  d'une  demi-sphère,  eu  un  mot 
si  la  force  vive  totale  variait  selon  ces  mêmes  rapports,  n*  24  ,  chaque 
surcroit  serait  un  terme  de  progression  géométrique ,  dont  la  raison 
serait  le  rapport  du  premier  terme  ,  ou  premier  surcroit  de  force 
vive ,  à  la  force  vive  suffisante  s'il  n'y  avait  pas  de  frottement  ponr 
que  la  hauteur  voulue  fût  atteinte. 

Soit  —  le  rapport  du  premier  surcroit  à  cette  force  vive,  suflisante 

s'il  n'y  avait  pas  de  frottement,  quand  la  colonne  arrive  au  niveau. 
Dans  les  hvpothèses  précédentes,  celte  dernière  force  vive  devrait  être 
multipliée  par  la  somme  des  termes  de  la  progression 

!-!--  +  -,  +  -. 

3o.  Je  suppose,  comme  je  l'ai  dit  (n'  27),  le  rapport  de  la  hauteur 
effective  au-dessus  du  niveau  à  la  profondeur  ON  du  point  de  départ 
ggal  ^  _J — .  Le  rapport  du  travail  qu'un  piston  aurait  à  surmonter, 

pour  conserver  les  vitesses,  comme  s'il  n'y  avait  pas  de  frottement, 
au  travail  résistant  de  la  pesanteur  (l'un  et  l'autre  considérées  dans  le 

F" 

système  depuis  que  la  colonne  a  atteint  le  niveau}  serait^,,       ^  (n°  28). 
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La  force  vive  effective,  suffisante,  s'il  n'y  avait  pas  de  frottement, 
pour  que  la  hauteur  prV^  fût  obtenue,  serait      „  de  la  force 

vive  dépouille'e  de  l'effet  du  frottement,  au-dessous  du  niveau,  puis- 
qu'elle serait  comme  le  grand  cercle  du  rayon  „  ,  -  égal  à  la  hau- 
teur effective.  Je  suppose  que  l'on  remplace  la  quantité  de  travail 
du  piston,  considérée  depuis   que   le   niveau  est   atteint ,   par  une 

F" 
quantité  égale  de  force  vive,  celle-ci  sera  fTr^ —  ^^  celle   qui  vient 

d'être  trouvée.  Dans  l'hypothèse  du  n°  29 ,  l'expression  -pp^rr-Ti  devra 

être  multipliée  par  la  somme  des  termes  d'une  progression  géomé- 

I  F"  I 

Irique  décroissante,  on  aura  —  =  ^„  ,     ,  cette  somme  sera =;j— 

T  '  m         F  +  1  F 

ou  F'  -j-  I .  Multipliant  par  cette  somme  l'expression  suffisante  quand 
la  colonne  arrive  au  niveau  ,  s'il  n'y  avait  pas  de  frottement,  on  a 

^„  , — -  X  (F"  -f-  0=  FTT-T —  de  la  force  vive  dépouillée  de  l'effet  du 

(F"  4-  i)'       ^  •'       I-    4-  I  ^ 

frottement  au-dessous  du  niveau.  Or  c'est  précisément  lexpression 
que  nous  avons  trouvée  pour  la  force  vive  effective  au  niveau,  n"  27, 
ce  qu'il  fallait  démontrer.  Le  rapport  entre  la  hauteur  obtenue  au- 
dessus  du  niveau  et  la  profondeur  du  point  de  départ  est  donc  :^^ — . 
D'après  ce  que  nous  avons  dit,  n°  28,  la  quantité  F"  est  en  raison 
de  Y)'}   nous  avons  donc  pour  sa  valeur  une  expression  de  la  forme 

jrF,  ce  qui  nous  conduit  à  l'équation   x  =  f ,    formule  empi- 

rique  du  (n°  25). 

5i.  L'hypothèse  sur  laquelle  repose  cette  formule,  n"  24,  n'est  pas 
rigoureuse ,  mais  la  discussion  précédente  n'en  est  pas  moins  utile  : 
elle  fait  voir,  d'une  manière  élémentaire,  par  quelle  représentation 
géométrique  dansl'espace,  on  peutexprimerThypothèse  dont  il  faudrait 
partir  pour  parvenir  à  cette  formule,  en  supposant  le  coefficient 
constant. 

52.  Avant  d'aller  plus  loin,  je  vais  montrer,  dans  l'hypothèse  du 

Tome  m.  —  Mai  i83S.  29 
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n"  24,  au  moyen  des  expériences  connues  snr  le  mouvement  de  l'eau 
dans  les  tuyaux  de  conduite,  quelle  serait  la  valeur  du  coefficient, 
supposé  constant  F,  si  l'ordre  des  vitesses  des  filets  considérés  les  uns 
par  rapport  aux  autres  et  la  nature  du  frottement  qui  résulte  de  cet 
ordre,  étaient  les  mêmes  dans  les  mouvemens  oscillatoires  que  dans 
les  mouvemens  permanens,  pour  une  même  vitesse  moyenne  dans  le 
même  élément  de  l'espace  et  du  temps.  Les  vitesses  moyennes  étant 
supposées  un  peu  grandes ,  je  me  propose  d'établir  une  formule  au 
moyen  de  laquelle  je  puisse  prouver  que  le  fi'Ottement  est  moindre 
dans  les  mouvements  oscUlatoiresque dans  les  mouvements  permanents. 
Je  dois  donc  me  servir  d'une  des  expériences  employées  dans  les 
Tables  de  M.  de  Pronv,  qui  donneraient  le  moindre  coefficient  du  frot- 
tement. Cette  expérience  réunissant  d'ailleurs  toutes  les  conditions 
nécessaires  ,  a  été  faite  par  Bossut ,  dans  un  tuyau  de  2  pouces  de 
diamètre  et  de  180  pieds  de  long,   qui  absorbait  par  son  frottement 

les   —5  de  la  hauteur  du  réservoir  au-dessus  de  l'orifice  de  sortie,  c'est- 

20 

à-dire  2-  fois  la  hauteur  due  à  la  vitesse  moyenne  de  sortie. 

Soit  L=  10  pieds,  le  tuyau  d'ascension  ayant  par  hypothèse  le 
même  diamètre  que  la  conduite.  D'après  ce  qui  a  été  dit  au  commen- 
cement du  Mémoire,  u°  7,  s'il  n'y  avait  pas  de  résistance  passive  et 
que  l'on  fit  abstraction  de  l'inertie  de  la  colonne  immobile  dans  les 
tuyaux  au  moment  du  départ ,  comme  si  l'on  avait  un  simple  tuyau 
rectiligne  enfoncé  verlicaleraent  dans  un  réservoir,  ce  que  les  hy- 
drauliciens  nomment  dans  tous  les  cas  la  hauteur  due  à  la  vitesse  de 

la  colonne,  à  l'instant  où  elle  atteindrait  le  niveau,  serait-  L  ou   5 

pieds;  mais  si  le  tuyau  a  ,  depuis  le  réservoir  jusqu'à  ce  point ,  où  il 
coupe  la  ligne  de  niveau  ,  une  longueur  développée  de  180  pieds,  la 
force  vive  étant  cependant,  n"  4>  la  même  quand  la  colonne  arrive 
à  ce  point ,  la  hauteur  due  à  la  vitesse  ne  sera  que  -5  de  5  pieds.   La 

longueur  du  tuyau,  relativement  à  l'amplitude  de  l'oscillation,  étant 
assez  grande  pour  que  la  vitesse  varie  à  peu  près  comme  si  la  masse 
oscillante  était  constante ,  la  moyenne  des  hauteurs  dues  aux  vitesses 

variables  sera  les  ^   de  -g  pieds,  puisque  la  moyenne  des  cercles  d'une 
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sphère  est  les  g  du  grand  cercle.  Elle  sera  donc  —    pieds.    Or  ,     la 

pression  moyenne  qui  serait  nécessaire,  dans  l'hypothèse  du  frotte- 
ment, pour  maintenir,  au  moyen  d'un  piston,  ces  vitesses  comme 
s'il  n'y  avait  pas  de  frottement,  diflere  peu  du  poids  d'une  colonne 
d'eau  de  même  diamètre  que  le  tuyau  et  ayant  27  fois  la   hauteur 

5     .  .       . 

moyenne  —  pieds  que  je  viens  de  trouver.  Cette  résistance  moyenne 

serait  donc  exprimée  par  5  pieds.  La  force  motrice  moyenne,  depuis 
le  point  de  départ  de  l'oscillation  jusqu'à  ce  que  la  colonne  arrive  au 
niveau,  est  la  moitié  de  la  hauteur  10  pieds  que  le  niveau  du  réser- 
voir avait  au-dessus  de  la  tète  de  la  colonne  ascendante  au  moment 

du  départ.  Dans  ce  cas  où  ^  =  60 ,  le  travail  résistant,  surmonté  par 

le  piston,  se  trouve  précisément  égal  au  travail  de  la  pesanteur;  on 

a  donc  gF=  1  et  jr:=  -. 


35.  Quand  le  tuyau  d'ascension  n'a  pas  le  même  diamètre  que 
le  tuyau  de  conduite,  il  faut  en  tenir  compte;  mais  je  néglige 
pour  un  moment  la  résistance  passive  du  tuyau  d'ascension.  Le 
travail  de  la  pesanteur ,  depuis  le  point  de  départ  jusqu'au  ni- 
veau, est  comme  la  section  du  tuyau  d'ascension  ON.  La  force 
vive  moyenne  serait  donc  proportionnelle  à  cette  section  s'il  n'y 
avait  aucune  résistance  passive  ;  mais  par  cette  raison  le  travail 
qui  serait  nécessaire  pour  maintenir  avec  un  piston  les  vitesses, 
comme  s'il  n'y  avait  pas  de  frottement  proportionnel  aux  forces  vives 
dans  le  tuyau  de  conduite  horizontal ,  serait  ,  en  supposant  ce 
tuyau  de  conduite  très  long,  et  faisant  pour  un  moment  abstrac- 
tion du  frottement  dans  le  tuyau  d'ascension,  comme  le  produit  de 
cette  section  par  le  chemin  parcouru  dans  la  longue  conduite,  ou 
comme  le  carré  de  cette  section.  Le  rapport  de  ce  travail  au  travail 
de  la  pesanteur  est  donc  en  raison  du  rapport  de  la  section  du 
tuyau  d'ascension  à  celle  de  la  conduite.  Il  suflit,  pour  en  tenir 
compte,  de  convenir  que  L  est,  dans  tous  les  cas  où  le  tuyau  d'ascen- 
cension  est  rectiligne,   le  chemin  parcouru   dans  le  long  tuyau  de 

29.. 
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conduite,  depuis  l'époque  du  départ  jusqu'à  ce  que  la  colonne  coupe 

le  niveau.  Nous  retrouvons  ainsi,  pour  le  cas  où  le  frottement  dans 

le  tuyau  d'ascension  est  négligeable,  la  formule   x  zzz  j^  • 

Quand  le  frottement  dans  le  tuyau  d'ascension  ne  pourra  pas  être  né- 
gligé, on  en  tiendra  compte  en  le  supposant,  comme  à  l'ordinau'e, 
en  raison  inverse  des  cinquièmes  puissances  des  diamètres.  Pour  le 
cas  des  tuyaux  de  zinc  d'un  petit  diamètre ,  assez  difficile  à  déter- 
miner exactement  dans  l'intérieur  ,  il  serait  inutile  de  chercher 
rigoureusement  quelle  longueur  moyenne  de  tuyau  d'ascension  on 
doit  prendre  pour  y  avoir  égard  dans  les  calculs.  Je  prendrai  tout  sim- 
plement la  moitié  de  la  longueur  qui  se  trouvera  remplie  en  définitive 
par  l'amplitude  effective  totale.  Cette  longueur  m'était  immédiatemeiît 
donnée  par  l'expérience  ,  mais  il  serait  facile,  si  cela  était  nécessaire, 
de  la  trouver  par  quelques  opérations  numériques.  Il  est  entendu 
qu'il  s'agit  du  cas  où  le  tuyau  commence  à  se  rétrécir  au  point  de 
départ  0  de  l'oscillation  ,  le  diamètre  rétréci  étant  d'ailleurs  constant. 
Dans  la  formule ,  on  multipliera  F  par  un  coefficient  relatif  au 
rapport  des  diamètres  et  à  cette  moyenne  comparée  à  la  longueur  de 
la   conduite. 

54.  Dans  ce  qui  précède,  j'ai  seulement  tenu  compte  du  rapport  du 
chemin  parcouru  au  diamètre,  sans  faire  entrer  dans  la  formule  la 
longueur  du  tuyau  de  conduite.  Si  ce  tuyau  est  plus  long,  les  sur- 
faces frottantes  sont ,  il  est  vrai,  plus  grandes,  mais  la  moyenne  des 
carrés  des  vitesses  est  moindre,  comme  nous  l'avons  vu  ,  de  façon  que 
cela  fait  compensation  relativement  au  calcul  des  frottements.  Il  se 
présente  même  un  résultat  assez  intéressant  :  quand  il  y  a  un 
coude  brusque,  un  rétrécissement,  ou  une  cause  quelconque  assez 
sensible  de  déviations  brusques  de  filets,  plus  le  tuyau  de  con- 
duite est  long,  plus  là  colonne  oscillante  s'élève  haut  dans  un  même 
tuyau  d'ascension,  pour  une  même  profondeur  ON  du  point  de  départ. 
Le  seul  cas  où  il  serait  désavantageux  d'allonger  outre  mesure  le 
tuyau  de  conduite,  est  celui  où  ,  par  suite  de  cet  allongement,  rela- 
tivement à  une  hauteur  donnée  du  réservoir  au-dessus  du  point  de 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  229 

départ  de  l'oscillation,  la  moyenne  des  carrés  des  vitesses  serait  au- 
dessous  de  la  valeur  pour  laquelle  il  serait  trop  inexact  de  ne  compter 
que  sur  le  terme  de  la  résistance  proportionnelle  aux  carrés  des  vi- 
tesses. Plus  le  tuyau  est  long,  plus  la  vitesse  avec  laquelle  se  fait  un 
choc  est  petite  dans  la  limite  du  chemin  parcouru;  cela  explique  le 
fait  dont  il  s'agit.  On  tiendra  compte  en  général  de  ce  choc  ou  des 
déviations,  quand  la  colonne  sera  sensiblement  constante,  en  mul- 
tipliant F  par  l'unité  plus  un  coefficient  en  raison  inverse  du  rapport 
de  la  longueur  au  diamètre. 

35.  Les  résultats  de  la  formule  précédente  sont  conformes  à  un 
grand  nombre  d'expériences  que  j'ai  faites  sur  des  tuyaux  de  zinc,  dont 
le  diamètre  intérieur  était  à  peu  près  une  moyenne  entre  les  diamètres 
16  lignes  et  2  pouces,  employés  par  Bossut,  dans  ses  expériences  sur 
le  mouvement  permanent.  Les  longueurs  variant  de  100  à  i5o  pieds, 
peuvent  être  aussi  regardées  comme  des  moyennes  entre  les  longueurs 
employées  par  Bossut.  Je  ne  donnerai  pas  ici  le  détail  de  ces  expé- 
riences; on  les  trouvera  dans  des  recueils  spéciaux.  Je  dirai  seule- 
ment que  la  formule  empirique  jc=j- ne     donne    pas     des 

résultats  trop  forts,  an  moins  depuis  j:- =  i  o  jusqu'à  =-  =  yo. 

Dans  le  cas  où  le  tuyau  d'ascension  avait  un  pouce  de  diamètre, 
depuis  le  point  de  départ  0  jusqu'à  la  limite  de  l'oscillation  ,  on  eti 
tenait  compte,  n°  r>5.  Les  résultats  de  la  formule  ainsi  modifiée  n'é- 
taient pas  supérieurs  à  ceux  des  expériences,  je  néglige  par  pru- 
dence des  quantités  qui  peuvent  provenir  de  quelque  erreur  dans  la 
mesure  des  diamètres.  Dans  le  calcul  qui  va  suivre ,  je  vais  seule- 
ment m'occuper  des  cas  où  l'on  peut  négliger  le  frottement  dans  le 
tuyau  d'ascension. 

56.  Quand  la  longueur  du  chemin  parcouru  dans  le  grand  tuyau  de 
conduite  est  petite  relativement  à  son  diamètre,  les  hypothèses  du 
n"  24 ,  sur  lesquelles  on  peut  établir  la  formule,  diffèrent  peu  de  la  vé- 
rité, parce  que  les  formes  des  courbes  ayant  pour  ordonnées  les  forces 
vives,  diffèrent  peu  de  ce  qu'admettent  ces  hypothèses,  d'ailleurs  les 
erreurs  se  compensent  jusqu'à  un  certain  point  n"  24. 
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5-7.  Ce  qui  précède  nous  apprend  déjà  que  pour  les  amplitudes 
peu  considérables  par  rapport  au  diamètre,  la  somme  des  cocfli- 
cieuts  des  résistances  passives  n'est  pas  sensiblement  plus  grande  que 
le  coefBcient  du  frottement  proportionnel  aux  carrés  des  vitesses 
moyennes  ordinaires  dans  les  mouvements  permanents.  Or,  celte 
somme  de  résistances  comprend  non-seulement  ici  ce  genre  de 
frottement,  mais  un  genre  de  résistances  particulier  aux  petites 
vitesses  qui  succèdent  à  l'état  de  repos  de  la  colonne  oscillante. 
J'ai  traité  cette  question  dans  un  Mémoire  qui  commence  le  t.  XIII 
des  Annales  des  Mines.  La  somme  des  résistances  comprend  aussi 
celle  d'un  coude  à  angle  droit  vif,  d'un  diamètre  moindre  que  la 
conduite,  et  quelques  autres  causes  de  perte  de  force  vive,  dont  je 
parlerai  dans  un  autre  mémoire.  Le  coeflîcient  de  la  résistance  du 
frottement  proprement  dit  est  donc  moindre  que  dans  le  mouvement 
permanent,  pour  mes  oscillations  d'une  petite  amplitude,  puisqu'il 
^utlit  pour  expliquer  le  déchet. 

Quanta  celles  dont  les  amplitudes  sont  grandes,  la  compensation, 
dont  j  ai  parlé  au  numéro  précédent ,  n'est  plus  évidente  au-delà  de 

certaines  limites.  Mais  quand  j^ne  surpasse  pas  Go,  les  méthodes  expo- 
sées n°  12  et  n°  27,  suffiraient  pour  faire  voir  que  dans  mes  oscillations 
le  coefficient  du  frottement  dont  il  s'agit ,  ne  peut  pas  être  sensible- 
ment plus  grand  que  dans  les  mouvements  permanents. 

On  peut  approcher  de  la  vérité  d'une  manière  plus  rigoureuse  et 
très  simple.  Puisque  les  sections  de  la  demi-sphère  varient  comme  celles 
d'un  prisme  triangulaire  qui  s'allongent  à  mesure  que  l'on  s'éloigne 
du  centre  n°  i5,  le  volume  d'un  segment  quelconque  de  sphère  à  une 
base,  est  plus  grand  que  le  produit  de  cette  base  par  la  moitié  de  la 
hauteur  de  ce  segment.  Cela  est  vrai ,  à  plus  forte  raison,  n°  22.  pour 
les  segmens  de  la  figure  modifiée ,  au-dessous  du  niveau  N  eu  vertu 
du  frottement.  La  profondeur  au-dessous  du  niveau  N,  à  laquelle  la 
colonne  ascendante  arrivera,  quand  elle  aura  la  quantité  de  force 
vive,  qu'elle  doit  conserver  en  coupant  ce  niveau,  est  plus  grande, 
n°  20 ,  que  le  double  de  la  hauteur  de  la  colonne  du  frottement  au 
niveau.  La  surface  d'un  trapèze  dont  la  grande  base  sera  L,  pour  un 
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système  d'un  diamètre  constant,  la  petite  base  le  double  de  la  hau- 
teur de  la  colonne  du  frottement  au  Jih'eau,  et  dont  la  hauteur  sera 
simplement  celle  de  cette  dernière  colonne,  exprimera  l'inte'grale  du 
travail  du  frottement  au-dessous  du  niveau,  en  négligeant  les  portions 
de  courbes  retranchées  par  les  lignes  droites.  Pour  mes  grandes  os- 
cillations, cette  aire  sera  plus  grande  que  celle  que  j'ai  fait  entrer 
dans  l'équation  du  n°27.  En  refaisant  le  calcul  du  travail  du  frotte- 
ment au-dessous  du  niveau  avec  cette  correction  et  en  calculant  le 
travail  au-dessus  du  niveau  par  la  méthode  d'intégration  exposée 
n°  12,  on  trouve  que  le  frottement  proportionnel  aux  forces  vives, 
suffit  pour  expliquer  assez  sensiblement  le  déchet,  malgré  les  renfle- 
ments des  courbes  que  j'ai  négligés.  Le  coefficient  de  ce  frottement 
est  donc  moindre  dans  toutes  ces  oscillations  que  dans  les  mouvt- 
ments  pern7anents,  puisqu'il  y  a  encore  d'autres  résistances. 

On  conçoit  qu'au-delà  d'une  certaine  limite  d'amplitude,  le  chemin 
parcouru,  avec  une  vitesse  presque  permanente,  aux  environs  du 
maximum,  étant  considérable ,  la  nature  du  frottement  doit  se  rap- 
procher plus  ou  moins  de  celle  du  frottement  dans  les  mouvements 
permanents. 

Je  me  centente  ici  de  donner  d'une  manièi'e  succincte  un  moyen , 
reposant  sur  la  Géométrie  élémentaire,  d'établir  une  loi  immédiate- 
ment applicable  au  calcul  de  l'efl'et  des  mnchines  hydrauliques ,  dont 
un  grand  nombre  ne  sont  autre  chose,  selon  moi,  que  des  colonnes 
oscillantes   plus    ou   moins   gênées   par  des  obstacles. 

Je  n'entrerai  pas  ici  dans  le  détail  des  formes  plus  ou  moins  intéres- 
santes sous  lesquelles  se  présentent  les  lois  des  oscillations  de  l'eau  dans 
les  tuyaux  de  conduite.  Je  dirai  seulement  que  l'étude  de  la  forme 
de  la  courbe  des  forces  vives  ne  doit  pas  simplement  être  considérée 
comme  un  moyen  d'intégration.  On  en  va  voir  deux  exemples. 

58.  Quand  il  y  a  des  résistances  passives,  on  ne  peut  plus  supposer 
comme  le  fait  avec  raison  M.  Navier  pour  le  cas  où  il  n'y  a  pas  de 
frottement,  qu'il  faut  commencera  rétrécir  le  tuyau  d'ascension  à  la 
hauteur  du  niveau,  pour  obtenir,  avec  un  diamètre  rétréci  donné, 
le  maximum  de  hauteur.  Ce  fait  s'explique  tout  naturellement;  dans 
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le  cas  des  résistances,  le  maximum  de  la  force  vive  a  lieu  avant  que 
la  colonne  atteigne  le  niveau.  La  recherche  delà  profondeur  à  laquelle 
on  doit  commencer  ce  re'trëcissement  sera  utile  dans  les  applications. 
Je  suppose  que  la  portion  du  tujau  d'ascension,  comprise  entre  le 
point  de  départ  et  le  niveau,  soit  plus  grosse  que  la  conduite,  ou  que, 
sans  être  plus  grosse,  elle  soit  inclinée ,  afin  que  la  force  motrice 
moyenne  ait  une  plus  grande  longueur  de  chemin  à  parcourir.  S'il 
n'y  a  pas  de  frottement ,  la  force  vive  emmagasinée  au  moment  où  la 
colonne  atteint  le  niveau  est  plus  grande,  ce  chemin  étant  ainsi  aug- 
menté. Mais  quand  il  y  a  du  frottement ,  après  être  parvenue  à  une 
certaine  distance  du  niveau,  la  colonne  ne  peut  plus  que  diminuer  de 
force  vive.  Ainsi,  passé  ce  point,  au  lieu  d'augmenter  le  chemin  par- 
couru jusqu'au  niveau,  il  faut  le  diminuer  autant  que  possible,  en 
ayant  égard  aux  contractions  de  veines  fluides ,  etc.  et  au  frottement 
du  tuyau  d'ascension,  afin  d'obtenir  dans  ce  tuyau  le  maximum  de 
hauteur. 

5g.  Parmi  les  formes  sous  lesquelles  se  pressentent  dans  mes  expé- 
riences les  lois  du  frottement,  il  y  en  a  plusieurs  faciles  à  expliquer 
par  ce  qui  précède  et  cependant  assez  intéressantes,  par  exemple  : 

i''.  Quand  tout  le  tuyau  d'ascension  est  rétréci  à  partir  du  point  0, 
l'eau  partant  du  repos,  et  par  conséquent  sans  coup  de  bélier  primitif , 
s'élève  plus  haut  que  dans  le  tuyau  d'ascension  non  rétréci,  ou  si  on 
la  fait  verser  à  la  même  hauteur  dans  les  deux  cas.  elle  redescend 
plus  bas  dans  le  tuyau  d'ascension  rétréci  que  dans  l'autre.  Ou  suppose 
le  tuyau  de  conduite  très  long,  afin  de  négliger  autant  que  possible  le 
frottement  du  tuyau  d'ascension  et  la  perte  de  force  vive  résultant  du 
changement  de  diamètre.  On  conçoit  d'ailleurs  que  le  diamètre  du 
tuyau  d'ascension  ne  doit  pas  être  excessivement  petit. 

2°.  Quand  on  commence  à  rétrécir  le  tuyau  d'ascension  a.  la  hauteur 
du  niveau ,  il  y  a  un  coup  de  bélier  et  l'eau  monte  évidemment  plus 
haut  que  dans  le  tuyau  d'ascension  non  rétréci  au  niveau;  or  à  cause 
de  la  modification  du  travail  des  frottements,  le  produit  de  la  quantité 
d'eau  soulevée  au-dessus  du  niveau,  par  la  hauteur  de  son  centre  de 
gravité  au-dessus    de  ce  même  niveau,  est   augmenté   en    vertu  du 
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rétrécissement ,  comme  si  le  rétrécissemeut  avait  augmenté  la  force 
vive  au  lieu  d'en  détruire  par  une  contraction  quelconque  ,  etc.,  etc. 

40.  Je  ne  m'arrêterai  pas  davantage  sur  ces  détails  relatifs  à  des 
machines  particulières.  Mon  principal  but  est  de  faire  voir  que  dans 
les  mouvements  oscillatoires  d'une  certaine  amplitude  et  d'une  cer- 
taine vitesse,  le  coefficient  du  frottement,  proprement  dit,  est 
moindre  que  dans  les  mouvements  permanents  ,  qu'au  moins  il  n'est 
jamais  plus  grand  ;  aussi  dans  les  expériences  que  j'ai  faites  aux 
bassins  Saint-Victor  sur  de  rapides  oscillations  dans  les  tuyaux  rec- 
tiligncs,  j'ai  trouvé  le  coefficient  de  la  somme  des  résistances  moindre 
que  dans  les  expériences  objet  de  ce  Mémoire;  mais  je  ne  peux  pas 
en  donner  ici  le  détail;  elles  sont  d'une  espèce  toute  paiiiculière. 

Les  autres  termes  de  la  résistance  des  parois  peuvent  être  déter- 
minés par  des  métliodes  élémentaires  fournies  aussi  parla  Géométrie. 
Oa  les  trouvera  en  partie,  ainsi  que  mes  recherches  sur  les  siphons, 
dans  les  annales  des  Mines  ,  tome  XIII.  Je  préviens  que  l'hypothèse 
de  la  conservation  des  vitesses  au  moyen  d'un  piston ,  ne  pourrait 
pas  servir  dans  la  pratique  à  estimer  le  travail  nécessaire  pour  cette 
conservation,  comme  je  l'ai  supposé  ici  seulement,  pour  simplifier 
des  explications.  On  verra  comment  j'ai  tiré  parti  des  expériences  de 
Dubuat  et  d'Eytelwein.  Les  expériences  de  Dubuat  sur  les  siphons 
n'étaient  peut-être  pas  faites  assez  en  grand  pour  en  conclure  si  le 
frottement  est  ou  n'est  pas  influencé  par  les  pressions  ;  plusieurs  de 
mes  oscillations  ont  eu  jusqu'à  5  et  6  mètres  d'amplitude,  et  je  n'ai 
rien  vu  qui  ne  soit  conforme  à  l'opinion  de  Dubuat  sur  l'indépen- 
dance du  frottement  relativement  aux  pressions,  confirmée  aussi  par 
les  expériences  de  M.  Leroy  et  de  M.  Gueymard  sur  le  mouvement 
permanent  dans  des  conduites  en  siphon. 

Je  suppose  d'après  cela  que  chaque  tranche  isolée ,  frappant  par 
sa  circonférence  une  couronne  d'aspérités  des  parois,  perde  une 
quantité  de  force  vive  proportionnelle  à  celle  qu'elle  avait  en  arrivant 
au  choc,  la  vitesse  d'une  couronne  liquide  étant  interceptée ,  quant 
à  sa  composante  immédiatement  utile  au  transport  de  l'eau.  Dans  un 
mouvement  permanent,  chaque  tranche  qui  arrive  au  point  de 
versement  d'un  tuyau  a  frappé  le  même  nombre  d'aspérités ,  elle 
aura  donc  nécessité,  pour  conserver  sa  vitesse  permanente,  une  quan- 
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tité  de  travail  proportioanelle  au  carré  de  cette  vitesse.  La  hauteur 
due  à  la  vitesse  moyenne  de  sortie  est  doue,  ce  qui  est  conforme  à 
l'expe'rience  pour  les  vitesses  ordinaires,  la  différence  entre  la  hau- 
teur du  réservoir  et  une  hauteur  proportionnelle  au  carré  de  cette 
vitesse,  en  supposant  le  carré  de  la  vitesse  moyenne  peu  différent  de 
la  moyenne  des  carrés  des  vitesses. 

Cependant,  d'après  divers  auteurs,  la  résistance,  proportionnelle 
au  carré  de  la  vitesse,  provient  de  ce  que  le  nombre  de  molécules 
est  proportionnel  à  la  vitesse ,  et  de  ce  que  la  résistance  de  chaque 
molécule  ,  relativement  au  choc  ou  à  l'adhérence ,  est  selon  eux 
simplement  proportionnelle  à  la  promptitude  de  l'arrachement.  Mais 
alors  le  travail  de  la  résistance  serait  seulement  proportionnel  au 
produit  de  l'eau  passée,  par  sa  vitesse  moyenne.  Pour  les  oscillations 
d'une  même  colonne,  dans  le  long  tuyau  de  conduite,  le  travail  du 
frottement  à  chaque  oscillation  serait  comme  le  produit  de  l'amplitude 
par  la  vitesse  moyenne.  Or,  si  l'on  conservait  ces  vitesses  avec  le 
piston,  elles  varieraient  comme  les  ordonnées  d'un  cercle  ayant  l'am- 
plitude pour  diamètre.  L'intégrale  du  travail  de  ce  frottement  serait 
donc  comme  l'aire  de  ce  cercle,  au  lieu  d'êlre  comme  le  volume  de 
la  sphère  du  même  diamètre;  le  travail  de  la  pesanteur,  n*  38, 
est  aussi  comme  le  carré  de  ce  diamètre;  le  rapport  de  la  hauteur 
effective  au-dessus  du  niveau ,  à  la  profondeur  ON  du  point  de 
départ,  quand  on  supprime  l'hypothèse  du  piston,  ne  dépendrait 
donc  pas  de  la  grandeur  de  l'amplitude.  J'ai  fait  voir  par  des  consi- 
dérations rationnelles  dans  mon  premier  Mémoire  (Annales  des 
Mines  ,  tome  XIII),  que  le  coefficient  du  frottement  doit  augmenter, 
il  est  vrai,  avec  l'amplitude  dans  un  même  tuyau,  mais  seulement 
dans  certaines  limites.  INles  expériences  fournissent  donc  un  nouveau 
moyen  de  décider  la  question.  C'est  bien  des  phénomènes  du  choc 
des  fluides  que  dépend  le  terme  de  la  résistance  des  parois,  propor- 
tionnel aux  carrés  des  vitesses  des  fluides  dans  les  conduites  ,  et  ce 
sont  les  autres  termes  qui  se  trouvent  expliqués  par  les  divers  phé- 
nomènes de  l'adhérence.  La  colonne  liquide  est  ainsi  en  vibration  , 
même  indépendamment  des  phénomènes  découverts  par  M.  Savart, 
et  qui  se  retrouvent  d'ailleurs,  au  moins  jusqu'à  un  certain  point, 
dans  mon  jet  d'eau  oscillant  dans  l'air  libre. 
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Addition   h  une  précédente  Note  relative  h  la  résolution 
des  équations   numériques; 

Par   m    VIXCEAT, 

Professeur  au  Collège  royal  tle  SaiiU-Louis. 


I. 

Dans  un  des  précédents  numéros  de  ce  Journal  [tome  I",  pa^e  340, 
j'ai  fait  voir  que  le  procédé  de  Lagrange  pour  la  réduction  des  racines 
des  équations  en  fraction  continue,  avait  la  propriété,  indépendam- 
ment de  toute  opération  préalable,  de  séparer  les  racines  réelles  iné- 
gales. Au  reste,  la  proposition,  ainsi  énoncée,  n'a  besoin  d'aucune 
démonstration;  la  seule  chose  qu'il  fût  véritablement  nécessaire  de 
prouver,  c'est  que  les  racines  imaginaires  ne  sauraient  introduire  de 
variations  permanentes  dans  les  transformées  successives  :  car  cette 
circonstance,  si  elle  pouvait  se  présenter  dans  la  résolution  d'une 
équation ,  exposerait  le  calculateur  à  poursuivre  indéfiniment  des  ra- 
cines qui  n'existent  pas. 

Je  crois  avoir  suffisamment  établi  dans  l'endroit  cité,  que  ce  re- 
proche fait  à  la  méthode  ne  serait  nullement  fondé;  mais  il  en  est 
un  autre  que  l'on  pourrait  plus  justement  lui  adresser  :  c'est  qu'elle 
suppose  ou  paraît  supposer  inégales  toutes  les  racines  réelles;  et  dès 
lors,  si  l'équation  a  des  racines  égales,  comme  l'existence  de  ces  racines 
entraîne  celle  d'un  pareil  nombre  de  variations  qu'il  est  impossible  de 
séparer,  on  se  trouve,  ou  du  moins  peut-on  le  craindre,  dans  le  cas 
de  douter  éternellement  si  les  racines  que  l'on  poursuit  sont  réelles 
et  égales,  ou  réelles  et  inégales  mais  jusque  alors  non  séparées,  ou 
même  enfin  imaginaires  mais  non  encore  exclues  des  limites  qui 
leur  permettent  de  communiquer  des  variations  à  l'équation  et  à  ses 
transformées, 
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A  la  vérité  eucore ,  on  peut  se  délivrer  de  cette  crainte  en  com- 
mençant par  décomposer  le  polynôme  en  d'autres  qui  n'aient  que  des 
facteurs  simples.  Mais,  obligé  pour  cela  de  recourir  à  la  méthode  ordi- 
naire des  racines  égales,  opération  longue  et  pénible,  dont  la  nature 
est  d'élever  continuellement  l'ordre  des  chiffres  auxquels  le  calcul 
donne  lieu ,  on  perd  tout  le  bénéfice  de  la  déduction  si  simple  des 
transformées  successives. 

Frappé  de  cet  inconvénient  dont  je  ne  me  dissimulais  pas  la  gravité, 
j'ai  dû  m'occaper  de  le  détruire;  et  pour  cela,  j'ai  cherché  s'il  ne 
serait  pas  possible  d'assigner  au  nombre  des  transformées,  une  limite 
passé  laquelle  cessât  toute  incertitude  sur  la  nature  des  racines. 
J'ai  reconnu  que  la  question  se  réduisait  à  obtenir  une  formule 
simple  au  moyen  de  laquelle  on  pût  lire  comme  intuitivement  sur 
l'équation  donnée,  une  limite  Inférieure  des  racines  réelles,  tant 
positives  que  négatives ,  de  l'équation  aux  carrés  des  différences  de 
celles  de  la  proposée. 

Or,  précisément ,  M.  Cauchy  a  donné  une  pareille  formule  dans  le 
4''  volume  de  ses  Exercices  mathématiques  {page  121).  Avant  de  la 
connaître,  j'en  avais  de  mon  côté  trouvé  une,  moins  simple  à  la  vé- 
rité ,  et  moins  avantageuse  dans  la  pratique;  toutefois,  comme  sa 
détermination  est  fondée  sur  des  considérations  que  l'on  regarde  ordi- 
nairement comme  plus  élémentaires,  attendu  qu'elles  sont  entièrement 
indépendantes  de  la  théorie  des  modules  des  expressions  Imaginaires 
qui  n'est  pas  encore  généralement  admise ,  je  me  hasarderai  à  la 
présenter.  Au  surplus,  il  est  bon  de  le  remarquer,  c'est  bien  moins 
de  telle  limite  plus  ou  moins  rapprochée  qu'il  s'agit  véritablement 
ici,  que  de  l'existence  absolue  d'une  limite  quelconque,  pourvu 
seulement  que  l'on  soit  sûr  qu'elle  a  pour  valeur  un  nombre  fini. 


II. 


Pour  parvenir  à  la  limite  indiquée,  nommons  k  la  plus  grande 
valeur  absolue  des  coefficients  de  l'équation  proposée,  supposés  en- 
tiers, celui  du  premier  terme  étant  d'ailleurs  l'unité;  et  soient,  con- 
formément aux  notations  ordinaires  de  la  théorie  des  fonctions  symé- 
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triques.  S, ,  S, ,  Sj, . . . ,  les  sommes  successives  des  puissauces  sem- 
blables et  entières  des  racines  de  l'équation  ,  sommes  que  nous  ne 
considérons  toutefois  que  dans  leur  valeur  absolue. 

D'après  la  composition  des  équations  qui  déterminent  ces  sommes  , 
on  aura  dans  le  cas  le  plus  défavorable,  c'est-à-dire  eu  remplaçant, 
comme  je  le  ferai  dans  tout  ce  qui  suivra,  chacun  des  coefficients 
par  le  plus  grand  d'entre  eux  et  les  affectant  tous  du  même  signe  ;  on 
aura  ,  dis-je,  les  inégalités  suivantes  : 

S,   <  k, 

S.  <  (A-  4-  i)'  —  , , 

S,  <  (k+if  —  i, 


et  en  général ,  on  démontre  facilement  que  l'on  a  l'inégalité 

S,  <  (A-  +    ,y  _   I, 

formule  que  l'on  peut  étendre  à  toute  valeur  entière  et  positive  de», 
aussi  grande  que  l'on  voudra ,  même  supérieure  à  m ,  degré  de  l'équa- 
tion, et  à  laquelle  je  substituerai  pour  plus  de  simplicité,  la  formule 
suivante 

S,  <  (A  +  i)^ 

qui  est  vraie    à  fortiori. 

Maintenant,  en  nommant  S.',  S',  Sî,...  les  sommes  des  puis- 
sances 2%  4%  6%  •  •  •  des  différences  des  racines ,  on  a  encore  dans 
le  cas  le  plus  défavorable,  d'après  les  équations  qui  déterminent 
leurs  valeurs , 

s;  <  (m  +   i){k  +  ,)•, 

s:  <(m—  I  +  2')  (A  +  i)4, 

s;  <(,„_!  +  2=j(A-  -I-  i)s. 


et  en  général , 

S',  <  (m  —   I   +  2"-')  (A  H-  l'/K 
Celte  formule  est  également  susceptible  de  simplification;  car  on 
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a  toujours,   pourvu  cependant  que  m  soit  >  2,  restrictiou  qui  est 
sans   inconvénient  , 

m  I    -f-    2''~'    <   (/H   +    x)». 

En  effet ,  soit  /«  =  5  -f-  ^  ;  il  s'agit  de  prouver  que 

ce  qui  est  vrai  à  la  limite  où  h  =  o,  puisque  l'on  a 

-  <,-(4)% 

et  ce  qui  l'est  à  fortiori  quand  A  >>  o. 

Par  suite ,  la  formule  générale  précédente  devient 

et  l'on  en  tire  sans  peine ,  en  désignant  par  i ,  P,' ,  P, ,  Pi  ... ,  les 
coetHcients  de  l'équation  aux  carrés  des  différences, 

p;  <  (m  +  i)(/t  +  2)% 

P;  <  (/n  +  i)\k  +   i)S 

P3  <  («  +  i)'(A-  +  i)\ 


p;  <  (n,  +  iy[k  +   i)". 

Cela  posé,  en  représentant  par  n  le  degré  de  cette  équation,  ou 
faisant  n  ^^  -  m{m  —  i),  on  aura,  pour  la  limite  inférieure  des  ra- 
cines, tant  négatives  que  positives,  de  cette  équation  ,  la  formule 

P'„ 
n  +  P'.  ' 

dans  laquelle  il  faut  prendre  P'„  le  plus  petit  possible,  P',  représen- 
tant d'ailleurs  le  plus  grand  de  tous  les  coefficients  précédents. 

Or,  d'une  part ,  relativement  à  P', ,  si  la  forme  de  l'équation  qui  le 
donne  ne  permet  pas  de  conclure  immédiatement  quMl  soit  entier , 
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cela  résulte  du  moins  de  la  composition  connue  de  ce  coefficient  (*)  ; 
et,  sauf  le  cas  de  racines  égales,  il  est  au  moins  e'galà  i. 

Quant  à  la  limite  supérieure  de  P', ,  elle  ne  peut  dépasser  la  plus 
grande  valeur  de  P',_,,  ou  {m-\-  i)'~'(^+  i)"~*,  expression  à  la- 
quelle on  peut  substituer  sans  inconvénient,  la  limite 

P'n-,  <  (m -h  .)-'(A  +  i)"--   I  ; 

de  sorte  que  l'on  a 

P'n 


> 


F,  +  P',   -^    {m  +  i)'-{k  +  1)—' 

Les  racines,  tant  positives  que  négatives,  de  l'équation  aux  carrés 
des  différences,  ont  donc  cette  dernière  fraction  pour  limite  infé- 
rieure. 

Le  calcul  précédent  suppose  égal  à  l'unité  le  coefficient  du  premier 
terme  de  l'équation  proposée  ;  dans  le  cas  contraire,  en  nommant  A  le 
premier  coefficient,  la   limite  trouvée  devra  être   remplacée  par.. 

rr-, — ; — ■-_,.,    . — — — - ,  k  étant  alors  le  plus  grand  des  coefficients  de 

la  transformée  que  l'on  obtiendrait  en  faisant  ■a?='?    pour  faire  dis- 
paraître le  coefficient  du  premier  terme. 

Si  l'on  veut  employer  au  lieu  de  la  limite  précédente,  celle  de 
M.  Cauchy,  dont  j'ai  parlé  plus  haut,  il  faudra  substituer  le  nombre  4 
au  nombre  (/n-f-  i),  ou  prendre  la  fraction 


A*[2(A-|-i)]'"-^' 
et  comme   j'ai  supposé   (m  -|-  i)   au    moins  égal  à  4>   il  s'ensuit 

(*)  Un  terme  de  la  forme  aPbfcP.  .  . .  qui  se  trouverait  dans  ce  coefficient  ou 
dans  un  autre,  devra  s'y  trouver  un  nombre  de  fois  égal  à  celui  des  permutations 
que  l'on  peut  faire  entre  les  lettres  qui  y  entrent ,  ou  un  multiple  de  ce  nombre 
de  permutations;  et  cela  suffit  pour  faire  disparaître  le  dénominateur  de  la  for- 
mule qui  donne  la  somme  des  termes  de  cette  forme,  et  par  suite  pour  rendre 
entiers  les  coefficients  de  l'équation  aux  carrés  des  différences  ,  quand  ceux  de  la 
proposée  le  sont.  Il  en  serait  de  même  de  toute  autre  équation  dont  les  racines 
seraient  des  fonctions  symétriques  entières  quelconques  de  celles  de  la  proposée. 
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que  la  limite  de  M.  Cauchy  est  plus  approchée;  et  je  l'emploierai 
de  préférence.  Au  reste,  comme  je  l'ai  dit,  le  rapprochement  de  la 
limite  n'est  ici  que  d'une  importance  secondaire. 

III. 

Passons  aux  conséquences;  et  supposons  que  dans  la  résolution  de 
l'équation  en  fraction  continue,  on  ait  poussé  l'opération  jusqu'à  ce 
que ,  nommant  p'  et  q'  les  dénominateurs  de  deux  réduites  consécu- 
tives (Journal  de  Mathématiques ^  tomel,  p.  545  et  suiv.),  on  ait 

p'q'  >   A[2(A-t-  i)]"-, 

ce  qui  est  toujours  possible ,  vu  l'accroissement  indéfini  des  termes 
successifs  des  réduites. 

Alors,  en  nommant  d'abord  cT  une  des  différences  entre  les  racines 
réelles,  on  aura 

^  «.^  1 -^   J_ 

^     A  [2  (A-    4-    I)]»-'     ^   p'q- 

Ainsi,   en   premier  lieu,   deux   racines   réelles  différentes  ne  seront 
plus  comprises  entre  les  deux  réduites  consécutives  {ibidem,  p.  544)- 
Secondement,  si  2/3  s/ —  i  est  la  différence  de  deux  racines  imagi- 
naires conjuguées  ,  on  aura  aussi,  dans  la  même  hypothèse  , 

Ainsi  encore,  la  condition  nécessaire  {ibidem,  p,  545)  pour  que  les 
deux  racines  imaginaires  puissent  donner  lieu  à  deux  variations , 
n'existera  plus. 

La  conséquence  théorique  à  tirer  de  ce  résultat,  est  que  si  le  calcul, 
poussé  jusqu'à  la  limite  indiquée,  a  conservé  plusieurs  variations,  ces 
variations  ne  peuvent  provenir  que  de  l'existence  d'un  pareil  nombre 
de  racines  égales. 

Quant  à  la  conséquence  pratique  ,  c'est  que  l'on  peut ,  dans  tous  les 
cas,  se  dispenser  du  calcul  préalable  des  racines  égales,  puisque, 
même  quand  il  existe  de  pareilles  racines  dans  l'équation ,  la  méthode 
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(les  transformées,  loin  de  se  trouver  pour  cela  eu  défaut ,  donne  au 
coutraire,  non-seulement  les  valeurs  des  racines  multiples ,  comme 
celles  des  racines  simples,  tnais  même  leur  degré  de  multiplicité. 

Mais  allons  plus  loin ,  et  tâchons  de  faire  ressortir  de  cette  nouvelle 
propriété,  tous  les  avantages  qui  peuvent  en  rejaillir  sur  la  méthode 
pratique,  et  contribuer  à  la  simplifier. 

La  chose  qui  parait  le  plus  importer  pour  cela ,  est  de  voir  comment 
on  pourra  étendre  à  ce  cas  des  racines  égales  ,  l'applicatiou  de  la  mé- 
thode de  Newton ,  telle  que  nous  l'avons  employée  aux  pages  353  et 
suivantes  du  volume  cité. 

Or,  en  raisonnant  comme  nous  l'avons  fait  en  cet  endroit,  il  est  aisé 
de  reconnaître  que  si,  dans  une  transformée  ea  y  qui  aurait,  par 
exemple,  deux  racines  égales,  on  fait  y  =  g-^h,  et  que  l'on  dé- 
termine par  le  tâtonnement,  un  ou  plusieurs  chiffres  décimaux  de  la 
valeur  de  A,  on  parviendra  sans  dlûlculté  à  faire  passer  les  deux 
variations  de  cette  transformée ,  entre  les  trois  premiers  termes  or- 
donnés suivant  les  puissances  ascendantes  de  h. 

Cela  fait,   on  pourra  mettre  l'équation  en  h   sous  la  forme 

d'où ,  résolvant  comme  pour  le  second  degré , 

^f{g)  ±.  yJ\J\s)Y-  ^f(8)-f"(s)  -  ^  fis)  [/'(s)  +••••]• 


h  =z 


/"{g) 


Ici,  en  supposant  que  g  soit  une  valeur  sufQsamment  approchée 
de  ^,  et  par  suite  que  h  soit  suffisamment  petit,  on  pourra  négliger 
sous  le  radical  le  cube  et  les  puissances  supérieures  de  cette  inconnue. 
Il  restera  alors 

i  _  -/'(g)±t/[/'(g)]'-ii-/(g)./7g)  . 

et  comme  h  doit  avoir  deux  valeurs  égales,  il  s'ensuit  que   l'on  aura 
approximativement 

[/'g)?-2-/(S')./"(^)  =  o; 

Tome  m.  —  Mai  i838.  3, 
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c'est-à-dire  autrement,  que  les  trois  premiers  termes  de  l'équation  for- 
meront alors  approximativement  un  carré  parfait  en  h;  d'où  résul- 
tera pour  cette  quantité  ,  la  valeur  positive 

Ce  résultat  était  facile  à  prévoir  ;  et  l'on  peut  évidemment  le  géné- 
raliseï'.  C'est-à-dire  ,  \°  que  si  une  transformée  qui  a  dépassé  le  point 
de  séparation  des  racines,  présente  un  nombre  n  de  variations,  elle  a 
nécessairement  n  racines  égales;  et  2°  que  si  l'on  fait  passer  ces  n  va- 
riations aux  (n  -f-  1)  premiers  termes  ordonnés  suivant  les  puissances 
ascendantes ,  comme  on  le  peut  toujours  par  le  même  procédé ,  ces 
[n-\-  i)  premiers  termes  formeront  approximativement  la   quantité 

d'où 

«  —  /(.)^ 

Il  y  a  néanmoins  un  inconvénient  à  considérer  la  question  sous  le 
point  de  vue  précédent;  car  on  a  commis  deux  sortes  d'erreurs,  l'une 
en  négligeant  la  puissance  («-f- 1)' ainsi  que  les  puissances  supé- 
rieures; l'autre  en  considérant  les  {n-{-  i)  premiers  termes  comme 
formant  une  puissance  n'  parfaite;  et  dès  lors ,  il  devient  difficile  d'é- 
valuer le  degré  de  chaque  approximation,  ou  le  nombre  de  chiffres 
exacts  de  la  valeur  de  h. 

C'est  pourquoi ,  aussitôt  que -l'on  aura  reconnu,  par  le  moyen  indi- 
qué, l'égalité  d'un  nombre  n  de  racines  poursuivies,  on  substituera 
immédiatement  à  la  dernière  transformée,  sa  (n — i)'  dérivée;  et 
l'opération  se  trouvant  ainsi  ramenée  à  la  recherche  d'une  racine 
simple ,  on  pourra  suivre  le  procédé  du  numéro  6 ,  p.  352,  qui  repro- 
duira alors,  d'une  manière  plus  rigoureuse,  la  valeur  précédente  de  h. 

Il  nous  semble  que  la  méthode  des  transformées,  ainsi  modifiée  et 
étendue ,  acquiert  un  degré  de  précision  et  de  rigueur  qui  ne  le  cède 
plus  à  sa  simplicité.  Le  seul  reproche  que  l'on  pût  encore  être  tenté 
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de  lui  faire,  serait  la  petitesse  des  limites  donoées  plus  haut,  même 
de  celle  que  nous  avons  empruntée  à  M.  Cauchy,  petitesse  d'où  re'- 
sulterait,  dans  le  cas  de  racines  e'gales,  un  nombre  fini  à  la  vérité, 
mais  toujours  plus  ou  moins  considérable  de  transformations  néces- 
saires avant  que  l'on  pût  compter  avec  certitude  sur  la  réalité  de 
ces  racines.  Il  poui-rait  donc  rester  quelques  recherches  à  faire  sous 
ce  rapport  :  car  les  limites  que  nous  avons  employées  sont  considé- 
rablement exagérées  en  petitesse;  mais  de  cette  exagération  même  il 
résulte  que  le  doute  relatif  à  la  nature  des  racines  sera  toujours  résolu 
beaucoup  plus  tôt  que  la  limite  ne  semble  l'indiquer.  Ce  point  de  vue 
est  du  reste  le  seul  sous  lequel  la  méthode  des  transformées  (nous  ne 
disons  pas  la  résolution  des  équations)  nous  paraisse  désormais  sus- 
ceptible de  perfectionnement.  Nous  nous  bornerons  à  indiquer  pour 
cela  un  moyen  simple  en  théorie,  et  que  Ion  pourra  employer  quand 
l'importance  de  la  question  le  méritera:  c'est  le  calcul,  au  moyen  des 
fonctions  symétriques  ,  du  dernier  terme  de  l'équation  aux  carrés  des 
différences  ,  et  la  division,  par  la  racine  carrée  de  ce  dernier  terme, 
du  dénominateur  de  la  limite  de  la  plus  petite  différence. 

Observons  encore,  en  terminant,  que  pour  pouvoir  former  de 
la  petitesse  de  cette  limite,  une  objection  fondée  contre  la  méthode 
des  transformées ,  il  faudrait  commencer  par  prouver  que  les  cal- 
culs préparatoires  employés  par  toute  autre  méthode  pour  assigner  à 
priori  le  nombre  et  les  limites  des  racines  réelles  ,  sont  moins  longs  et 
moins  compliqués  que  ceux  mêmes  qu'exige  la  méthode  des  transfor- 
mées avant  que  l'on  ne  soit  parvenu  au  point  de  séparation  des  di- 
verses sortes  de  racines.  Mais  c'est  ce  que  l'on  ne  saurait  faire;  car  les 
deux  sortes  de  calculs  tirent  leur  complication  des  mêmes  causes:  l'élé- 
vation du  degré  de  l'équation,  et  la  grandeur  de  ses  coefficients.  Il 
nous  serait  facile  de  faire  voir  au  contraire  ,  par  de  nombreux 
exemples,  que  c'est  principalement  sous  le  rapport  même  de  la  rapi- 
dité, que  la  méthode  des  transformées  ne  le  cède  à  aucune  autre.  Au 
reste,  nous  en  renvoyons  tout  le  mérite  à  ses  auteurs ,  MM.  Budan 
etFourier;  le  seul  qu'il  nous  fût  peut-être  permis  de  revendiquer, 
serait  d'en  avoir  mieux  fixé  les  bases. 


3i.. 
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NOTE  DE  M.  POINSOT 

Sur  une  certaine  démonstration  du  principe  des  vitesses 
virtuelles  j  qu'on  trouve  au  chapitre  III  du  livre  V'  de  la 
Mécanique  céleste. 

(  On  suppose  que  le  lecteur  a  sous  les  yeux  le  passage  dont  il  s'agit.  ) 


L'équation 
o  =  2./nS.Ji4-2./).<r/+2.RJ'r. ..   {k)  (page  Sg) ,  t.  I, 

est  entièrement  exacte,  elle  est  même  identique;  elle  a  lieu  aux 
différences  finies,  puisqu'elle  n'est  que  la  somme  faite  de  toutes  les 
équations  relatives  à  chaque  point  du  système,  considéré  dans  le  cas 
de  l'équilibre,  comme  étant  seul  en  équilibre  en  vertu  de  toutes  les 
forces  qui  le  sollicitent,  c'est-à-dire,  non-seulement  de  la  force  ap- 
pliquée ('«S),  mais  encore  des  forces  de  réaction  {j>)  suivant  les  droites 
(f),  et  des  résistances  (R)  normales  aux  surfaces  fixes  où  il  pourrait 
être  obligé  de  se  mouvoir. 

Effaçons  tout  de   suite  les  termes  S.R.fiTr  qui  ne   font  rien  à  la 
démonstration;  et  l'on  aura  simplement 

o  =  l.mSt.Ss  -f-  "S-pS/, 

qui  est  encore  exacte,  mais  qui  n'a  plus  lieu  qu'aux  différences  infi- 
niment petites,  puisqu'on  n'est  en  droit  de  compter  comme  nulles  les 
vitesses  virtuelles  ((J^r) ,  que  dans  le  cas  où  les  points  décrivent  sur  les 
surfaces  des  arcs  infiniment  petits,  auquel  cas  les  vitesses  vir- 
tuelles sont  des  sinus-verses  d'arcs  infiniment  petits ,  et  sont  rigou- 
reusement nulles.  Mais  ,  pour  plus  de  clarté  ,  supposons  qu'il  n'y  ait 
point  du  tout  de  ces  surfaces  fixes,  et  que  le  système  soit  libre;  la 
démonstration  n'en  doit  pas  moins  réussir,  puisqu'elle  est  générale. 
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On  aura  donc  l'équation 

G  =  S./nS.cT^  -h  S./j.cT/, 

qui  sera  identique  et  aura  lieu  aux  dififérences  quelconques,  comme 
pour  un  seul  point  libre. 

L'auteur  remarque  bien  que  si  la  liaison  des  parties  du  système 
consiste  en  ce  que  toutes  les  distances  mutuelles  y,  f ,  f",  etc., 
soient  invariables ,  on  a  séparément  : 

d'où  l'on  conclut 

2.mS.<r.y  ^  o, 

c'est-à-dire  que  la  somme  des  moments  des  seules  forces  appliquées, 
doit  être  nulle  dans  le  cas  de  l'équilibre  :  ce  qui  est  exact. 

Mais  il  faut  remarquer  que  cette  équation  n'a  lieu  qu'aux  dififé- 
rences infiniment  petites,  car  il  n'est  permis  de  compter  comme  nuls 
d'eux-mêmes  tous  les  termes  pS"f,  qu'autant  qu'on  dérange  infini- 
ment ^ew  chaque  droite  [f).  La  différence  des  vitesses  virtuelles  des 
deux  bouts  de  cette  droite  est  le  sinus-verse  de  l'angle  que  la  droite 
fait  sur  elle-même  en  changeant  de  place  ;  et  cet  angle  doit  être  infi- 
niment petit  pour  que  le  sinus-verse  soit  regardé  comme  nul. 

Mais  tout  ceci  n'a  point  de  difficulté;  il  s'agit  d'un  système  quelcon- 
que variable  défigure,  et  il  faut  démontrer  que  dans  l'équation  , 

o  =  S./^zS.cTj  -f-  -Z.p.^f, 

on  peut  toujours  supprimer  l.-p.J'f,  en  assujétissant  les  variations 
à  satisfaire  aux  équations  de  condition  qui  lient  entre  eux  les  points 
du  système,  et  c'est  là  la  grande  difficulté. 

D'abord  j'observe  que  l'auteur  n'a  pas  encore  fait  un  seul  pas  vers 
la  démonstration  générale.  Car  démontrer  que  les  termes  t.p.^f 
sont  nuls  d'eux-mêmes,  ou  démontrer  que  les  termes  2,  wS.cTi^  sont 
nuls  d'eux-mêmes,  c'est  identiquement  la  même  chose;  je  ne  dis  pas 
seulement  que  l'un  soit  une  conséquence  de  l'autre,  comme  il  paraît 
par  l'équation  ci-dessus,  mais  que  c'est  une  seule  et  même  chose  et 
qu'on  n'arrivera  pas  plus  vite  à  l'une  qu'à  l'autre. 

En  eflfet,  les  forces  {p)  dans  les  droites  {f)  ne  sont  autre   chose 
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(  au  sigae  près,  ce  qui  ne  fait  rien  ici) ,  que  les  composantes  des  forces 
mêmes  (/72S)  appliquées  au  système.  Cela  est  manifeste,  puisque  l'au- 
teur dit  que  chaque  point  est  seul  en  équilibre ,  en  vertu  des  forces 
appliquées  et  de  ces  forces  de  réaction  (p)  dirigées  suivant  les  droites 
( /)  qui  aboutissent  à  ce  point.  Les  forces  (p)  ne  sont  donc,  au  signe 
près,  que  les  forces  appliquées  (mS)  décomposées  dans  les  droites  y, 
f  f'^  etc.  Donc,  tout  ce  que  l'auteur  va  dire  pour  démontrer  que 
'2..n.Sf  est  nul  vous  pourrez  l'appliquer,  mot  à  mot,  pour  dé- 
montrer que  2.wS.  cT.?  est  nul;  donc  l'auteur  va  prouver  qu  on  a 
toujours  S.mS.cTi^  ::=  o,  dans  l'équilibre  de  tout  système,  c'est-à- 
dire  qu'il  va  prouver  le  principe  des  vitesses  virtuelles,  comme  s'il 
commençait  de  s'en  occuper. 

Il  s'agit  maintenant  d'examiner  cette  démonstration. 

L'auteur  suppose  le  sjstème  animé  des  seules  forces  p,  p' ,  p",  etc.; 
il  en  est  le  maître  :  il  peut  choisir  ces  forces-là ,  au  lieu  des  forces 
appliquées  mS,  m'S' ,  etc.,  puisque  les  unes  ne  sont  que  les  égales 
et  contraires  des  autres,  ou  de  leurs  équivalentes. 

Ensuite,  il  décompose  les  forces  p,  p' ,  p" ,  etc.  (qui,  remarquez 
bien,  agissent  déjà  dans  les  droites  f,  f,  f ,  etc.),  en  d'autres, 
dont  les  unes  9,7'»  ?*  >  etc. ,  agissent  encore  dans  les  droites  f,  f, 
f",  etc. ,  et  se  détruisent,  dit-il,  d'elles-mêmes,  sans  produire  d'action 
sur  les  courbes  décrites.  Mais  si  elles  se  détruisent  d  elles-mêmes  sans 
produire  d'action  sur  les  courbes  décrites,  on  pourrait  donc  ôter 
ces  courbes  ou  ces  canaux  dans  lesquels  les  points  sont  pour  le  mo- 
ment renfermés,  et  ces  points  resteraient  en  équilibre  en  vertu  des 
seules  forces  q,  q' ,  ?">  etc.  :  mais,  par  hypothèse,  ils  sont  aussi  en 
équilibre  en  vertu  des  seules  forces/»,  p' ,  p" ,  etc.,  dirigées  dans  les 
mêmes  droites;  d'où  il  parait  que  ces  premières  composantes  q,  q' , 
0',  etc. ,  sont  encore  les  mêmes  forces/;,  />' ,  />*,  etc. ,  qu'il  a  d'abord 
considérées;  que  par  conséquent,  les  secondes  composantes  T,  T', 
T",  etc.,  perpendiculaires,  et  les  autres  taugentielles  aux  courbes 
décrites ,  sont  nulles  d'elles-mêmes  :  de  sorte  que  l'auteur  n'aurait 
encore  fait  que  changer  le  nom  de  ses  foi  ces,  sans  faire  un  seul  pas 
vers  la  démonstration. 

Mais  pour  voir  la  chose  avec  plus  de  clarté,  suivons  l'auteur  plus 
loin.    Accordons-lui  que  chaque  force   {p')    est  décomposée  en  une 
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autre  (q),  une  autre  T,  et  une  autre  tangeulielle.  Accordons  encore 
que  toutes  les  forces  tangentielles  se  détruisent  d'elles-mêmes 
sur  chaque  point. 

Alors  le  groupe  des  forces  (p)  dirigées  dans  les  droites  f ,  f , 
f ,  etc. ,  sera  donc  réduit  au  groupe  des  forces  (ç)  dirigées  dans  les 
mêmes  droites ,  et  au  groupe  des  forces  (T)  perpendiculaires  aux 
courbes  décrites;    et  l'on  aura,  comme  l'auteur  le  suppose,  l'équation 

o  =  2(9  — /î)J/+  S.T.cT/,  (page40 

Mais  actuellement,  comment  peut-il  savoir  que  l'on  a  séparément 
l'équation 

2.7J/==o? 

Est-ce  parce  que  les  forces  ç,  q' ,  q",  etc.,  se  font  équilibre  d'elles- 
mêmes  sur  le  système?  Mais  la  loi  de  l'équilibre  des  forces  q,  c[ , 
q",  etc.,  lui  est  aussi  inconnue  que  la  loi  de  l'équilibre  des  forces 
P I  p'>  p"t  «^tc.  qui  se  font  aussi  équilibre ,  ou  des  forces  appliquées 
mS,  m'S' ,  etc.  qui  se  font  aussi  équilibre:  l'équation  0=1.. q. S' f 
est  donc  le  principe  même  des  vitesses  virtuelles  qu'il  cherche,  et 
l'auteur  paraît  être   dans  le  cercle  vicieux. 

Pour  s'en  convaincre,  qu'on  prenne  ici  l'exemple  d'un  système 
formé  de  quatre  points  liés  ensemble  par  une  seule  équation  donnée 
entre  leurs  distances  mutuelles  f,f',  f",  etc.  J'ai  démontré 
ailleurs  (*),  que  les  forces  p,  />',  p" ,  etc.,  qu'on  suppose  être  en 
équilibre  sur  le  système,  sont  nécessairement  proportionnelles  à  de 
certaines  fonctions  tirées  de  l'équation  dont  il  s'agit.  D'autres  forces 
quelconques  q,  q' ,  q" ,  etc.,  qu'on  imaginerait  aussi  en  équilibre 
dans  les  mêmes  droites ,  seraient  donc  exactement  proportionnelles 
aux  premières  p,  p' ,  p" ,  etc.  :  Ainsi  l'on  ne  peut  avoir,  pour  poser 
l'équation  o  =  IqS'f,  aucune  raison  qu'on  ne  l'ait  également  pour 
poser  tout  d'un  coup  o  =  '^pS'f,  c'est-à-dire ,  l'équation  même 
qu'on  veut  démontrer. 

L'auteur,  il  est  vrai ,  dit  encore  qu'on  a  Oz='S,.q.Sf,  en  vertu  de 


Voyez  noire  S latique ,  7*  édition,  page  435. 
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l'équation  (k).  Mais  l'équation  (A)  n'est  qu'une  identité  formée  de 
toutes  les  équations  relatives  à  chaque  point,  considéré  comme  seul 
en  équilibre  en  vertu  de  toutes  les  forces  qui  le  sollicitent.  D'après 
cela,  il  supposerait  donc  que  toutes  les  forces  (q)  ont,  autour  de 
chaque  point,  des  résultantes  nulles.  Alors  tout  le  groupe  des  forces  ç, 
q',  q",  etc. ,  dont  il  nous  a  parlé  est  parfaitement  nul  ;  il  ne  resterait 
donc  enfin,  à  chaque  point,  que  les  forces  perpendiculaires  T,  T', 
T",  etc.;  il  suppose  donc  que  les  forces/),  p,  p",  etc.  peuvent  se  ré- 
duire à  des  forces  perpendiculaires  aux  courbes  décrites;  i'  ce  qu'on 
ne  sait  pas;  2°  ce  qui  ne  suffit  pas  pour  l'équilibre,  et  par  consé- 
quent pour  démontrer  la  loi  de  l'équilibre. 

De  quelque  côté  qu'on  l'examine ,  on  voit  que  cette  démonstration 
est  illusoire  :  on  ne  l'avait  regardée  jusqu'ici  que  comme  obscure, 
et  difficile  à  comprendre;  elle  avait  un  défaut  plus  grave,  et  qu'il 
était  bon  de  découvrir ,  parce  qu'il  y  a  toujours  quelque  chose  d'ins- 
tructif dans  la  recherche  d'une  erreur  qui  a  pu  échapper  à  un  grand 
géomètre. 

Quant  au  principe  des  vitesses  virtuelles,  il  est,  comme  on  sait, 
très  vrai,  et  bien  établi  sur  d'autres  preuves.  Et  j'observerai  même  à 
ce  sujet,  que  c'est  souvent  cette  certitude  qu'on  a  d'ailleurs  de  la 
vérité  d'un  théorème ,  qui  nous  expose  à  en  donner  de  fausses  dé- 
monstrations. Comme  on  est  l'assuré  d'avance  sur  le  résultat,  on 
marche  avec  moins  de  précaution,  on  prend  facilement  pour  preuve 
ce  qui  ne  prouve  point,  et  pour  différent  ce  qui  est  le  même  sous 
une  autre  forme.  Il  faut  donc  toujours  se  défier  d'une  démonstration 
nouvelle  qu'on  veut  donner  d'une  vérité  déjà  bien  connue  et  bien 
démontrée,  surtout  quand  la  nouvelle  démonstration  paraît  plus 
simple  et  plus  rapide  :  et  même,  si  elle  a  été  plus  longue  et  plus 
laborieuse ,  il  y  a  encore  une  illusion  à  craindre;  c'est  que  la  longueur 
et  l'ennui  du  voyage  font  souvent  croire  qu'on  doit  être  arrivé. 
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Sur  une   Propriété  du   Pciraholoïde   osculateur    par   son 
sommet  en  un  point  d'une  surface  du  second  degré ^ 

Par    m.    Théodore    OLIVIER. 


Supposons  deux  surfaces  dont  les  équations  soient  algébriques,  et 
toutes  deux  du  degré  n. 

Supposons  que  ces  deux  surfaces  aient  un  point  de  contactj  et  soient 
rapportées  l'une  et  l'autre; 

I*.  A  ce  point  de  contact,  comme  origine  des  coordonnées; 

2°.  A  leur  normale  commune,  comme  axe  des  Z. 

3°.  Aux  tangentes  à  leurs  lignes  de  courbure,  comme  axes  des  X 
et  des  Y. 

(Leurs  lignes  de  courbure  ayant  à  l'origine  des  coordonnées  même 
direction.) 

Les  équations  de  ces  surfaces  étant  <p{x,y ,  z)=  o  et  '^(jc,j-,  z)=o, 
devront  être  telles  qu'elles  soient  satisfaites  par  jr  =  0 ,  /=o ,  z^o, 
et  l'on  devra  avoir  en  même  temps  : 


et  aussi 


dx  dy  '      dxdj 


d^ ^4-    _  <f"4 

O, 


dx  '       dj  '      dxdj 


Si  ensuite  on  établit  que  ces  deux  surfaces  ont  un  contact  du  «""" 
ordre,  les  deux  fonctions  <p  et  -^  seront  telles  qu'en  faisant  z  =  o 
dans  l'une  et  l'autre,  on  obtiendra  la  même  fonction  en  j?  et  r,  que 
je  désigne  par  f{x,  y). 

Dès-lors ,  on  conclut  que  toutes  les  surfaces  du  degré  n  et  ayant  en 

Tome  m.— Mai  1838.  3^ 
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nn  point  un  contact  de  l'ordre  Ji ,  se  coupent  suivant  une  courbe 
dont  l'une  des  branches  est  plane  et  située  daus  leur  plan  tangent 
commun,  et  que  l'e'quation  de  cette  branche  plane  est  f(x,f)  =  o. 

Appliquons  ce  qui  précède  à  deux  surfaces  du  deuxième  degré. 

Les  équations  des  deux  surfaces  ^  et  ^,  osculatrices  l'une  à  l'autre, 
seront 

pour  ^       ajc*  +  bj*  +  mz*  +  ?ixz  +  p/z  -j;-  z  =  o,         (  i  ) 
pour  ^,       ax'  +  hy'+^lz'-\-Nxz-i-'Pjz-{-z  =  o.  (2) 

Cherchons  l'équation  de  la  projection  sur  le  plan  des  xj^  de  la  courbe, 
intersection  des  deux  surfaces  données. 

li  faudra  éliminer  z  entre  les  équations  (i)  et  (2). 

Ces  équations  sont  satisfaites  par  z=o...  (5)  et  ax'-^bj*=o .  .  .  (4). 
Ainsi  :  ou  voit  de  suite  que  les  équations  (3)  et  (4)  seront  celles 
d'une  courbe  commune  aux  deux  surfaces  Ç  et  ^, ,  quels  que  soient  les 
coefficients  «j,  n,  p,  M,  N,  P ,  et  que  cette  courbe  est  un  point  lors- 
que a  et  b  sont  de  même  signe  et  deiix  droites  ^  lorsque  a  et  b  sont 
de  signes  différents. 

Pour  effectuer  l'élimination,  retranchons  les  deux  équations  (i)  et 
(2)  l'une  de  l'autre ,  on  aura 

z[z  (in  —  M)  -+-  j:  (/?  —  N)  +  7-  (p  -  P)]  =  o , 
d'où  l'on  tire  les  valeurs  de  ;:  ; 


=  0     et 


.  _r(N  — n)4-J-(P— />) 
m  —  M 


Substituant  la  seconde  valeur  de  z  daus  l'équation  (i)  ou  (2),  on  aura 


et  en  ordonnant 


■/'v+.)[i^^^=^i-^/î^]|  = 


-fa 

7n(N — ny 


m  —  M)' 

n  (N  —  n) 

m  —  M 


x'+b 


^_^  ^  2m{^-n){V—p) 


'  (m—  M)' 


+ 


{m  —  M)» 
n(P—p) 
m  —  M 

m  —  M 


N  — n       P— /.  ,-^ 

•^      m— M       m— M 
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Ainsi  la  courbe,  intersection  des  deux  surfaces  ^  et  ^,  se  composera 
de  deux  branches,  l'une  B  invariable,  et  dont  les  équations  sont  (5)  et 
(4),  l'autre  que  je  désigne  par  A  et  qui  sera  variable  suivant  les 
valeurs  attribuées  a  m,  M,  ti,  N ,  p,  V,  et  dont  la  projection  sur  le 
plan  jjy  (plan  tangent  au  point  d'osculation),  aura  pour  équation, 
l'équation  (5). 

On  voit  que  la  courbe  A  peut  être  l'une  des  trois  sections  coniques, 
et  qu'elle  passe  toujours  par  l'origine  des  coordonnées  qui  est  le  pouit 
d'osculation  des  deux  surfaces  ^  et  ^,. 

Si  i"  n=:  N  =  o  et  p  =  P  =  o  ou  si  2°  N  =  ?2,  P  =  p. 

L'équation  (5)  se  réduit  à 

ax*  +  bj*  =  o. 

La  courbe  complète  d'intersection  des  deux  surfaces  Ç  et  ^,  est  donc 
dans  ce  cas  : 

(rt.r*  +  fjy'Y  =  0.  (6) 

Ainsi:  1°  si  a  et  b  sont  de  même  signe,  les  deux  surfaces  n'ont 
d'autres  points  communs  que  le  poàit  de  contact;  2°  si  a  et  b  sont  de 
signe  contraire,  les  deux  surfaces  n'ont  d'autres  lignes  communes  que 
les  deux  génératrices  droites  qui  se  croisent  au  point  de  contact. 

Dans  le  1"  cas  les  deux  surfaces  ont  leurs  rayons  de  courbure 
maximum  et  minimum  dirigés  dans  le  même  sens;  dans  le  deuxième 
cas,  les  rayons  de  courbure  sont  dirigés  en  sens  opposé. 

Dans  le  deuxième  cas,  les  surfaces  sont  gauches ,  dans  le  premier 
cas  elles  ne  sont  pas  gauches. 

L'équation  (6)  prouve  que  les  deux  surfaces  ont ,  dans  les  deux  cas, 
un  contact  du  troisième  ordre ,  ce  qui  doit  avoir  lieu  en  effet  :  car 
les  équations  sei'ont  :  sin  =  N=o  etp=P  =  o, 

pour  (^         ax"" -\- bj"" -\- mz^ -\- z  z=,  o , 
pour  ^,        ax^-\- bj^ -\-M.z'' -\- z=  o, 

et  l'on  voit  que  ces  deux  surfaces  ont  deux  plans  diamétraux  princi- 
paux communs,  qui  sont  les  plans  des  xz  et  desj>'z;  le  point  d'oscu- 
lation est  donc  en  même  temps  le  sommet  de  l'une  et  Tautre  surface  : 

32.. 
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aiasi  se  trouve  vérifié  le  résultat  déjà  connu,  savoir,  que  lorsque 
deux  surfaces  du  deuxième  degré  ont  une  osculation  par  leurs  som- 
mets, l'ordre  du  contact  est  pair. 

Et  les  équations  seront  :  si  n  =  N,  /;=P, 


pour  (         ax^  +  hy""  -\-  mz'  +  nxz  -f-  pjz  -f-  z  = 
pour  ^,       ax'  +  by"  ~\-  Ma*  -f-  «Jcz  +  pjz  +  =  = 


o. 


et  alors  les  deux  surfaces  ont  un  plan  diamétral  principal  commun, 
et  passant  par  le  point  d'osculation  ;  et  en  effet  dans  ce  cas ,  le  contact 
du  troisième  ordre  doit  exister. 

Car,  si  par  la  normale  au  point  d'osculation,  normale  qui  n'est 
autre  que  l'axe  des  z,  et  par  le  centre  de  la  surface  ^  (  ce  centre  étant 
à  distance  finie  ou  infinie),  on  fait  passer  un  plan  R,  les  cordes  con- 
juguées de  ce  plan  diamétral  R  seront  parallèles  au  plan  XY  ,  qui  est 
le  plan  tangent  au  point  d'osculation ,  et  à  une  certaine  droite  B.  Ces 
cordes  se  projetteront  donc  sur  le  plan  R  suivant  des  perpendiculaires 
à  l'axe  des  Z;  dès-lors  un  plan  Q  passant  par  la  normale  Z  et  parallèle 
à  la  droite  B,  coupera  la  surface  ^  suivant  une  conique  cT  ayant 
son  sommet  au  point  d'osculation. 

Faisant  la  même  construction  pour  la  surface  ^,  ,  on  aura  la  coni- 
que J^,.  Si  les  deux  courbes  J"  et  J",  sont  dans  un  même  plan  Q, 
elles  auront  un  contact  du  troisième  ordre  en  leur  sommet  commun , 
car  ces  deux  coniques  ayant  un  sommet  commun  et  une  osculation 
en  ce  sommet,  ne  peuvent  y  avoir  qu'un   contact  d'ordre  impair. 

Or ,  ce  que  nous  venons  de  dire  n'aura  lieu  qu'autant  que  les  cen- 
tres des  deux  surfaces  et  la  normale  Z  seront  dans  un  même  plan  R  ; 
qu'autant  que  les  deux  surfaces  ^  et  (^,,  auront  un  plan  diamétral  R 
commun  et  passant  par  le  point  d'osculation. 

Et  si  ce  plan  R  est  un  plan  diamétral  principal  pour  les  deux  sur- 
faces, alors  tous  les  plans  Q',  Q",.  .  .  passant  par  le  point  d'oscula- 
tion et  perpendiculaires  au  plan  R  couperont  les  deux  surfaces  suivant 
des  couples  de  coniques  J"  et  S'[ ,  S"  et  cT" , . .  .  qui  auront  une  oscu- 
lation du  troisième  ordre  ;  les  deux  surfaces  ^  et  Ç,  auront  donc  une 
osculation  du  troisième  ordre,  quand  elles  auront  un  plan  diamétral 
principal  commun. 
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Si  l'on  suppose  que  M  =  o,  P  =  o,  N  =  o. 
Alors  la  surface  Ç^,  sera  un  paraboloide  osculateur  par  son  sommet 
à  la  surface  ^. 

L'équation  de  la  projection  de  la  courbe  A  deviendra 

ax'  +  by  —  -^x  —  ^j  =  o.  (7) 

Les  coordonnées  du  centre  de  cette  courbe,  seront  : 

l'abscisse         a.  = ,    I 

l'ordonnée      ^  =  —  -y-      \ 

lOTtl  .        ) 

La  courbe  rapportée  à  son  centre  et  à  ses  axes ,  sera 

ax-  +  br  =  y  (—,  +  f-X  (9) 

L'équation  (7)  montre  que  la  projection ,  sur  le  plan  tangent  au 
point  d'osculation ,  de  l'intersection  d'une  surface  du  deuxième  de- 
gré avec  son  paraboloide  osculateur  par  son  sommet,  sera  une  courbe 
de  même  nature  que  l'i?idicatrice  du  deuxième  ordre,  et  que  les 
axes  de  cette  courbe  d'intersection  seront  parallèles  et  proportionnels 
aux  axes  de  l'indicatrice ,  propriété  remarquable  qui  n'appartient  pas 
seulement  au  paraboloide  osculateur  par  son  sommet,  comme  nous 
le  verrons  plus  loin. 

Si  dans  l'équation  (7)  on  suppose  que  a=  è  (a  et  è  étant  de  même 
signe).  Alors  la  projection  de  l'intersection  sera  un  cercle,  alors  la 
surface  ^  sera  coupée  par  des  plans  parallèles  au  plan  des  xy  ,  qui  est 
le  plan  tangent ,  suivant  des  cercles  et  le  paraboloide  osculateur 
sera  de  révolution. 

Le  point  d'osculation  sera  alors  un  des  ombilics  de  la  surface  ^, 
résultat  déjà  connu  et  qui  se  trouve  vérifié. 

Si  l'on  avait  une  seconde  surface  ^'  du  second  degré  et  dont  l'é- 
quation serait  : 
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ax^  -j-  èy*  +  iTiz"  +  ii!xz  +  p'yt  -f-  i;  =  o, 

Fou    voit   par    l'équation    (  7  )    que    si     — ;  =  —  =  constante  =  C 

et    si,    en   même   temps,    ^-7  =   —  =  constante  =   C,   toutes   les 

surfaces  telles  que  ^'  et  ^  auront  le  même  paraboloide  oscuiateur 
et  se  couperont  toutes,  suivant  une  même  couibe  plane,  ellipse  ou 
hyperbole  (suivant  que  ces  surfaces  ne  seront  pas  ou  seront  gauches), 
qui  se  projettera  sur  le  plan  tangent  au  point  d'osculation ,  suivant 
une  courbe,  ayant  pour  équation 

ax"  +  by  —  Cx  —  C'y  =  o. 
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NOTE 

Siir  la   Théorie  des  Equations  différentielles 
Par  J.  LIOL ville. 


Désignons  par  x  une  variable  réelle  qui  peut  croître  depuis  x  jus- 
qu'à X;  par  P, ,  Pj,. .  .  P.,  g  des  fonctions  de  x  positives  et  con- 
tinues; par  r  un  paramètre  variable;  et  par  U  une  fonction  de  x 
et  de  r  satisfaisant  à  l'équation  différentielle 

d.P„d.-p„_ d.¥,d.P,V     ,        ,. 

dP +  gr\J  =  o: 

enfin ,  pour  déterminer  les  n  constantes  arbitraires  implicitement 
contenues  dans  U ,  donnons-nous  les  valeurs  des  n  quantités  sui- 
vantes 


P.U, 


dx      >    •  '  ■  •  dx"~' 


pour  x  =  x;  admettons  de  plus  que  ces  valeurs  soient  positives  et 
indépendantes  de  r.  Cela  posé,  la  fonction  U  jouira  de  propriétés 
toutes  semblables  à  celles  de  la  fonction  V  dont  on  s'est  occupé  si 
souvent  dans  les  deux  premiers  volumes  de  ce  journal,  et  qui  se  pré- 
sente en  analyse  lorsqu'on  veut  déterminer  les  lois  du  mouvement  de 
la  chaleur  dans  une  barre  hétérogène.  Mais  la  méthode  par  laquelle  je 
suis  parvenu  à  démontrer  ces  propriétés  pour  la  fonction  U,  qui  sa- 
tisfait à  une  équation  linéaire  d'un  ordre  quelconque  n,  diffère  beau- 
coup de  celle  dont  on  avait  fait  usage  pour  la  fonction  particulière  V 
qui  répond  au  cas  ou  71  =  2  :  elle  diffère  également  de  celle  que  j'ai 

suivie  pour  traiter  l'équation   -j—^-\-r\]^o  qui  est  du  troisième  ordre, 

a  coefficients  constants,  et  à  laquelle  j'ai  été  conduit  dans  mon  Mé- 
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moire  sur  l'intégratiou  de  l'équation ■ -7- = -j-g-  (Voyez  le    aS""   ca- 

liier  du  Journal  de  l'École  Polytechnique).  Non-seulement  tous  les 
théorèmes  que  j'ai  donnés  dans  ce  dernier  Mémoire  peuvent  être  éten- 
dus aux  équations  linéaires  à  coefficients  variables;  mais  on  peut 
encore  en  démontrer  beaucoup  d'autres  qui  n'ont  pas  moins 
d'intérêt. 

Dès  que  l'abondance  des  matières  me  permettra  de  prendre  dans  ce 
Journal  une  place  suffisante,  je  m'empresserai  d'y  publier  le  Mémoire 
dont  je  viens  d'indiquer  les  principaux  résultats  ,  et  qui  n'est  du  reste 
à  mes  yeux  qu'une  petite  partie  d'un  très  long  travail  que  j'ai  entrepris 
sur  la  théorie  générale  des  équations  différentielles  et  sur  le  dévelop- 
pement des  fonctions  en  séries. 

Je  me  suis  occupé  aussi  d'autres  recherches  d'un  genre  très  diffé- 
rent et  qui  ont  pour  objet  l'intégration  des  équations  différentielles 
sous  forme  finie,  eu  admettant  dans  l'expression  de  l'intégrale  des 
fonctions  algébriques,  logarithmiques  et  exponentielles  seulement, 
Par  exemple  étant  donnée  l'équation 

d'y  T» 

dans  laquelle  P  représente  une  fonction  entière  de  x  ,  je  puis  toujours 
décider  par  une  méthode  certaine  s'il  est  possible  ou  non  d'y  satisfaire 
par  une  valeur  de  la  forme  j  ==  f{x),  f{x)  étant  une  fonction  qui 
ne  renferme  qu'un  nombre  limité  de  fois  les  signes  relatifs  aux 
opérations  algébriques ,  exponentielles  et  logarithmiques.  Dans  le  cas 
d'une  réponse  affirmative,  la  même  méthode  fournit  aussi  la  valeur 
de  j. 
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MÉMOIRE 


Sur  les  applications  du  Calcul  des  Chances  à  la  Statistique 
judiciaire  ; 


Par  A.-A.  COURNOT, 

Recteur    de    l'Académie   de  Grenoble. 


1.  Il  est  manifeste  que  les  conditions  de  majorité,  de  pluralité, 
imposées  aux  décisions  d'un  corps  judiciaire  ou  d'une  assemblée  déli- 
bérante, doivent  avoir  des  relations  avec  la  théorie  mathématique  des 
chances.  Un  accusé  qui  ne  connaît  pas  ses  juges,  qui  ignore  leurs  dis- 
positions favorables  ou  défavorables,  qui  n'est  instruit  ni  du  système 
de  procédure  suivi  dans  l'instruction  et  dans  les  débats  ,  ni  de  la  ma- 
nière dont  les  juges  communiquent  entre  eux  et  recueillent  leurs  votes 
ne  regardera  pas  comme  indiflérent  d'être  jugé  par  un  tribunal  de 
trois  juges,  qui  condamne  à  la  pluralité  de  deux  voix,  ou  par  un 
tribunal  de  six  juges,  qui  ne  peut  condamner  qu'à  la  pluralité  de 
quatre  voix.  Il  y  a  donc  dans  le  seul  énoncé  du  nombre  des  votants  et 
du  chiffre  de  pluralité  des  conditions  arithmétiques,  indépendantes 
des  qualités  et  des  dispositions  personnelles  des  juges  :  conditions  qui , 
par  l'influence  constante  qu'elles  exercent  sur  une  série  nombreuse  de 
décisions,  doivent  prévaloir  à  la  longue  sur  les  circonstances  variables 
de  la  composition  du  tribunal  dans  chaque  aft'aire  particulière.  Il  y  a 
par  conséquent  une  question  purement  arithmétique  au  fond  de  toute 
loi  régulatrice  des  votes  d'un  tribunal  :  cette  question  est  essentielle- 
ment du  ressort  de  la  théorie  des  chances;  mais  aussi  le  calcul  doit 
nécessairement  emprunter  certaines  données  à  l'observation,  c'est-à- 
dire  à  la  statistique  judiciaire  qui  résume  et  coordonne  des  faits  assez 
nombreux  pour  que  les  anomalies  du  hasard  soient  sans  influence  sen- 
sible sur  les  résultats  moyens. 

Tome  m.  —  Jn.v  i838.  33 
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Deux  hommes  célèbres  à  des  titres  difTérents ,  Condorcet  et  Laplace, 
se  sont  occupe's  d'appliquer  le  calcul  des  chances  ou  des  probabilités 
aux  jugements  des  tribunaux,  l'un  dans  un  traité  spécial  sur  la  matière, 
l'autre  incidemment  dans  son  grand  ouvrage  sur  la  théorie  des  proba- 
bilités. Mais  aux  époques  où  Condorcet  et  Laplace  écrivaient,  la  sta- 
tistique judiciaire  n'existait  pas  encore.  Pour  tirer  du  calcul  quelques 
résultats  numériques,  ces  auteurs  ont  été  obligés  de  faire  des  hypothèses 
arbitraires,  et  que  l'on  a  avec  raison  contestées.  On  sait  d'ailleurs  que 
dans  toutes  les  branches  des  Mathématiques  appliquées,  où  l'on  ne 
procède  que  par  des  approximations  successives,  le  contrôle  des  faits 
est  indispensable  pour  affermir  les  raisonnements  théoriques,  et  mettre 
sur  la  trace  des  erreurs  qui  échappent  à  l'esprit  le  plus  attentif.  11  en 
doit  être  de  même,  à  plus  forte  raison,  dans  un  sujet  aussi  délicat. 

Un  grand  pays  tel  que  la  France,  régi  par  une  législation  rigou- 
reusement uniforme  et  par  une  administration  centralisée,  se  trouve 
placé  dans  les  circonstances  les  plus  favorables  pour  la  formation 
de  la  statistique  judiciaire.  C'est  aussi  en  France  que  l'administration 
de  la  justice  a  pris,  il  y  a  une  douzaine  d'années,  l'initiative  de  la 
publication  des  Comptes  rendus,  où  l'on  puisera  un  jour  une  foule 
de  documents  précieux  pour  le  perfectionnement  de  la  législation  , 
et  l'étude  de  la  société ,  sous  les  rapports  moraux  et  civils. 

Tout  récemment,  M.  Poisson  a  publié  sous  le  titre  de  Recherches 
sur  la  Probabilité  des  Jugements  en  matière  criminelle  et  en  matière 
civile  ,  un  ouvrage  étendu  où  pour  la  première  fois  ont  été  employées 
les  données  de  la  statistique  officielle.  Cet  ouvrage,  que  le  nom  de 
l'illustre  auteur,  l'importance  et  la  nouveauté  du  sujet  recommandaient 
assez  à  l'attention  publique,  n'a  pas  encore  épuisé  la  question.  Occupé 
moi-même  de  recherches  analogues,  et  honoré,  parsuite  d'une  bienveil- 
lance qui  m'est  singulièrement  précieuse,  de  quelques  communications 
anticipées  sur  le  contenu  de  ce  traité,  j'ai  dû  en  attendre  la  publica- 
tion pour  achever  de  m'éclairer,  et  profiter  des  indications  qu'il  ren- 
ferme. Onjuijera,  en  lisant  le  présent  Mémoire,  de  la  valeur  des  dé- 
veloppements nouveaux  que  j'ai  cru  devoir  ajouter  à  la  partie  théorique 
de  la  question,  et  des  définitions  également  nouvelles  à  l'aide  des- 
quelles il  m'a  semblé  indispensable  de  fixer  le  sens  de  certains  termes 
qui  n'avaient  par  reçu  une  détermination  mathématique. 
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Déjà  familiarisé  par  des  études  antérieures  avec  les  principes  de 
notre  droit  et  de  notre  organisation  judiciaire,  j'ai  examiné  attenti- 
vement les  Comptes  rendus ,  et  par  des  dépouillements  convenables 
j'ai  reconnu  des  faits  curieux  de  pure  statistique  que  les  tableaux  ne 
mettaient  pas  dans  une  suffisante  évidence.  On  trouvera  dans  ce  Mé- 
moire quelques  indications  sur  des  lacunes  que  présentent  les 
Comptes  renc^i^j  déjà  publiés,  et  qu'il  serait  facile  de  combler  dans 
ceux  qui  paraîtront  à  l'avenir. 

M.  Poisson  s'est  principalement  et  presque  exclusivement  occupé  de 
l'application  des  formules  aux  jugements  des  jurys  en  matière  de  grand 
criminel.  Je  fais  voir  que  l'on  peut  renfermer  entre  des  limites  assez 
étroites  les  valeurs  inconnues  des  probabilités  des  jugements  des  tri- 
bunaux de  première  instance  et  d'appel  en  matière  civile.  Mais  j'ai 
principalement  insisté  sur  l'application  des  formules  aux  appels  de 
police  correctionnelle  ,  application  que  l'on  peut  rendre  plus  com- 
plète que  toute  autre,  à  la  faveur  du  système  assez  compliqué  qui 
régit  ces  appels;  et  qui  successivement  envisagée  sous  des  faces  di- 
verses, montre  bien  comment  les  hypothèses  théoriques  doivent  se 
modifier,  pour  s'adapter  de  mieux  ea  mieux  à  la  nature  spéciale  de 
chaque  question. 

2.  Quoiqu'on  ait  toujours  eu  en  vue,  en  traitant  de  la  probabilité 
des  jugements  ,  d'appliquer  cette  théorie  aux  jugements  des  tribunaux 
civils  et  criminels,  il  n'est  pas  hors  de  propos  de  prendre  d'abord  le 
mot  de  jugement  avec  toute  la  latitude  d'acception  qu'il  conserve ,  tant 
dans  la  langue  commune  que  dans  la  langue  philosophique,  et  d'étu- 
dier d'une  manière  tout-à-fait  générale  les  conséquences  qui  résultent 
de  l'association  de  l'idée  de  chance  à  l'idée  de  jugement.  Cette  étude, 
intéressante  en  elle-même,  nous  préparera  à  mieux  comprendre  la 
théorie  .spéciale  des  jugements  des  tiùbunaux. 

Pour  fixer  les  idées  par  un  exemple ,  supposons  qu'un  observateur 
de  la  campagne,  un  homme  dont  l'attention  s'est  toujours  portée  sur 
l'état  du  ciel,  soit  dans  l'habitude  de  pronostiquer,  à  chaque  coucher 
du  soleil,  le  temps  qu'il  fera  le  jour  suivant.  Si  l'on  tenait  registre  de 
ses  pronostics  ou  de  ses  jugements,  et  que,  sur  un  grand  nombre  ?i 
de  ces  jugements  ,  il  y  en  eût  m  que  l'événement  a  vérifiés,  la  frac- 

33.. 


26o  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

tion  —  =  ('  exprimerait  la  pi'obabilité  que  l'événement  vérifiera  uu 

autre  jugement  ou  pronostic  du  même  observateur.  En  d'autres 
termes,  s'il  n'a  ni  gagné  ni  perdu  en  perspicacité,  on  trouverait  en 
continuant  à  tenir  registre  de  ses  pronostics,  que  le  nombre  M  des 
pronostics  vérifiés  par  l'événement  est  au  nombre  total  N  des  pronos- 
tics, sensiblement  dans  le  rapport  de  m  an ,  pourvu  que  les  nombres 
M  et  N  fussent  suffisamment  grands. 

Concevons  maintenant  que  deux  observateurs  A  et  B  fassent  chacun 
de  leur  côté  la  même  observation,  et  que  i»'  soit  pour  l'observateur  B 
l'analogue  du  nombre  v  pour  l'observateur  A.  Si  les  causes  qui  influent 
sur  la  vérité  ou  l'erreur  du  jugement  de  A  étaient  complètement  indé- 
pendantes de  celles  qui  influent  sur  la  vérité  ou  l'erreur  du  jugement 
de  B;  si,  par  exemple,  ces  causes  résidaient  dans  les  dispositions  phy- 
siques et  morales  des  deux  observateurs  dans  l'élat  de  santé  dont  ils 
jouissent,  dans  le  degré  d'attention  qu'ils  apportent,  etc.,  on  aurait 
évidemment  : 

1°.  Pour  la  probabilité  que  les  deux  observateurs  seront  d'accord 
dans  le  jugement  qu'ils  émettront,  soit  qu'ils  devinent  juste ,  soit 
qu'ils  se  trompent  tous  deux , 

pz=çv' -\-{i  —  ^')  (i  —  ^')=  I  — ('^  +  v')-\r2i>v';         (i) 

2'.  Pour  la  probabilité  de  deux  jugements  contradictoires , 

q  z=v(^i  —  i^)-\-  v'{i  —  v)z=.v  +  v'  —  2w'  =1  —  p; 

3°.  Pour  la  probabilité  que  le  pronostic  au  sujet  duquel  les  deux 
observateurs  sont  d'accord  ,  se  vérifiera , 

V  = 


l//  +  (l  —v)  (I  —v')' 


4°.  Pour  la  probabilité  que  le  pronostic  de  A  se  vérifiera,  quand 
le  jugement  de  B  est  contraire , 

V'  =  '^('  —  O 

w(i  —  v)  +  v'{l  —  v)' 

Ces  expressions  doivent  être  entendues  dans  un  sens  objectif  et  ab- 
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solu  :  elles  signifient  que  si  Ton  tenait  effectivement  registre  des  pro- 
nostics des  deux  observateurs  pour  les  comparer  avec  l'événement , 
sur  un  très  grand  nombre  N  d'observations  simultanées,  on  en  trou- 
verait sensiblement 

pN  =  K  +  (i-i')(t-0]N, 

pour  lesquelles  les  deux  observateurs  sont  tombés  d'accord;  dans  ce 
nombre 


vv'  +  (i  —  v){\  —  v) 


qui  ont  été  confirmées  par  l'événement,  et  ainsi  de  suite;  les  v,  v' 
ayant  été  déterminés  par  une  série  d'observations  précédentes ,  ainsi 
qu'on  l'a  expliqué  ci-dessus. 

5.  Dans  l'exemple  que  nous  imaginons ,  la  vérité  ou  l'erreur  de 
chaque  observateur  peuvent  être  soumis  à  un  critérium  infaillible  , 
et  ce  cnïenM/n ,  c'est  l'observation  même  de  l'événement.  Mais  dans 
une  foule  d'autres  cas  un  semblable  critérium  n'existe  pas,  et  même  il 
répugne  à  la  nature  des  choses  qu'il  en  existe  un.  Par  exemple,  quand 
un  médecin  prescrit  un  traitement  à  son  malade,  on  ne  saurait  tirer 
de  l'événement  un  critérium  infaillible  de  la  vérité  ou  de  l'erreur  du 
jugement  du  médecin;  car  il  peut  se  faire  que  le  malade  succombe 
quoique  le  traitement  prescrit  soit  réellement  le  meilleur,  et  au  con- 
traire qu'il  guérisse  malgré  les  vices  du  traitement.  A  supposer  donc 
que  deux  médecins  soient  appelés  en  consultation  ,  ensemble  ou  sépa- 
rément, pour  une  nombreuse  série  de  cas  pathologiques  ,  il  n'y  aura 
aucun  moyen  de  déterminer  directement  les  nombres  v,  v  ,  exprimant, 
pour  chacun  des  deux  médecins,  la  probabilité  d'un  pronostic  ou  juge- 
ment vrai;  mais  le  registre  des  consultations  fera  connaître  combien  de 
fois  les  deux  médecins  ont  été  d'accord  et  combien  de  fois  ils  ont  émis 
des  opinions  contraires.  On  aura  donc,  si  la  série  des  observations  est 
suffisamment  grande ,  une  valeur  sensiblement  exacte  du  nombre/?  qui 
entre  dans  l'équation  (i),  et  par  suite  on  aura  une  équation  de  condi- 
tion entre  les  valeurs  numériques  de  v  et  de  v' ,  valeurs  numériques 
qu'il  est  impossible  d'assigner  par  des  observations  directes. 

On  ne  doit  pas  perdre  de  vue  que  l'existence  de  cette  équation  de 


202  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

condition  repose  sur  l'hjpothèse  que  les  causes  anomales  qui  prédis- 
posent à  la  vérité  ou  à  l'erreur  le  jugement  de  A  sont  indépendantes 
de  celles  qui  prédisposent  à  la  vérité  ou  à  l'erreur  le  jugement  de  B. 
Nous  nous  bornons  d'abord  à  étudier  les  conséquences  de  cette  hypo- 
thèse, tacitement  admise  par  tous  ceux  qui  ont  traité  jusqu'ici  de  la 
probabilité  des  jugements. 

4  Revenons  à  notre  premier  exemple,  pris  dans  les  pronostics 
météorologiques ,  et  supposons  qu'on  tienne  registre  d'une  série  de 
pronostics  faits  par  trois  observateurs  A,  B,  C.  Conservons  aux  lettres 
V,  v'  leur  signification,  et  appelons  f"  l'analogue  de  v  pour  l'observa- 
teur C.  Il  pouiTa  arriver  que  les  trois  observateurs  soient  d'accord, 
que  A  soit  d'un  avis  contraire  à  B  et  à  C ,  que  B  soit  d'un  avis  con- 
traire à  A  et  à  C,  ou  bien  enfin  que  C  soit  opposé  à  A  et  à  B.  En 
appelant  p,  a  ,  b  ,  c  ces  quatre  probabilités,  on  aura 

/j=f  i''o"-f  (  I  — t^Xi  —  v'){  1  —v")~i—[v-\-v'-{-v")-{-w+w"+  i'\'",  . 
a={i—i;yi>"-^v(i—^'Xi—v")=i>(i—v'—v")-\-v'i>",  I 

b={i—vyi^'+i>'(i—i')ii—v")=i>'(i—v  —i>')^w",  p^ 

c={  I  —v")vi>'-{-v"{  I  —vX  I  —v')  r=p"(  I  —i>  —v')+vv' .  ' 

Il  est  évident  à  priori  que  les  fractions  p,  a,  h,  c  doivent  être  liées  par 
l'équation  de  condition 

p  +  a  +  b+c=\, 

équation  qui  se  vérifie  aussi  au  moyen  des  expressions  précédentes. 

Il  suit  de  là  que  si  l'on  déterminait  par  l'observation  directe ,  au 
moyen  d'une  nombreuse  série  d'épreuves,  les  nombres  v ,  v' ,  v",  p ,  a, 
i ,  c,  les  valeurs  de  ces  nombres  devraient  vérifier  les  équations  (2)  ; 
et  si  elles  ne  satisfaisaient  pas  à  ces  équations,  ce  serait  une  preuve  que 
l'hypothèse  admise  sur  l'indépendance  des  causes  d'erreur  pour  cha- 
cun des  observateurs  A  ,  B,  C,  n'est  pas  conforme  à  la  réalité. 

Au  contraire  dans  le  cas  où  il  ny  a  pas  de  critérium  propre  a 
déterminer  directement  les  nombres  v ,  v' ,  v",  ou  peut  déterminer  ces 
nombres  indirectement  au  moyen  des  valeurs  àe  p,  a,  b^c ,  données 
par  l'observation ,  et  de  trois  quelconques  des  équations  (2),  la  qua- 
trième rentrant  dans  les  trois  autres.  A  cause  de  la  symétrie  il  con- 
vient de  choisir  les  trois  dernières  ,  et  si  nous  posons 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  266 

a  -1:=  ce,      ^  -1  =  /3,      c  -  i  =  >, 


ces  équations  deviendront 


zz-  ^  zz-,    1  (    z'z"  =  ^^±^ 


+  y 

y  :=:  zz'   —  zz"  —  z'z",  1  I    zz' 


/S  =  zz"  —  zz'  —  z'z',  >  d'où  l   zz"  =  —  ^^ ,     >     (3) 

a  +/8 


et  par  suite . 


V             2(i3+y)  '        —V           2(«+y)      '              V           2(«+/S)      ' 

2  V  I  —  2  (6  -j-  c)               ' 

2  V*  I   —  2  (a  -i-  c)                ' 

2  V  I    —  2  (a  4-  ^) 

Pour  que  les  valeurs  de  v ,  v' ,  v  soient  réelles,  il  faut  que  les  trois 
quantités 

a  +  è  —  ^,     a  +  c  —-^,     b  +  c  ~  ~  (m) 

soient  toutes  trois  négatives,  ou  que  deux  soient  positives  et  la  troi- 
sième négative.  En  outre,  pour  que  les  valeurs  de  v ,  v\  v"  restent 
renfermées  entre  zéro  et  l'unité  ,  il  faut ,  comme  on  le  démontre  ai- 
sément, que  les  trois  quantités  (m)  soient  chacune  numériquement 
inférieure  à  -j-.  Or,  poxir  que  cette  dernière  condition  soit  satisfaite  ,  il 
faut  et  il  sufTit  que  l'on  ait 

a  +  è<i,       a-|-c<i,       i-|-c<i. 


a64  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

Si  ces  diverses  conditions  ne  sont  pas  satisfaites  par  les  yajfJJi^  de 
a  ,  b ,  c ,  telles  que  l'observation  les  donne ,  ce  sera  une  pfëaw;  que 
l'hypothèse  admise  sur  l'indépendance  des  causes  d'erreur  doit  être 
rejetée. 

Les  valeurs  de  z ,  z,  z",  et  par  suite  celles  de  v ,  v,  v"  sont  doubles, 
en  raison  de  l'ambiguitë  du  signe  radical  ;  mais  ,  à  cause  des  équa- 
tions (5),  il  n'est  pas  permis  de  combiner  indifféremment  ces  valeurs. 
En  effet ,  par  suite  de  la  remarque  faite  précédemment  sur  les  signes 
des  quantités  [m)  ,  il  faut  que  les  trois  produits 

zz,       zz",       z'z",         '  (ri) 

soient  positifs,  ou  que  deux  soient  négatifs  et  le  troisième  positif. 
Supposons-les  tous  les  trois  positifs  :  il  en  résultera  que  les  quantités 
z,  z',  z"  doivent  être  prises  à  la  fois  toutes  trais  positives,  ou  toutes 
trois  négatives  ;  et  si  l'on  faisait  une  autre  hypothèse  sur  les  signes  des 
quantités  {m)  ou  (n),  on  trouverait  qu'à  chacune  d'elles  ne  correspondent 
que  deux  hypothèses  sur  les  signes  des  quantités  z,  z',  z",  ou  deux  sys- 
tèmes de  valeurs  pour  les  inconnues  v,  v' ,  v". 

5.  Cette  analyse  s'applique  naturellement  aux  jugements  des  tri- 
bunaux composés  de  trois  juges,  comme  le  sont  en  France  la  plupart 
des  tribunaux  de  première  instance.  Si  le  greffier  tenait  note  des  votes 
de  chaque  juge,  le  relevé  de  ces  notes  donnerait,  après  l'expédi- 
tion d'un  assez  grand  nombre  d'affaires,  les  valeurs  des  nombres 
a,  b,c ,  avec  toute  la  précision  désirable.  On  pourrait  donc  en  dé- 
duire ,  par  les  formules  précédentes,  les  valeurs  de  Vy  v',  f*  qu'il  serait 
impossible  de  déterminer  directement ,  attendu  que  la  vérité  ou  la 
bonté  du  jugement  d'un  tribunal  ne  peuvent  être  contrôlées  que  par 
un  autre  tribunal,  sujet  lui-même  à  l'erreur,  de  quelques  lumières 
que  l'on  suppose  ses  membres  pourvus. 

Le  calcul  donnerait ,  il  est  vrai ,  deux  systèmes  de  valeurs  pour  les 
nombres  v,  v' ,  v'  :  mais,  dans  la  plupart  des  cas,  l'un  des  deux  sys- 
tèmes serait  à  priori  inadmissible,  ce  qui  lèverait  toute  ambiguïté.  Si, 
par  exemple,  les  trois  quantités  (/«)  étaient  négatives,  les  valeurs  de 
^S  "  >  ^">  seraient  dans  le  premier  système  toutes  plus  grandes,  et  dans 
le  second  toutes  plus  petites  que  j.  Or  il  répugnerait  d'admettre  que 
dans  un  tribunal  de  trois  juges  chaque  juge  rencontre  l'erreur  plus 
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souvent  que  la  vérité  :  ce  serait  prendre  au  sérieux  la  plaisanterie  de 
ce  juge  de  Rabelais  qui  remettait  aux  dés  la  décision  des  procès.  Le 
premier  système  serait  donc  seul  admissible;  et  le  calcul  donnerait 
ainsi,  par  voie  indirecte,  les  valeurs  de  v,  v ,  v',  d'une  manière  aussi 
sûre  que  pourrait  les  donner  l'observation  directe  ,  si  l'on  était  en 
possession  dua  critérium  infaillible  pour  des  jugements  de  cette 
nature. 

Il  faut  bien  lemarquer  que  toutes  ces  conséquences  reposent  sur 
une  bypothèse  dont  nous  aurons  à  discuter  plus  loin  la  légitimité: 
sur  celle  de  l'indépendance  des  causes  qui  prédisposent  à  l'erreur 
chaque  juge  individuellement;  de  sorte  que  les  cas  oix  l'un  des  juges 
se  trompe,  se  combinent  indifféremment  avec  ceux  où  l'autre  juge 
rencontre  la  vérité  ou  l'eiTeur.  Riais  d'abord  la  détermination  des 
valeurs  de  a,  h ,  c  donnerait  souvent  la  preuve  directe  que  cette  hy- 
pothèse est  inadmissible,  en  assignant  à  p,  i»',  v''  des  valeurs  imagi- 
naires, ou  négatives,  ou  plus  grandes  que  l'unité;  et  dans  le  cas  con- 
traire les  valeurs  assignées  à  t%  v' ,  v"  seraient  au  moins  (comme  on 
l'expliquera  plus  loin)  des  limites  au-dessous  desquelles  devraient 
tomber  les  véritables  valeurs  des  fractions  que  ces  lettres  représentent. 

Si  l'on  pouvait  considérer  h  priori\e%  trois  fractions  v,  v  ,  t'"  comme 
égales  entre  elles,  ou  la  chance  d'erreurs  comme  la  même  pour 
chaque  votant,  on  ferait  dans  la  première  équation  (2),  i'=  f'  =  v' , 
et  l'on  en  tirerait 


/'=^-3"  +  3c-%       .  =  i=±:iv/^',        (4) 
ou   simplement 

en  rejetant  la  valeur  de  v  qui  tombe  au-dessous  de  {.  Dans  cette  hy- 
pothèse il  suffirait  donc,  comme  la  remarqué  Laplace,  de  connaître 
le  rapport  du  nombre  des  jugements  rendus  à  l'unanimité  au  nombre 
total  des  jugements,  rapport  que  nous  désignons  par  p.  Ce  rapport, 
dont  la  détermination  n'offrirait  ni  difficulté,  ni  inconvénient  dans 
la  pratique  ,  devrait  surpasser  \;  sans  quoi ,  la  valeur  de  t'  devenant 

Tome  m.  —  Jiix  i838.  3i 
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imaginaire,  oq  serait  averti  de  la  fausseté  de  l'une  au  moins  des  h_y- 
pothèses  adopte'es,  savoir  celle  de  l'inde'pendance  des  causes  d'erreur 
pour  chaque  votant,  et  celle  de  l'égalité  des  chances  d'erreur,  aussi 
pour  chaque  votant. 

Au  reste ,  bien  que  cette  dernière  hypothèse  soit  sans  doute  arbi- 
traire et  inadmissible  en  général,  il  estaiséde  voir  que  l'on  peut  con- 
sidérer la  racine  de  l'équation  (4)  comme  exprimant  sensiblement  la 
moyenne  des  véritables  valeurs  des  trois  quantités  ^',  v',  v',  du  moins 
loi-sque  les  différences  entre  ces  valeurs  ne  sont  pas  fort  grandes  relati- 
vement. Pour  prendre  un  exemple,  supposons  que  les  valeurs  de 
V',  v  ,  v'  tirées  des  trois  dernières  équations  (2)  soient  respectivement 
0,6,  0,7  ,  0,8  ;  auquel  cas  la  moyenne  sera  0,7  ,  et  la  valeur  corres- 
pondante de  p  devra  être  o,36.  En  substituant  cette  valeur  de  p  dans 
léquatlon  (4)  ,  on  en  tirera  i>  =  0,69a  ,  valeur  qui  n'est  inférieure  que 

de  — ?  à  la  moyenne  véritable. 

Il  serait  saus  doute  intéressant  de  connaître  pour  chaque  tribunal 
composé  de  juges  permanents  une  valeur  aussi  approchée  de  la 
moyenne  des  probabilités  de  vérité  et  d'erreur  pour  chaque  juge  ;  et 
dès-lors  on  doit  désirer  que  l'administration  prenne  des  mesures  à 
reflet  de  faire  constater,  pour  chaque  tribunal  de  cette  nature,  le  rap- 
port du  nombre  des  jugements  rendus  à  l'unanimité  pendant  une  pé- 
riode décennale,  au  nombre  total  des  jugements;  bien  entendu  que 
l'on  ferait  une  catégorie  à  part  des  jugements  de  pure  forme  ,  de  ceux 
que  l'on  appelle  convenus,  des  jugements  par  défaut,  et  ainsi  de 
suite. 

6.  La  probabilité  que  le  tribunal  de  trois  juges  prononcera  son 
jugement  à  l'unanimité,  et  qu'il  jugera  bien,  a  pour  valeur 


la  probabilité  que  le  tribunal  jugera  encore  bien,  mais  à  la  simple 
majorité,  est  exprimée  par 

(i   —  v)v'v"  +  (i   —  v')w''  -}-  (t   —  v°)%>s>'. 

En  conséquence,  si  l'on  désigne  par  V  la  probabilité  que  le  tribunal 
jugera  bien,  soit  à  l'unanimité,  soit  à  la  simple  majorité,  on  aura 
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V  =  wV+C'  —i>]v'v"-\-{i — i>'}vi>"+{i — v")vv'  =  f  f'4  vv"-\-  v\-"—o.vv'v".        (5) 

En  d'autres  termes,  le  tribunal  constitue  une  personne  morale,  pour 
laquelle  V  représente  ce  que  désignent  respectivement  les  lettres 
f,  v',  v"  pour  chacun  des  juges  A ,  B  ,  C. 

Il  devrait  toujours  y  avoir  entre  les  nombres  c,  v' ,  v'  de  tels  rap- 
ports que  la  valeur  de  V  ,  donnée  par  l'équation  (5),  fût  supérieure  à 
chacun  de  ces  nombres;  car  si  V,  par  exemple,  était  plus  petit  que  v, 
il  serait  déraisonnable  d'adjoindre  les  juges  B  et  C  au  juge  A ,  cette 
adjonction  n'ayant  pour  efi'et  que  de  diminuer  la  probabilité  d'un  bien 
jugé.  Or,  l'équation  (5)  ,  mise  sous  la  forme 

\    =    V{v'    +    v")    —    {2V    —    1)  V'V", 

nous  montre  que  l'on  aura  nécessairement  V  •<  t' ,  si  Ion  suppose  à 
la  fois 

mais  dans  le  cas  plus  probable  où  les  trois  nombres  i> ,  v' ,  v'  seraient 
chacun  plus  grand  que  \  ,  V  serait  nécessairement  plus  grand  que 
chacun  de  ces  nombres. 

Si  l'on  attribuait  aux  probabilités  des  voix  A,  B,  C  des  valeurs 
égales  entre  elles,  et  égales  à  la  moyenne  des  vraies  valeurs  de  v,  v',  v', 
la  probabilité  du  bien  jugé  n'aurait  plus  la  valeur  donnée  par  l'équa- 
tion (5)  ,  mais  une  autre  valeur 

V.  =  i  (p  +  v^'  +  O'  —  ^  (^  +  "''  +  '-"y- 

Ou  en  déduit  : 

D'après  des  formules  connues  (*),  on  a  toujours 
l'v'v"  <  ^  (f  4-  i''  +  ^y ,    w  ■+■  vv'  +  t'V"  <  t-'  +  i>'*  4-  ^"'  ; 


i^)  Voyez  Cauchy,  Analyse  algébrique,  note  II. 

34.. 
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mais  néanmoins  la  différence  V  —  V,  peut  être  ,  selon  les  cas,  posi- 
tive ou  négative  :  en  posant,  pour  simplifier,  v  =  v',  ou  aura 

V    -    V,   =    2  [^  (t-    -f-    21'7  -    W'^~]  —\{V-  V'Y  , 

expression  qui  peut  se  mettre  sous  la  forme 

V  -  V.  =  ^  (^  -  i-'/  {2^  +  .6/  _  9). 

Lorsque  chacune  des  quantités  v,  v'  dépassera  {,  la  différence 
V  —  V,  sera  positive;  de  sorte  que  l'égale  répartition  entre  les  juges 
de  ce  que  l'on  pourrait  nommer  le  fonds  commun  de  probabilité  ,. 
affaiblirait  dans  ce  cas  pour  le  tribunal  la  probabilité  du  bien  jugé.  En 
prenant  pour  exemple ,  avec  M.  Poisson  (*) , 

^=  |,       -   =  5, 


rait  de  prendre 


93. 

125'       '■   —   27'       '  "  —    33,5" 


on  aura      V  =  -^ ,      V.  =  ^,     V  -V.  =    5^^.    Mais  il  suill- 


pour  rendre  au  contraire  V,  >  V. 

7.  Afin  d'indiquer  au  moins  la  marche  générale  du  calcul,  consi- 
dérons encore  le  cas  où  le  tribunal  serait  formé  de  quatre  juges 
A  ,  B,  C,  D.  Appelons  v ,  v' ,  v",  v'"  leurs  chances  de  bien  juger  ;  ad- 
mettons qu'on  ait  constaté  leurs  votes  dans  une  longue  série  de  juge- 
ments communs;  que  a  désigne  le  rapport  du  nombre  de  cas  où  le 
juge  A  s'est  trouvé  seul  de  son  avis,  au  nombre  total  des  jugements 
compris  dans  la  série  ;  que  b,  c,  <^  désignent  les  rapports  analogues 
pour  les  juges  B,  C,  D.  On  aura  ,  pour  déterminer  les  quatre  incon- 
nues V,  v' ,  v",  v'",  les  quatre  équations 

a  =   (l  —  i^  )  v'v\"'+  K>   {y—v'){i~  v"){i  —  v"'), 

c  =  (,  _  ^>")wV"  +  i/'(i  — O  (i  —  ''')('  —^"')> 

d    =    {l—  i'"')  i'v'v"     -\-v"'{l   -~i')ll  —  i>')  (l    —  i'"). 

(♦)  Recherches  sur  la  Probabilité  des  Jugements,  p.    4°^- 
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En  constatant  les  cas  où  A  et  B  auraient  été  d'un  même  avis  contre 
C  et  D  ,  A  et  C  d'un  même  avis  contre  B  et  D,  A  et  D  d'un  même  avis 
contre  B  et  C,  enfin  les  cas  d'unanimité,  on  formerait  quatre  autres 
équations  d'où  l'on  pourrait  encore  tirer  les  valeurs  de  i>,  v',  i''\  v'"  •  et 
si  ces  valeurs  ne  s'accordaient  pas  avec  celles  qui  sont  déduites  des 
valeurs  de  a,  b,  c ,  d,  ce  serait  une  preuve  qu'on  doit  rejeter  l'iiv- 
pothèse  de  l'indépendance  des  causes  d'erreurs  pour  chaque  juge. 
Si  l'on  pose  daîis  les  équations  précédentes 

2a—   -^^a.,      2b  — -^  —  (i,       2C  —  -^=y,      2f/—   ^=J; 

elles  deviendront  : 

a  =  z'z"  +  z!z"'  4-  z"z"'  —  22'  —  zz"  —  zz'"  —  ^zz'z!'z"' , 
/3  =  Z2"  -h  zz'"  +  z''z"'  —  Z3'  —  s'z"  —  z'z'"—  4zz'z'z"' , 

>  =  zz'    +  zz'"    +  Z'Z'"—ZZ"  —  Z'Z"  —  Z"Z'"-  ^Z7!£'Z 

cr=  zz'  +  z£'  -i-z'z"  —zz"'—z'z"'—z"z"'—4zz'2"z 


'  ^    J 
'l.lll 


a  +  ^='2{z"z'"-zz)-8zz'.z"z'",  \   ^^.^ 


On   eu  déduit 

5.    +    J^  =   2  (  ZZ'—Z"Z'")  —  833'.  2"z"';    j 

d'où 

Szz'  =>4-J^-(a-f.g)±  \/[aH-/3— (>H-^'^]  — 4r^+/3+?+J  ) , 

On  trouverait  de  même 

8z'z"'=a+>  — (^-h J^)r±:  vI^-^j-C  W)]*-4(«+/3+>+cr ) , 
8  zz"'=/3+^-(a+cr)±  V[aH->— (a+^;]— 4(«+/g+>+J), 
8z'z"  =ct+^-{j2-{.y  )ri=  \.'  [/3-f.^_;a+crj]'-4(a+/S+>+J^). 

Chacun  des  produits  zz'^/'z'",  etc.,  a  deux  valeurs,  à  cause  de  l'am- 
biguïté du  signe  radical,  mais  on  ne  peut  satisfaire  aux  équation  (6) 
qu'en  prenant  le  même  radical  avec  le  même   signe  dans  les  exprès- 
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sions  des  deux  produits  où  entre  ce  radical,  ce  qui  ne  donne  que  deux 
systèmes  de  valeurs  pour  chacun  des  groupes  [zz' ,  zz"z"'),  (zs",  z'z'"), 
{zz'",  z'z").  D'ailleurs  ces  valeurs  peuvent  être  positives  ou  négatives. 
On  aura  ensuite 


==tv/^'=±v/^--=±v/^ 


et  les  autres  inconnues  z',  2",  z'"   s'exprimeront  d'une  manière  ana- 
logue. 

Désignons,  comme  plus  haut,  par  la  lettre  p  le  rapport  du  nombre 
des  jugements  unanimes  au  nombre  total  des  jugements,  il  viendra  : 

p  =  wW"  -f-  (i  _  t.)  (i  _  i-')  (i  _  t-")  (i  _  v'"). 

Si  Ton  suppose  c  ==  v»'  =  v'  =  v'",  cette  équation  deviendra  plus  sim- 
plement 

p  =  p*  4-  (i  —  vy, 

d'où  l'on  lire 

V  ^  \±[  \/-3+V2(p+0.  (7) 

Pour  que  la  valeur  de  v  soit  réelle,  il  faut  qu'on  ait  />  >  ô- 

Afin  de  comparer  la  valeur  de  v  ainsi  déterminée  à  la  moyenne 
des  vraies  valeurs  de  v,  v,  v',  prenons  pour  exemple  vz=ofi; 
i>'=o,7;  <'''=o,7;  ('"'=0,8;  auquel  cas  la  moyenne  arithmétique 
sera  0,7,  et  la  valeur  correspondante  de/?,  0,2424-  Cette  valeur  de  p 
étant  substituée  dans  l'équation  (7),  il  viendra  t»  =  0,695,  valeur  in- 
férieure de  o,  oo5  à  celle  de  la  moyenne  véritable. 

8.  Afin  d'éviter  le  partage  égal  des  voix  et  la  nécessité  d'attribuer  à 
l'un  des  juges  une  voix  prépondérante,  ou  d'appeler  d'autres  juges 
pour  vider  le  partage,  les  tribunaux  proprement  dits  sont  ordinaire- 
ment composés  d'un  nombre  impair  de  juges.  Si  l'on  désigne  par  V„ 
la  probabilité  du  bien  jugé ,  quand  le  tribunal  est  composé  de  2ct  -j- 1 
juges,  pour  chacun  desquels  la  chance  de  ne  se  pas  tromper  est  la 
même,  et  égale  à  i^,  on  aura,  en  posant  pour  abréger  i  — i>=e,  et 
indiquant  par  <p{p  ,  q)  le  coefRcient  du  terme  v''~ie^  dans  le  dévelop- 
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27» 


pemeut  de  Çv  -\-  ey , 

V„=i'"'-^'+(p(2m+i,i)i''"e+?(2m+i,2>'°'-'e^+.  ..] 

Ou  trouverait  de  même 

Pour  comparer  plus  facilement  les  valeurs  de  V„  et  de  V„,^,,  on 
multiplie  la  première  par  (t'-|-e)":=x  ,  ce  qui  n'en  change  pas  la  va- 
leur et  ce  qui  donne 


+  ■>■ 

+  ' 

t-^-^+'e'  ..+  ,p(m  + 1,771—1) 

-|-2Ç(2?M+I,7?2-2) 

-f-  (p(2m+i,m-3) 

-)-2^(2m+i,m — i) 
+  p(?.m-f-i,m— 2) 

t,m+ 

-f  2^(2^2  4-1,'") 

-f-  (f(2r72-f-i,m— 

+  <P(2n2-f-I,m)t''" 

) 

Maintenant  on  remarque  que 

(f>{2m-\-  i,  i) -\- 2(p{2m -i-  1,  i —  i)  +(p(27K+  1,  <  —  2) 
est  le  coefficient  de  i)""-^^—'e'  dans  le  développement  de 

(^  +  e)-^'(r  +  e)% 
de  sorte  que  l'on  doit  avoir  identiquement 

(P(2??î+1,  /)  +  2(p(2OT-f-I,  i 1)  +  tp(27n+I  ,  i—2)  =  (p(2;rt-f-5,    i). 

Au  moyen  de  cette  relation,  on  trouve 
V„,=t'"°-*-^4-(p(2m-l-5,  i)v'"'-^'e  +  (p(2m-{-  5,  2)  i>"'-^'e'... 

+<p(277i+ 1 ,  m)  ('"■^  '  e""^  % 
et  en  comparant  avec  la  valeur  de  \m-\-i ,  donnée  ci-dessus , 
Vm+, — V„  =  (p(2?M+i,  m+i)(''"'*'*e°"^' — <p(27;i-J-i,//2)p"-*-'e«'-*-=, 
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Mais  on  a  identiquement 

©  (2TO  -|-  I ,  ;«  +  i)  =  <?  (am  +  i  ,  m)  ; 
donc 

V„^.,— V„  =  0  (2?«  +  I  ,  ?«).«'"'+ 'e""-^'  (p  —  e);  (9) 

ou 

17          (2m4-i)2  w(2m— 1).  ..(m+2)  ,.  »„,,,  > 

^..  -V.=  .., ^m+,^ i-^  il~^r^'{2i>-i). 

Ainsi  Tou  aura 

V„+  1  (  ^  ^'^'"  »     selon  que     ^  {^  ^• 
La  diflërence  ^m+, — Vm  s'évanouira  pour  les  trois  valeurs  f  =  o, 
i>=  -,  v:=  i  ;  la  valeur  numérique  de  cette  différence  passera  par 

deux  maximums,  l'un  pour  une  valeur  de  v  comprise  entre  -  et  i  , 

l'autre  pour  une  valeur  de  i'  comprise  entre  un  zéro  et  -. 
On  tire  encore  de  l'équation  (g)  : 

V„=c+(i^-c)[t'e+(p(3,i)f'e*+(p(5;2)f'e^+...+<p:^2m — i,  m — i^p^e""]. 

Celte  formule  élégante  a  été  donnée  par  Condorcet.  D'ailleurs 
l'hypothèse  sur  laquelle  elle  repose  est  inadmissible  en  général,  et  elle 
donnerait  pour  Y„  une  valeur  inexacte ,  à  supposer  que  l'on  prit  pour 
v>  une  moyenne  arithmétique  entre  les  valeurs  de  v  pour  chaque  juge, 
et  qu'on  eût  un  moyen  de  déterminer  numériquement  cette  moyenne. 

n.  Il  faut  pourtant  remarquer  que  cette  formule,  et  toutes  celles 
où  l'on  suppose  les  chances  d'erreur  des  votants  égales  entre  elles,  de- 
viendraient susceptibles  d'application ,  si  le  conseil  ou  le  tribunal 
n'était  plus  composé  déjuges  permanents,  mais  de  juges  prisau  hasard 
sur  une  liste  nombreuse.  La  lettre  i>  désignerait  dans  ces  formules  la 
moyenne  entre  les  véritables  valeurs  de  v  pour  chacune  des  personnes 
comprises  sur  la  liste.  C'est-à-dire  que  si  la  liste  comprenait  m^  per- 
sonnes pour  lesquelles  v  a  la  valeur  f , ,  m'  pour  lesquelles  t'  a  la 
valeur  v^,  etc.,  la  lettre  ^' ,  dans  les  formules  dont  il  s'agit,  expri- 
nierait  la  moyenne 

W2,t',-|- 7n,t', -f  msi'3-l-. . .  ,  , 

■ -. '  (o) 

m,-f-mj-}-7W3-j- ^  ' 
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En  effet  l'on  peut  concevoir  que  le  premier  juge  désigné  par  ie  sort 
dépose  son  suffrage  dans  une  urne  A,  le  second  dans  une  urne  B,  et 
ainsi  de  suite.  Les  urnes  A,  B,  C,..  .  sont  substituées  ainsi  aux  juges 
A,  B,  C  , .  . .  du  tribunal  permanent.  Mais  alors  la  fraction  (o)  exprime 
évidemment  la  probabilité  de  la  bonté  du  suffrage  déposé  dans  l'urne 
A,  et  elle  exprime  encore  la  probabilité  de  la  bonté  du  suffrage  dé- 
posé dans  chacune  des  urnes  B  ,  C ,....,  si  le  nombre  des  personnes 
comprises  sur  la  liste  de  tirage  est  assez  considérable  pour  que  le 
retranchement  des  personnes  déjà  désignées  par  le  sort  n'altère  pas 
sensiblement  la  valeur  de  la  moyenne  v. 

Pour  déterminer  en  pareil  cas  la  valeur  de  v ,  le  procédé  le  plus 
simple  serait  de  déterminer  par  l'expérience  le  rapport  du  nombre  des 
jugements  rendus  à  la  simple  majorité,  au  nombre  total  des  juge- 
ments. Car,  en  désignant  par  q  ce  rapport,  et  par  2Wi-|-  i  le  nombre 
des  juges,  on  aura 
(/  =  (p  {im  +  I ,   m.-\-  \)  f '""^'  e"  +   cp {p.m  +  i ,  m)  ^^^e"-*-" 

=  <p(2W-f-  I,   m)v"{\ — •  vY'y 

d'où  l'on  tire 


=  i.*\/i-v/. 


(p  (2m  4-  I ,  m) 

En  conséquence ,  pour  que  les  valeurs  de  v  soient  réelles ,  il  faut  qu'on 
ait 

q  >  (p(2TO+  1  ,  m).^. 

Si  le  tribunal  était  composé  d'un  nombre  pair  de  votants,  désigné 
par  2fra,  on  trouverait  de  même,  en  appelant  (7  le  rapport  du  nombre 
des  cas  de  partage  au  nombre  total  des  délibérées , 


=;Vi-v 


Ip  (2771 ,   771)  * 


Enfin ,  si  l'on  connaissait  la  probabilité  V„  du  bien  jugé  d'un  tribu- 
nal formé  de  2TO-f-i  votants,  on  déterminerait  la  valeur  de  v,  en 
résolvant  par  rapport  à  v  l'équation  (8),  du  degré  2?«+  i  ,  après  qu'on 
y  aurait  substitué  pour  e  sa  valeur  i  — v. 

TomelU.  —  Juin  i838.  35 
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lO.  La  probabilité  du  bien  jugé,  quand  on  sait  que  le  jugement 
a  été  rendu  à  la  majorité  simple,  par  un  tribunal  formé  de  2ni  +  i 
juges,  a  pour  valeur 

p(2Wl-4- I  ,  77I-f-l)v''""'"'e'"  V 


ip(2m  +  I ,  m  -f-  i)i''"'^'e"'-f-(p(2m-j-  i  ,  m)v'"e" 


C'est-à-dire  que,  dans  un  très  grand  nombre  de  jugements  rendus  à 
la  majorité  simple,  le  rapport  du  nombre  des  bien  jugés  au  nombre 
des  mal  jugés  sera  sensiblement  le  même  que  le  rapport  du  nombre 
des  jugements  vrais  au  nombi-e  des  jugements  erronnés  pour  chaque 
juge  en  particulier. 

En  général,  la  probabilité  du  bien  jugé,  quand  on  sait  que  le 
jugement  a  été  rendu  à  la  pluralité  de  m+i  voix  contre  ?ra — i+i, 
a  pour   valeur 


Elle  est  par  conséquent  la  même  que  si  le  jugement  avait  été  rendu 
à  l'unanimité  par  un  tribunal  composé  seulement  de  3i-\-i  juges, 
pour  chacun  desquels  la  chance  du  bien  jugé  aurait  été  égale  à  v.  En 
d'autres  termes,  la  probabilité  du  bien  jugé  ne  dépendra  pas  du 
nombre  absolu  des  suffrages ,  mais  de  la  différence  entre  les  suffrages 
afîirmatifs  et  les  suffrages  négatifs. 

En  conséquence,  imaginons  deux  tribunaux,  l'un  de  2m -f-  i  juges, 
l'autre  de  2m,  -\-  i ,  m,  étant  supposé  ">  m  ,  et  la  probabilité  du  juge- 
ment individuel  f  étant  la  même  pour  les  deux  tribunaux.  Quand 
l'un  et  l'autre  auront  jugé  un  très  grand  nombre  N  d'affaires,  si  l'on 
fait  une  catégorie  à  part  des  ]N'  affaires  jugées  à  la  pluralité  de  21—-  i 
voix  par  le  premier  tribunal,  et  une  autre  des  N,'  aÔ'aires  jugées  à  la 
même  pluralité  par  le  second  tribunal ,  le  nombre  N,'  sera  en  général 
plus  petit  que  le  nombre  N'  ;  mais  le  rapport  du  nombre  des  bien 
jugés  au  nombre  des  mal  jugés  sera  sensiblement  le  même  dans  l'une 
et  dans  l'autre  série. 

11.  Si  les  mêmes  affaires,  en  grand  nombre,  étaient  soumises 
successivement  à  la  décision  de  plusieurs  tribunaux ,  on  pourrait  cal- 
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culer  la  probabilité  du  bien  jugé  pour  chaque  tribunal,  de  même  que 
l'on  calcule,  par  les  formules  données  dans  les  articles  précédents,  la 
probabilité  du  bien  jugé  pour  les  différents  juges  dont  un  tribunal  se 
compose,  quand  on  a  tenu  note  de  la  concordance  ou  de  la  discordance 
des  voix  dans  une  longue  série  d'affaires.  Il  semble  donc  que  l'institu- 
tion de  Vappel  et  la  publicité  de  la  statistique  judiciaire  dans  un  pays 
tel  que  la  France  doivent  conduire  à  la  détermination  de  ces  quantités 
désignées  plus  haut  par  V,  d'où  l'on  tirerait  ensuite,  comme  il  a  été 
dit,  la  valeur  moyenne  de  v.  Mais  il  y  a  à  cet  égard  plusieurs  remar- 
ques essentielles  à  faire. 

En  premier  lieu  les  procès  ,  et  surtout  les  procès  civils  ,  présentent 
souvent  à  juger  des  questions  complexes,  et  se  transforment  dans  les 
différentes  phases  de  la  procédure.  Le  point  de  fait  ou  de  droit  soumis 
aux  juges  d'appel  peut  différer  notablement  du  point  jugé  en  pre- 
mière instance;  et  l'appelant  peut  gagner  sa  cause,  sans  que  le  juge- 
ment d'appel  soit  à  proprement  parler  une  infirmation  de  celui  de 
première  instance.  Il  en  est  autrement  à  l'égard  des  pourvois  en  cassa- 
tion ,  attendu  que  le  demandeur  ne  peut  faire  valoir  que  des  moyens 
de  droit  tirés  de  la  substance  même  de  l'arrêt  attaqué;  mais  d'un  autre 
côté  ,  si  la  cassation  d'un  arrêt  indique  que  la  cour  d'appel  a  mal  jugé 
(ou  du  moins  a  jugé  contrairement  à  la  doctrine  de  la  cour  de  cassation) 
dans  un  des  points  de  la  question  complexe  qui  lui  était  soumise , 
le  l'ejet  du  pourvoi ,  comme  le  savent  toutes  les  personnes  à  qui  les 
éléments  de  notre  droit  français  ne  sont  poiiit  étrangers ,  n'indique 
pas  que  la  cour  d'appel  ait  bien  jugé,  ni  que  le  fond  de  son  arrêt  soit 
approuvé  par  la  cour  de  cassation. 

Si  l'on  veut  écarter  cette  première  considération,  dont  en  tout  cas 
ni  la  statistique  judiciaire ,  ni  l'analyse  combinatoire  ne  peuvent  tenir 
compte,  il  faudra  observer  que  l'appel  ne  saisit  les  juges  du  second  res- 
sort que  de  la  minorité  des  affaires  jugées  en  premier  ressort.  La 
méthode  dont  il  s'agit  ici  ne  pourra  donc  en  aucun  cas  déterminer 
la  quantité  V  pour  les  tribunaux  du  premier  ressort  que  par  rapport 
à  la  catégorie  d'affaires  dont  il  y  a  appel.  A  la  vérité,  si  le  pur  caprice 
des  plaideurs  déterminait  l'appel ,  la  quantité  V  serait  la  même  pour 
les  procès  dont  on  appelle  et  pour  ceux  dont  on  n'appelle  pas.  Il  en 
serait  de  même,  si,  pour  déterminer  l'appel  ou  l'acquiescement,  il  n'y 

35.. 
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avait,  outre  le  caprice  des  plaideurs  ,  que  le  degré  d'importance  pécu- 
niaire du  procès;  car  il  est  naturel  de  croire  que  les  procès  d'une 
faible  importance  pécuniaire  présentent  l'un  dans  l'autre  autant  de 
difficultés  à  résoudre  que  ceux  dont  l'importance  est  grande,  et  que 
des  magistrats  consciencieux  apportent  le  même  soin  à  les  résoudre 
selon  les  principes  de  l'équité  et  du  droit.  Mais  on  doit  admettre  en- 
core que  le  plaideur  vaincu  acquiesce  souvent  par  le  sentiment  qu'il 
a  de  la  faiblesse  de  sa  cause  ;  de  sorte  qu'il  se  trouve  notablement 
plus  de  procès  bien  jugés  en  premier  ressort  parmi  ceux  auxquels  on 
acquiesce,  que  parmi  ceux  qui  sont  déférés,  aux  juges  du  second 
ressort. 

Le  personnel  des  tribunaux  se  renouvelle  avec  le  temps;  la  légis- 
lation varie;  la  jurisprudence  s'affermit  sur  certains  points,  et  l'on 
voit  surgir  de  nouvelles  questions  controversées  ;  les  quantités  Y  et  t» 
doivent  donc  varier  avec  le  temps.  Pour  n'embrasser  qu'une  période 
oii  ces  quantités  restent  sensiblement  invariables ,  et  pour  avoir  néan- 
moins à  sa  disposition  un  nombre  suffisant  de  décisions,  il  ne  faut  pas 
se  restreindre  à  un  petit  nombre  de  tribunaux  de  première  instance  ou 
d'appel.  Il  faut,  par  exemple,  employer  les  chiffres  que  l'administra- 
tion publie  annuellement ,  et  qui  se  rapportent  à  la  France  entière. 
Cela  revient  à  supposer  qu'il  n'y  a  en  France  qu'un  siège  de  première 
instance  et  un  siège  d'appel ,  où  sont  appelés  à  siéger  chaque  ti-ibunal 
de  première  instance  et  chaque  tribunal  d'appel,  de  manière  que  la 
chance  pour  un  plaideur  de  tomber  sur  une  cour  d'appel  déter- 
minée, soit  égale  au  nombre  des  appels  plaides  annuellement  devant 
cette  cour ,  divisé  par  le  nombre  annuel  des  appels  pour  toute  la 
France.  Si  le  tribunal  (i),  dont  la  chance  de  bien  juger  est  V,,  juge 
annuellement  m^  procès  dont  il  y  a  appel,  la  quantité  V  qu'on  dé- 
terminera pour  le  siège  fictif  de  première  instance,  tel  que  nous 
venons  de  le  définir  ,  sera  égale  à 

m,V,  -\-  m^y,  -f-  msVs  -+-  etc. 
m,  -|-  m,  -f-  THs  -{-  etc. 

Pour  le  siège  fictif  d'appel  on  aura  de  même 

Yi  m',V,  4-  "l'iV,  -f-  m'sV'i  -j-  etc. 

~  '  m'  7»  ,   )-  «■   3    -f-  etc.  ' 
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les  nombres  V,' ,  V,' ,.  .  .m',  ,  m[ ,..  .  relatifs  à  chaque  cour  d'appel, 
étant  suffisamment  définis  d'après  ce  qui  précède. 

12.  Sous  l'empire  de  la  loi  du  16  août  1790,  les  tribunaux  de  dis- 
tricts étaient  réciproquement  juges  d'appel  les  uns  des  autres  ;  la  cons- 
titution de  l'an  III  avait  maintenu  le  même  système,  en  réduisant 
seulement  le  nombre  des  tribunaux  à  un  par  département.  A  la  faveur 
d'une  telle  organisation  judiciaire,  les  quantités  V,  V  devenaient 
égales  entre  elles  ,  et  en  appelant  q  le  rapport  du  nombre  des  arrêts 
infirmés  au  nombre  des  arrêts  attaqués  ,  on  aurait  eu 


q  =  2\  • —  2V*,     ou     V  =  -  d=  i/j 


4        2 

Rien  ne  serait  donc  plus  facile  que  la  détermination  de  la  moyenne  V 
pour  cette  époque,  si  la  statistique  judiciaire  avait  pu  être  dressée  dans 
ces  temps  de  troubles  civils,  qui  devaient  d'ailleurs  apporter  de 
notables  perturbations,  même  dans  le  cours  de  la  justice  ordinaire. 

Un  système  plus  compliqué ,  mais  jusqu'à  un  certain  point  ana- 
logue, règne  encore  en  France,  au  sujet  de  l'appel  des  jugements  de 
police  correctionnelle.  Dans  les  départements  où  ne  siège  pas  de  cour 
royale,  les  jugements  de  cette  espèce  rendus  en  premier  ressort  par  les 
tribunaux  d'arrondissement,  sont  déférés  en  appel  au  tribunal  du 
chef-lieu  du  département  où  cinq  juges  doivent  siéger  pour  vider 
l'appel  (*). 

Les  jugements  rendus  en  premier  ressort  par  le  tribunal  du  chef- 
lieu  où  ne  siègent  alors  communément  que  trois  juges,  sont  déférés, 
selon  les  distances,  soit  au  tribunal  d'un  chef-lieu  voisin,  soit  à  la 
cour  royale ,  qui  reçoit  d'ailleurs  indistinctement  les  appels  de  tous 
les  tribunaux  de  police  correctionnelle  compris  dans  le  département  où 
elle  siège  (**). 


(*)  Pour  quelques  départements  les  chefs-lieux  judiciaires  ne  sont  pas  les 
mêmes  que  les  chefs- lieux  administratifs  ;  mais  cela  ne  change  rien  au  système. 

(**)  D'après  le  tableau  officiel  annexé  au  décret  du  i8  août  1810 ,  et  dressé  en 
exécution  de  l'article  200  du  Code  d'Instruction  criminelle,  il  n'y  a  que  huit 
tribunaux  de  chefs-lieux ,  sur  86  ,  dont  les  appels  ressorteut  à  un  tribunal  chef- 
lieu  de  département  voisin ,  au  lieu  de  ressortir  à  la  cour  royale ,  selon  la  règle  la 
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Appelons  V  la  probabilité  du  bien  jugé  par  les  tribunaux  d'arron- 
dissement formés  de  trois  juges,  V  la  même  probabilité  pour  les  tri- 
bunaux de  chefs  lieux  où  cinq  juges  prononcent  sur  l'appel,  \"  la 
même  probabilité  pour  les  cours  royales.  Appelons  encore  q  le  rap- 
port du  nombre  des  jugements  infirmés  au  nombre  des  jugements 
déférés  des  tribunaux  d'arrondissement  aux  tribunaux  de  chefs-lieux  ; 
q'  le  même  rapport  pour  les  jugements  déférés  aux  cours  royales.  On 
aura  d'abord 

^  =  V  +  V  —  aVV.  (10) 

Mais,  d'après  nos  institutions  et  nos  mœurs  ,  on  ne  peut  guère  ad- 
mettre que  la  valeur  moyenne  de  v  soit  autre  pour  les  juges  appelés 
à  siéger  dans  les  tribunaux  des  chefs  lieux  de  départements  (*)  , 
qu'elle  ne  l'est  pour  les  juges  des  tribunaux  d'arrondissement.  Leur 
autorité  en  matière  civile  est  généralement  réputée  la  même;  et  l'er- 
reur de  cette  hypothèse,  en  admettant  qu'il  y  ait  erreur,  doit  tomber 
entre  les  limites  de  celles  qui  résultent  de  l'imperfection  des  données, 
ou  d'autres  circonstances  dont  l'analyse  est  obligée  de  faire  abstrac- 
tion. Cela  posé  ,  on  aura 

V  =  v^  +  5t^(.  —v)-\-  10^5  (i  —  (')%  j      ^    ' 

et  par  conséquent  trois  équations  pour  déterminer  t' ,  V  et  V. 

Si  l'on  admet  en  outre  que  la  probabilité  du  bien  jugé,  pour  les 
tribunaux  correctionnels  de  trois  juges  est  la  même  ,  relativement  à  ia 
série  des  causes  portées  en  appel  devant  les  tribunaux  de  chefs-lieux  , 
et  relativement  à  la  série  des  causes  que  l'appel  défère  aux  cours 
royales ,  on   aura 

9'  =  V  +  V"  —  2VV",  (12) 

ce  qui  déterminera  V". 


plus  générale.  Ce  sont  les  tribunaux  de  Périgueux ,  Perpignan  ,  Tours  ,  Chartres, 
Auxerre  ,  Saintes  ,  Bourbon-Vendée  et  Quimper. 

(*)  On  doit  remarquer  qu'il  ne  s'agit  point  des  cbefs-lieux  de  départements, 
qui  sont  en  uièoie  temps  des  résidences  de  cours  royales. 
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Cette  seconde  hypothèse  admise,  il  serait  facile  de  s'affranchir  de  la 
première,  à  l'aide  de  documents  que  la  statistique  judiciaire  pourrait 
et  devrait  fournir.  Il  suffirait  de  distinguer ,  parmi  les  jugements  de 
police  correctionnelle  déférés  aux  cours  royales ,  ceux  qui  ont  été 
rendus  par  les  tribunaux  d'arrondissement ,  d'avec  ceux  qui  émanent 
de  tribunaux  de  chefs-lieux.  Appelons  q'  et  q"  les  valeurs  de  q'  rela- 
tives à  Tune  et  à  l'autre  de  ces  séries  ;  il  viendra  d'abord  : 

9"  =  V  4-  V"  —  2VV".  (i5) 

Désignons  par  v  la  chance  moyenne  du  bien  jugé  pour  le  juge  du 
tribunal  de  chef-lieu;  par  V  et  V,  la  probabilité  du  bien  jugé  de 
ce  tribunal ,  selon  qu'il  juge  en  appel  ou  en  premier  ressort,  le  nombre 
des  juges  étant  de  cinq  dans  le  premier  cas  et  de  trois  dans  le  second, 
on  aura 

V  =  p'5  4-  5v^(i  —  i>'}  +  lot^'H'  —  ^'Y,  \      (  ,N 
V;=  v"  -h  5i>"{i  —  v'),  )      ^'^^ 

et  ensuite 

q'"=  v:  +  V"—  2v:v'.  (i5) 

Les  équations  (10),  (1 3)  ,  (14)  et  (i  5)  seront  suffisantes  pour  déter- 
miner V,  V,  v;,  V"  et  v'. 

Mais  nous  verrons ,  par  un  examen  attentif  des  documents  statis- 
tiques ,  qu'en  fait  la  seconde  hypothèse  n'est  pas  rigoureusement  ad- 
missible, tandis  que  rien  ne  milite  contre  la  vraisemblance  de  la 
première. 

i5.  Les  Comptes  rendus  de  l'administration  de  la  justice  criminelle 
en  France  nous  apprennent  que  dans  les  dix  années  écoulées  de  1826 
à  i835  inclusivement ,  il  a  été  statué  en  appel  de  police  correctionnelle 
sur  le  sort  de  78208  prévenus.  On  a,  pour  chaque  année  de  cette  pé- 
riode décennale,  un  tableau  présentant  les  résultats  des  appels  portés 
devant  chaque  cour  royale  et  devant  chaque  tribunal  de  chef-lieu , 
de  sorte  qu'il  est  facile  d'en  déduire  les  valeurs  des  rapports  q ,  q'  ■ 
Mais  les  tableaux  ne  distinguent  point,  parmi  les  appels  portés  devant 
les  cours  royales,  ceux  qui  correspondent  à  des  jugements  rendus  en 
premier  ressort  par  des  tribunaux  d'arrondissement ,  d'avec  ceux  qui 
correspondent  à  des  jugements  rendus,  aussi  en  premier  ressort,  par 
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des  tribunaux  de  chefs-lieux.  C'est  une  lacune  facile  à  combler,  et  que 
l'on  doit  désirer  de  voir  combler  pour  l'avenir. 

Nous  avons  extrait  des  tableaux  donnés  par  les  comptes  rendus  , 
le  tableau  suivant,  où  se  trouvent  tous  les  éléments  de  la  solution  nu- 
mérique des  questions  que  nous  nous  proposons  de  traiter  dans  ce 
Mémoire. 

TABLEAU  (A). 

Appels  des  tribunaux  de  police  correctionnelle. 


Appels  portés  (devant  ïes 
tribunaux  de  chefs-lieux 
de  départements 


Appelsportés devant  les 
cours  royales. 


jVombre  des  prévenus  à  Tégard  desquels  ont  été  rendus  des  arrêts 
ou  jugements 


qui  confirment  des 

jugemonto 


1826 
1827 
1828 
1829 

i83o 
i83i 
i832 
i833 
1834 
i835 

VTotai^x. 

1826 
1827 
1828 
182g 
i83o 
i83i 
i832 
i833 
1834 
i835 

l  TOTACX. 


558 
760 
683 
798 
885 
378 
657 
488 
537 
591 


6335 


694 
782 
819 
754 
570 
575 

7'4 
556 


694» 


9»4 
1069 
io5i 
I  i5o 
998 
9S7 
1228 

1 176 

1 177 

l327 


■47 


1679 
i585 
18.6 
1802 
i6o3 
'747 

•9>7 
2095 
2240 

2532 

19036 


qui  émendent  ou  modifient  en 


408 

533 
478 

798 
281 
358 
408 

442 
445 
542 


4693 


4'9 
492 
438 
5o2 
433 
254 
5o8 
5i6 
569 
701 

4832 


de 


'la  la 

peine.  peine 


3ii 
382 
395 
332 
333 
270 
3ii 
298 
299 
299 


323o 


456 
475 
529 

484 

425 

496 
578 
425 
459 
489 

48i6 


293 

272 
3ii 
366 

257 

»4' 

2l5 

t78 
220 

2l4 


333 

275 

3o2 
329 

i85 
190 
3oi 
332 
281 
36 1 

2889 


383 

408 

379 
433 
35r 
450 
5o6 
436 
366 
425 


2473   4137 


620 
639 
7,3 

639 
83 1 
878 

907 
874 
801 

7679" 
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Il  est  bon  de  faire  dès  à  présent  les  remarques  suivantes  : 
1°.  Le  nombre  des  prévenus  qui  subissent  les  deux  degrés  de  juridic- 
tion, est  très  petit  en  comparaison  du  nombre  total  des  prévenus 
traduits  en  police  correctionnelle.  Dans  notre  période  décennale,  le 
nombre  total  des  prévenus  a  été  igoôiGg,  ce  qui  ne  donne  qu'envi- 
ron 4  prévenus  sur  100,  appelés  à  subir  les  deux  degrés  de  juridic- 
tion. Ce  fait  lient  à  la  fois  au  peu  de  gravité  de  la  plupart  des  délits 
et  des  peines,  et  au  peu  de  chances  que  la  plupart  des  prévenus  ont 
d'être  acquittés,  soit  en  premier  ressort ,  soit  en  appel.  En  effet  la  plu- 
part des  prévenus  sont  poursuivis  pour  des  délits  forestiers,  ou  autres 
analogues,  à  la  suite  de  procès- verbaux  dressés  par  des  agents  dont  le 
témoignage  écrit  fait  foi  jusqu'à  inscription  de  faux  ,  et  la  voie  de  l'ins- 
cription de  faux,  n'est  suivie  que  dans  des  cas  fort  rares.  Aussi  le 
nombre  des  prévenus  acquittés  en  premier  ressort ,  pendant  la  période 
décennale,  n'a-t-il  été  que  de  2753G1 ,  environ  0,1 43  du  nombre  total 
des  prévenus. 

2°.  Les  27  cours  royales  ont  statué  en  appel  sur  le  sort  de  46195 
prévenus,  tandis  que  5g  tribunaux  de  chefs-lieux  n'en  ont  eu  à  juger 
que  520i5  :  aussi  les  cours  royales  ont-elles  une  chambre  spéciale- 
ment affectée  à  cette  branche  du  service;  et  l'on  peut  supposer  que 
des  magistrats ,  constamment  occupés  d'affaires  du  même  genre ,  dans 
le  cours  d'une  année  judiciaire,  prennent  l'habitude  d'une  plus  grande 
célérité  de  décision. 

5°.  Le  rapport  entx'e  le  nombre  des  prévenus  jugés  en  premier  res- 
sort et  celui  des  prévenus  appelants  ou  intimés ,  varie  selon  que  l'appel 
doit  être  porté  devant  une  cour  royale  ou  devant  un  tribunal  de  chef- 
lieu.  Cela  résulte  d'un  dépouillement  que  la  longueur  du  travail  nous 
a  empêché  de  faire  pour  toutes  les  années  de  la  période ,  mais  qu'il 
suffit  d'avoir  fait  pour  les  deux  années  i854  et  i855,  et  dont  les 
Comptes  rendus  donnent  tous  les  éléments.  Le  rapport  dont  il  s'agit 
a  eu  pour  valeur  : 

en  1834  en  i835 

A  l'égard  des  tribunaux  qui  rassortent  en  appel 
aux  cours  royales o,o558,       0,0578; 

A  l'égard  des  tribunaux  qui  ressortent  en  appel 
aux  tribunaux  de  chefs-lieux o,o436,       0,0492. 

Tome  III.  —  Juin  i838.  36 
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Ainsi  il  jades  causes,  en  vertu  desquelles  on  appelle  plus  facilement 
des  jugements  de  police  coneclionnelle,  lorsque  l'appel  doit  être 
porte  devant  les  cours  royales;  et  l'une  de  ces  causes  est  manifeste, 
car  on  conçoit  bien  que  pour  les  affaires  jugées  en  première  instance 
dans  le  lieu  même  où  siège  la  cour,  on  doit  user  plus  volontiers  de  la 
faculté  d'appel.  L'imperfection  des  comptes  rendus  dans  cette  partie 
nous  empêche  de  reconnaître  si  d'autres  causes  se  joignent  à  celle  que 
l'on  vient  de  signaler. 

Quand  la  faculté  d'appel  est  plus  facilement  ou  plus  légèrement 
exercée,  il  doit  y  avoir,  proportion  gardée,  moins  de  jugements  infir- 
més; il  doit  y  avoir  aussi  un  plus  grand  nombre  de  pi'évenus  condam- 
nables qui  usent  de  la  faculté  d'appel,  et  qui  sont  effectivement  con- 
damnés, dans  les  deux  degrés  de  juridiction.  iXous  verrons  que  le 
calcul  confirme  tous  ces  aperçus,  et  par  suite  ne  nous  permet  pas 
d'admettre  d'une  manière  absolue  la  seconde  hypothèse  posée  dans 
l'article  précédent. 

4°.  Les  cours  royales  ont  un  penchant  marqué  à  l'indulgence,  en 
comparaison  des  tribunaux  de  chefs-lieux.  Ainsi,  sur  loooo  prévenus 
qui  subissent  les  deux  degrés  de  juridiction,  on  en  compte  : 

Pour  les  tribunaux  de  chefs-lieux.      1466        1009       772        1292 
Pour  les  cours  royales ....      1046        io43       625        1662 


COIKlamnés  dont  la  iloDtlapeÏDt 

en  premier  peine  est  est  attènuev 

ressort  et  aggi-avée  en  appel. 

en  appel. 


Ce  fait  remarquable ,  sous  le  point  de  vue  purement  statistique ,  a 
échappé  comme  les  précédents  aux  rédacteurs  des  rapports  qui  pré- 
cèdent les  comptes  rendus  ,  parce  qu'on  n'y  a  pas  disposé  les  tableaux 
des  appels  de  police  correctionnelle ,  de  manière  à  distinguer  ce  qui 
se  rapporte  aux  cours  royales  d'avec  ce  qui  se  rapporte  aux  tribunaux 
de  chefs-lieux.  Il  concorde  avec  la  remarque  faite  depuis  long-temps, 
et  confirmée  par  les  comptes  rendus ,  que  l'énergie  de  la  répression 
pénale  diminue  d'autant  plus  qu'il  s'est  écoulé  plus  de  temps  entre  le 
délit  et  le  jugement.  Les  cours  royales,  chargées  de  vider  un  beaucoup 
plus  grand  nombre  d'appels,  doivent  les  vider  plus  tardivement,  et 
dans  le  cas  de  détention  du  prévenu ,  après  qu'il  a  subi  un  plus  long 
emprisonnement  préventif. 
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Le  penchant  plus  grand  à  l'indulgence ,  de  la  part  des  cours  royales, 
ressort  d'autant  plus  qu'il  y  a ,  comme  la  statistique  l'indique  et  comme 
le  calcul  des  chances  le  confirme,  une  plus  grande  proportion  de 
prévenus  condamnables  parmi  ceux  sur  lesquels  les  cours  royales  sta- 
tuent en  appel,  que  parmi  ceux  qui  sont  juges  en  appel  par  les  tri- 
bunaux de  chefs-lieux.  11  faudra  avoir  égard  à  cette  double  circons- 
tance dans  l'interprétation  des  résultats  du  calcul. 

i4-  En  matière  de  police  correctionnelle,  les  juges  cumulent  les 
fonctions  attribuées  séparément  aux  jurés  et  aux  magistrats  des  cours 
d'assises,  en  matière  de  grand  criminel.  Us  prononcent  sur  la  culpa- 
bilité du  prévenu  et  sur  l'application  de  la  peine.  Ainsi  pour  chaque 
})révenu ,  appelant  ou  intimé,  il  J  a  deux  jugements  distincts,  sus- 
ceptibles d'être  confirmés  ou  infirmés  séparément  par  le  tribunal 
d'appel. 

Nous  ferons  d'abord  abstraction  du  jugement  qui  intervient  sur  la 
fixation  de  la  peine  ,  pour  ne  considérer  que  celui  qui  intervient  sur  la 
déclaration  de  culpabilité. 

Pour  les  appels  ressortant  aux  tribunaux  de  chefs-lieux,  le  nombre 
des  prévenus  qui  ont  subi  les  deux  degrés  de  juridiction  pendant 
la  période  décennale  eSt  SaoïS;  le  nombre  des  prévenus  pour  les- 
quels le  premier  jugement  a  été  infirmé  ,  en  ce  qui  concerne  la  décla- 
ration de  culpabilité ,  est,  d'après  le  tableaai  (A),  4695-(-  325o=7925. 
On  a  donc 

^  =  Sa  =  «'^^75. 

Par  suite,  on  tire  des  équations  (10)  et  (11), 

i>  =  0,742,     V  =  0,854,     V  =  0,887. 

D'après  ces  valeurs,  on  aurait  0,976  pour  la  probabililé  de  la  bonté 
du  jugement  rendu  en  dernier  ressort  par  le  tribunal  d'appel ,  quand 
il  s'agit  d'un  jugement  confirmatif,  et  seulement  0,610  quand  il  s'agit 
d'un  jugement  infirmatif. 

A  l'égard  des  appels  qui  ressortent  aux  cours  royales,  le  nombre 
total  des  prévenus  est  46193;  le  nombre  de  ceux  pour  lesquels  le 
premier  jugement  a  été  infirmé  en  ce  qui  concerne  la  déclaration  de 

36.. 
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culpabilité,    est  48324-4816  =  9648.  On  a  donc 

,  9648  Q 

d'où  ,  ea  vertu  de  l'équation  (12)  et  de  la  valeur  précédeate  de  V, 

V  =  0,955. 

Oa  ea  tire,  pour  la  probabilité  de  la  bonté  du  jugement  confirma- 
tif,  0,987  ,  et  pour  celle  de  la  bonté  du  jugement   infirmatif ,  0,744- 

La  loi  n'exige  que  la  présence  de  cinq  juges  pour  vider  les  appels 
de  police  correctionnelle,  devant  les  cours  royales  comme  devant 
les  tribunaux  de  chefs-lieux,  A  la  vérité,  les  chambres  des  appels  de 
police  correctionnelle  étant  aussi  chargées  subsidiairement  de  statuer 
en  appel  sur  certaines  afifaircs  civiles ,  pour  lesquelles  la  loi  exige  le 
concours  de  sept  j  uges  au  moins ,  il  arrive  assez  fréquemment  que 
plus  de  cinq  juges  prennent  part  au  jugement  des  appels  de  police 
correctionnelle.  Mai»  dans  le  plus  grand  nombre  des  cas,  les  arrêts 
sont  rendus  au  mmimum  légal  de  cinq  juges  ;  et  pour  rendre  les 
résultats  comparables  ,  nous  adoptons  partout  l'hypothèse  que  le 
nombre  des  juges  qui  concourent  à  un  arrêt  ou  jugement,  est  celui 
du  minimum  légal. 

D'après  cela,  si  l'on  désigne  par  v'  la  probabilité  du  bien  jugé 
pour  un  juge  de  cour   royale  ,  on  aura 

V"  =  v''  +  Sv"*  (i  —  v")  +  iot'"3(i  —  vy. 

On  tirera  de  cette  équation,  après  y  avoir  substitué  la  valeur 
trouvée  précédemment  pour  V", 

v"  =  o>792. 

i5.  On  conclut  du  tableau  (A)  que,  dans  la  période  décennale, 
17757  prévenus  ont  été  déclarés  coupables,  tant  en  premier  ressort 
qu'eu  appel  devant  les  tribunaux  de  chefs-lieux.  Dans  ce  nombre 
figurent  247?  +  41^7  =  ^610  prévenus  pour  lesquels  il  y  a  eu 
désaccoi-d  entre  les  tribunaux  d'instance  et  d'appel  sur  l'arbitrage 
de  la  peine  :  en  conséquence  on  a ,  en  ce  qui  concerne  cette  autre 
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espèce  de  jugement , 

,  6610  „ 

d'où 

1^  =  0,658,     V  =  0,730,     ¥'  =  0,778. 

Le  nombre  des  prévenus  déclarés  coupables  tant  en  premier  ressort 
qu'en  appel  devant  les  cours  royales  ,  est  de  29604  ;  et  dans  ce 
nombre  figurent  2889  +  7679=  io568  prévenus  pour  lesquels  le 
tribunal  et  la  cour  sont  tombés  en  désaccord  sur  l'arbitrage  de  la 
peine.   Par  conséquent , 

,         I o568  «  - 

d'où 

V"  =  0,811. 

Ces  valeurs  de  V  el  de  V"  donnent  eucore  une  supériorité  au 
jugement  de  la  cour  royale  sur  celui  du  tribunal  de  chef- lieu  ,  en 
ce  qui  concerne  l'appréciation  de  la  peine  ;  mais  cette  supériorité 
est  moindre  que  pour  le  jugement  sur  la  déclaration  de  culpabilité. 
La  valeur  de  V"  substituée  dans  l'équation  (i6)  donne 

v"  =  0,680. 

Au  surplus ,  les  valeurs  numériques  trouvées  dans  le  précédent 
article  et  dans  celui  ci,  ne  doivent  être  acceptées  que  provisoire- 
ment et  pour  servir  de  termes  de  comparaison  à  d'autres  résultats 
que  nous  trouverons  dans  la  suite  de  ce  mémoire,  en  appliquant  à 
la  même  question  d'autres  méthodes  d'analyse,  mieux  appropriées 
à  sa  nature  spéciale. 

16.  En  matière  civile,  si  nous  désignons  par  V  la  valeur  moyenne 
de  la  chance  du  bien  jugé,  pour  les  tribunaux  de  première  ins- 
tance du  royaume  et  pour  les  causes  qui  vont  en  appel  ;  par  V  la 
valeur  moyenne  de  la  chance  du  bien  jugé  pour  les  cours  royales  ; 
par  q  le  rapport  du  nombre  des  jugements  infirmés  au  nombre  tota 
des  causes  d'appel,  nous  aurons,  comme  dans  l'art.   11  , 

fy  =  V  -h  V  —  2VV'  ;  (10) 

mais  cette  équation  ne  suffit  pas  pour  déterminer  séparément  V,  V  ; 
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et  la  même  indëterminallon  aurait  lieu,  s'il  s'agissait  des  appels  des 
sentences  de  juges-de-paix  ,  appels  portés  devant  les  tribunaux  d'ar- 
rondissement. 

L'indétermination  ne  pouvant  être  levée  qu'a  la  faveur  d'une  hy- 
pothèse ,  M.  Poisson  en  fait  une  analogue  à  celle  qui  a  été  adoptée  ci- 
dessus,  mais  dans  des  circonstances  différentes  à  l'égard  des  appels  de 
police  conectionuelle  ,  portés  devant  les  tribunaux  de  chefs-lieux.  11 
suppose  que  la  chance  moyenne  \'  est  la  même  pour  les  juges  de  pre- 
mière instance  et  pour  les  juges  de  cours  royales;  il  admet  en  outre 
que  les  jugements  de  première  instance  sont  rendus  tous  par  trois 
juges,  et  tous  ceux  d'appel  par  sept  juges  :  les  nombres  5  et  7  étant 
effectivement  les  minima  fixés  par  la  loi  et  que  l'on  dépasse  rarement. 
Cette  double  supposition  donne 


V  =  f'  -f-  3f '  (  I  —  v) , 


\ 


(17) 


V'=  ('•  4-7^^(1  —V)  4-  :'-n^(i  —  Vj'  -\--55v\\—vf.  J 

Au  moyen  des  comptes  rendus  de    l'administration  de  la  justice 
civile    en  France,  depuis   le   commencement   de   l'année  judiciaire 

i85o 3i  ,  jusqu'à  la  fia  de  l'année  civile  i854,  nous  avons  formé  le 

tableau  suivant ,  où  nous  avons  distingué ,  avec  plus  de  netteté  que 
ne  le  font  les  Co/np^ejre^^i^^;,  les  appels  de  jugements  émanés  des  tribu- 
naux de  commerce,  d'avec  les  appels  de  jugements  rendus  en  premier 
ressort  par  les  tribunaux  civils,   composés  de  magistrats  permanents. 

TABLEAU  {B). 


Année». 

Tr.IBCNAl'X  CIVILS. 

TRIBCNA 

Nombre 
de^  appels 

UX    DE   COMMERCE. 

Nombre 
des  appels. 

Jagements 
înGrmés 

eo  partie. 

Rapports 

Jo^emeats 

iuCtmés 

en  partie. 

Rapports 
1- 

Année  judiciaire  i83o — 3l. 
Trois  derniers  mois  de  iBBi. 

i832. 

i833. 

1834. 

-578 
1364 
7766 
8087 
7365 

2476 

388 
246a 
2617 
2227 

0.3268 
0 , 2845 
0,3174 

o,3236 
o,3o24 

.079 
224 

1000 
860 

872 

339     0,3l42 

5x    0,2866 
3i  I    o,3i 10 
341    0,3965 
279    o»3i99 

32.60 

10173 

o,3i63 

4o35 

1     •>      1 

L      — ■ 

.,| 
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Ce  tableau  constate  d'abord  nn  fait  bien  remarquable  :  l'e'galité 
du  rapport  q  pour  les  tribunaux  civils  et  pour  les  tribunaux  de  com- 
merce; car  la  faible  différence  d'un  centième  tombe  entre  les  limites 
des  anomalies  du  hasard,  eu  e'gard  surtout  à  l'ordre  de  grandeur  des 
nombres  qui  servent  à  déterminer  le  rapport  q,  en  ce  qui  concerne 
les  tribunaux  de  commerce.  Il  faut  donc  que  les  avantages  résultant 
pour  les  juges  civils  de  la  permanence  de  leurs  fonctions,  de  leurs 
études  professionnelles,  soient  compensés  presque  exactement  par  la 
justesse  d'appréciation  que  la  pratique  des  affaires  commerciales  donne 
aux  notables  commerçants  investis  temporairement  de  la  mission  de 
vider  les  démêlés  que  ce  genre  d'affaires  suscite. 

Dans  les  arrondissements  judiciaires  qui  n'ont  pas  de  tribunaux 
spéciaux  de  commerce,  le  tribunal  civil  en  remplit  les  fonctions  et 
juge  commercialement  les  affaires  commerciales.  Il  serait  intéressant 
do  distinguer  à  l'avenir  dans  les  Comptes  rendus  [es  appels  des  juge- 
ments des  tribunaux  civils  jugeant  en  matière  civile ,  d'avec  les  appels 
des  jugements  des  mêmes  tribunaux  jugeant  en  matière  commerciale. 
On  verrait  par  là  si  le  rapport  q  est  le  même,  en  matière  commer- 
ciale, pour  les  tribunaux  de  commerce  et  pour  les  tribunaux  civils 
ou  si ,  dans  cet  ordre  spécial  d'affaires,  il  y  a  une  différence,  à  l'a- 
vantage, soit  des  tribunaux  civils,  soit  des  tribunaux  de  commerce. 

En  1834,  sur  29594  jugements  contradictoires  et  définitifs  rendus 
en  matière  commerciale,  il  y  en  a  eu  25G42  rendus  par  les  tribunaux 
de  commerce,  et  seulement  SgSa  rendus  par  les  tribunaux  civils 
jugeant  commercialement,  c'est-à-dire  moins  d'un  septième  du  nom- 
bre total.  D'un  autre  côté  le  nombre  des  jugements  contradictoires 
et  définitifs  rendus  en  matière  civile  par  les  tribunaux  de  première 
instance,  a  été  de  61237,  ïio™bre  qui  surpasse  quinze  fois  celui  des 
jugements  contradictoires  et  définitifs,  rendus  par  les  mêmes  tribu- 
naux en  matière  commerciale.  D'après  ces  indications ,  il  y  a  tout 
lieu  de  croire  que  dans  les  causes  portées  par  la  voie  de  l'appel  des 
tribunaux  civils  de  première  instance  aux  cours  royales,  la  proportion 
des  affaires  jugées  commercialement  est  trop  faible  pour  influer 
d'une  manière  notable  sur  la  valeur  du  rapport  9,  en  ce  qui  concerne 
les  tribunaux  civils. 
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17.  En  substituant  pour  q  dans  1  équation  (10)  la  valeur  o,5i65, 
on  rle'duit  des  équations  (10)  et  (17), 

i'  =  0,696,     V  =  0,779,     y  =  0,869. 

Au  moyen  de  ces  valeurs,  la  probabilité  moyenne  de  la  bonté  d'un 
arrêt  de  cour  royale  serait  0,969  pour  un  arrêt  confirmatif ,  et  seu- 
lement G, 652  pour  un  arrêt  infirmatif. 

Mais  l'hypothèse  à  laquelle  les  valeurs  ainsi  déterminées  se  ratta- 
chent, est  évidemment  trop  défavorable  aux  cours  royales,  en  ce 
qu'elle  réduit  leur  supériorité  sur  les  tribunaux  de  première  instance 
à  ne  dépendre  que  de  la  supériorité  du  nombre  des  juges,  taudis  que 
la  constitution  hiérarchique  des  corps  judiciaires  doit  concentrer 
dans  les  tribunaux  supérieurs  plus  d'expérience  et  de  lumières.  L'in- 
fluence de  cette  supériorité  de  lumières  doit  se  manifester  d'une 
manière  bien  plus  sensible  dans  la  solution  des  questions  scientifiques 
de  droit  civil ,  que  dans  des  causes  de  police  correctionnelle  que  l'on 
aurait  très  bien  pu  déférer  aux  jurés,  c'est-à-dire  à  des  juges  tempo- 
raires ,  sans  études  professionnelles  ,  si  l'on  n'avait  craint  leur  extrême 
indulgence  plus  que  leur  défaut  de  lumières. 

D'autres  documents  statistiques  viennent  confirmer  pleinement  cet 
aperçu,  et  déterminer  des  limites  assez  étroites,  entre  lesquelles  sont 
renfermées  les  valeurs  de  v,  V,  V. 

En  effet,  on  lit  à  la  page  XXIX  du  rapport  placé  en  tête  du  Compte 
rendu  de  l'administration  de  la  justice  civile  pour  1834,  que  le  rap- 
port du  nombre  des  arrêts  de  cassation  au  nombre  des  pourvois,  est 
0,19  pour  les  pourvois  en  cassation  formés  contre  des  arrêts  de  cours 
royales,  jugeant  en  matière  civile,  et  0,09  pour  les  pourvois  en  cas- 
sation formés  contre  des  jugements  des  tribunaux  de  première  ins- 
tance, non  susceptibles  d'appel.  Dans  quelques  années  ces  rapports 
seront  connus  avec  une  plus  grande  précision  ;  provisoirement  nous 
appliquerons  le  calcul  aux  valeurs  qui  viennent  d'être  données. 

Continuons  de  désigner  par  V  et  V,  les  valeurs  rnoyennes  de  la 
chance  du  bien  jugé  pour  les  tribunaux  de  première  instance  et 
pour  les  cours  royales;  désignons  par  V  la  chance  analogue  pour  la 
cour  de  cassation;  par  r/'  le  rapport  du  nombre  des  arrêts  de  cassation 
au  nombre  des  pourvois,  à  l'égard  des  tribunaux  de  première  ins- 
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tance  ;  par  (('  le  même  rapport  à  1  e'gard  des  cours  royales  :  on  aura 

9'  =  V  +  V"  —  2VV",  (18) 

9"=  V'+  V"  -  2V'V',  (19) 

et  en  éliminant  V, 

V(i   —  29")  —  V'(i    —   2/)  =  q'  —  <]".  (20) 

Il  suffirait  de  combiner  l'équation  (10)  avec  celle-ci,  pour  déter- 
miner séparément  V  et  V,  indépendamment  de  l'hypothèse  admise 
par  M.  Poisson,  si  l'on  pouvait  admettre  tl'autre  part  que  les  valeurs 
de  V,  V  sont  les  mêmes  pour  la  série  des  affaires  qui  vont  en  appel 
devant  les  cours  royales,  et  pour  celle  des  affaires  dont  la  cour  su- 
prême est  saisie  par  suite  de  pourvois  en  cassation. 

Or,  il  suffit  d'être  un  peu  familiarisé  avec  les  principes  de  notre 
organisation  judiciaire  pour  présumer  à  priori  que  cette  dernière 
hypothèse  n'est  pas  admissible,  et  que  les  questions  délicates,  à  l'oc- 
casion desquelles  sont  formés  le  plus  souvent  les  pourvois  en  cassa- 
tion ,  doivent  exposer  les  tribunaux  de  première  instance  et  les  cours 
royales  à  plus  de  chances  d'erreur  qu'il  n'y  en  a  moyennement  pour 
les  affaires  qui  subissent  seulement  l'épreuve  de  l'appel. 

On  peut  d'ailleurs  démontrer  par  le  calcul  l'inadmissibilité  de  l'hy- 
pothèse dont  il  s'agit,  au  moyen  des  valeurs  numériques  que  la 
statistique  judiciaire  assigne  aux  rapports  q,  q' ,  q" ,  puisqu'il  en  résul- 
terait pour  V,  en  vertu  des  équations  (lo)  et  (20),  une  valeur  plus 
grande  que  l'unité. 

Observons  que  si  l'on  fait  successivement  dans  l'équation  (18), 
V  =  I  ,  V"  =  V,  on  en  tirera  deux  valeurs  de  V,  l'une  certainement 
plus  petite,  l'autre  certainement  plus  grande  que  la  vraie  valeur; 
car  d'une  part,  la  cour  de  cassation  est  elle-même  sujette  à  l'erreur, 
et  il  lui  arrive  quelquefois  de  réformer  sa  propre  jurisprudence; 
d'autre  part  il  serait  absurde  de  supposer  V"<;  V,  ou  la  chance 
moyenne  du  bien  jugé,  pour  la  cour  de  cassation,  plus  petite  que  la 
chance  moyenne  du  bien  jugé,  dans  la  même  série  d'affaires,  pour 
les  tribunaux  de  première  instance.  On  déduit  de  là,  au  moyen  de 
la  valeur  9'  =  0,59, 

V  >  o,Gio,     V  <  0,734.  (21) 

Toma  m,  —  Jui.N  i838.  3^ 
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Le  même  raisonnement,  appliqué  à  l'ëquation  (19),  donnera 

V  >   0,81  a,     V  <  0,894.  (22) 

Mais,  puisque  dans  l'hypothèse  V  r=  V",  on  a  V'  =  o,8g4>  et  que, 
quand  V  diminue,  V  augmente,  le  produit 

étant  constant,  en  vertu  de  la  même  équation,  l'inégalité  V'<o,8q4 
entraînera 

V"  >  0,894. 

On  aura  donc  une  limite  supérieure  de  V  en  faisant  dans  l'équa- 
tion (18)  V"=  o,8g4;  car  il  n'y  a  aucune  raison  de  supposer  que  V" 
puisse  tomber,  à  l'égard  de  la  série  des  pourvois  contre  des  jugements 
de  tribunaux  de  première  instance,  au-dessous  de  la  limite  que  le 
même  rapport  ne  franchit  pas  ,  à  l'égard  de  la  série  des  pourvois 
formés  contre  des  arrêts  de  cours  royales.  Par  suite,  les  inégalités  (21) 
pourront  être  remplacées  par  les  suivantes 

V  >  0,610,     V  <  0,640, 
auxquelles  correspondent 

V  >  0,574,     i»  <  o,5,)5. 

Comme  on  le  voit,  cette  analyse  resserre  les  valeurs  inconnues  de  V 
et  surtout  celle  de  v,  relativement  à  la  série  des  affaires  qui  entraî- 
nent pourvoi,  entre  des  limites  fort  rapprochées;  et  il  y  a  lieu  de 
croire  que  les  valeurs  inconnues  sont  plus  voisines  des  limites  infé- 
rieures que  des  limites  supérieures. 
Aux  inégalités  (22)  correspondront 

v'  >  0,649,     '''  <  o>70i  , 
v'  désignant,  pour  les  juges  de  cours  royales,  l'analogue  de  v  pour 
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les  juges  de  tribunaux  de  première  instance;  et  il  j  a ,  à  plus  forte 
raison ,  lieu  de  croire  que  les  vraies  valeurs  tombent  plus  près  des 
limites  inférieures  que  des  limites  supérieures. 

D'après  les  valeurs  des  limites,  on  a  nécessairement  />  v,  pour  la 
série  des  affaires  qui  entraînent  pourvoi. 

En  prenant  pour  V,  V  leurs  limites  inférieures,  qui  n'en  peuvent 
pas  différer  beaucoup  (savoir,  pour  V,  o,6io  et  pour  V,  o,8io), 

on  aura  sensiblement  V  =  ^  V.  Relativement  à  la  série  des  affaires 

qui  entraînent  appel,  et  auxquelles  se  rapporte  la  valeur  de  (] ,  le 
rapport  de  V  à  Y  doit  être  moindre,  parce  qu'elles  ne  présentent 
pas  en  général  d'aussi  graves  diflicui tés  à  résoudre,  et  que,  plus  les 
difficultés  sont  grandes,  plus  la  supéiiorité  de  lumières  des  juges 
d'appel  doit  être  sensible.  Si  donc  nous  faisons  dans  l'équation  (lo), 

V'=  I V,  ce  qui  donne 

V  =  0,707,     v  =  0,943, 

et  par  suite 

if  =   0,642,      ^''  =  0,754, 

nous  aurons  une  limite  inférieure  de  V  ,  et  une  limite  supérieure  de 
V,  relativement  à  la  série  des  appels;  tandis  que  nous  avons  obtenu, 
par  une  autre  hypothèse  extrême  f  =  u  ,  une  limite  inférieure  de  V 
et  une  limite  supérieure  de  V. 

Ainsi  ,  relativement  à  la  série  des  affaires  qui  entraînent  appel , 
nous  pourrons  poser 

y      (       >      0,707  ^,    (        >      0,869 

l   <  0,779'  *   <  o>945' 

^  I   >  0,642  ^      ^/  I   >  0,696^ 

1   <  0,696'  {  <  0,754" 

Les  valeurs  de  V  et  de  V,  correspondantes  à  l'hypothèse  extrême 

V  =  I  V,  donnent  pour  la  probabilité  de  la  bonté  de  l'arrêt  confir- 

matif,  0,976,  et  pour  celle  de  la  bonté  de  l'arrêt  iafirmatif,  0,875. 

37.. 
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De  pareils  nombres  sont  beaucoup  plus  favorables  que  ceux  qui  cor- 
respondent à  l'autre  hypothèse  extrême  v  =  i>'. 

Il  faut  d'ailleurs  se  garder  de  confondre,  ainsi  qu'on  la  déjà  fait 
observer  dans  l'art.  lo,  les  valeurs  de  V  et  de  f,  pour  les  causes  qui 
vont  en  appel  ou  en  cassation ,  avec  celles  qui  se  rapporteraient  à  la 
généralité  des  causes  jugées  eu  première  instance. 

i8.  Quand  la  cour  de  cassation  casse  un  arrêt  de  cour  royale,  elle 
renvoie  les  parties  devant  une  autre  cour  royale  qui  juge  identique- 
ment le  même  point  de  droit.  La  probabilité  du  bien  jugé  de  la  cour 
de  cassation  a  pour  valeur 


(I  -  V)  V" 


f^  =  i('  -  V')V', 


(,_V')V'  +  V'(I   —  V")  q 

et  la  probabilité  que,  la  cour  de  cassation  ayant  bien  jugé,  la  cour 
royale  saisie  du  renvoi  jugera  bien  aussi,  est  exprimée  par 

Lfv—  V')V'V'; 
de  même 

lV'(i  -  V")(i  -  V) 

exprimera  la  probabilité  que ,  la  cour  de  cassation  ayant  mal  à  propos 
cassé,  la  cour  royale  saisie  du  renvoi  adoptera  néanmoins  sa  juris- 
prudence. Donc,  si  l'on  désigne  par  ;'  le  rapport  entre  le  nombre 
des  causes  où  la  seconde  cour  royale  aura  jugé  contrairement  à  la 
première,  et  le  nombre  total  des  causes  renvoyées,  on  aura 

r'=^^[(i-V')V"V'+V'(:-V")(i-V')]  =  ^^^^^^'.     (25) 

Si  le  rapport  r'  pouvait  être  donné  avec  une  précision  suffisante,  on 
tirerait  la  valeur  de  V  de  cette  équation ,  et  ensuite  celle  de  V*  de 
l'équation  (19).  Réciproquement,  si  l'on  substitue  au  lieu  de  V,  dans 
l'équation  (aS),  les  limites  supérieure  et  inférieure  de  Y'  trouvées  ci- 
dessus,  et  au  lieu  de  q'  la  valeur  0,19,  on  aura 

pour     V  =  0,810,     /■'  =  0,810, 
pour     y  =   o,8g4,     ^'  =  0,499- 
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Cette  seconde  valeur  de  r'  n'est  pas  admissible;  car,  bien  que  le 
rapport  r  ne  soit  pas  encore  connu  avec  une  suffisante  précision,  on 
sait  que  le  plus  souvent  la  seconde  cour  royale  juge  dans  le  sens  de 
la  cour  de  cassation.  Mais  au  reste,  pour  que  l'équation  (25)  fût 
rigoureusement  applicable,  il  faudrait  que  la  seconde  cour  royale 
jugeât  absolument  comme  elle  le  ferait,  si  elle  ignorait  l'arrêt  de  la 
cour  de  cassation.  Or,  il  est  au  contraire  vraisemblable  que  l'autorité 
qui  s'attache  à  la  jurisprudence  de  la  cour  de  cassation  contribue 
beaucoup  à  augmenter  le  nombre  des  cas  où  la  cour  saisie  du  renvoi 
juge  dans  le  sens  de  l'arrêt  de  cassation,  et  contrairement  à  l'arrêt 
cassé. 

Si  r  désigne,  pour  les  tribunaux  de  première  instance,  1  analogue 
du  rapport  /''  pour  les  cours  royales ,  on  aura  pareillement 

V  (I  -  V) 

d'où  l'on  tirera 

pour     V  =  o,6io,     r  =  o,6io, 
pour     V  =  0,640,     r  =  0,591. 

Mais  ces  deux  valeurs  de  /•  sont  certainement  trop  faibles ,  a  cause  de 
l'autorité  attachée  à  la  jurisprudence  connue  de  la  cour  de  cassation, 
autorité  qui  doit  agir  sur  les  tribunaux  inférieurs  avec  au  moins  au- 
tant d'efficacité  que  sur  les  cours  royales. 

ig.  Jusqu'à  présent  nous  avons  raisonné  dans  l'hypothèse  que  les 
causes  d'erreur  sont  indépendantes  pour  chaque  juge  ,  en  sorte  que 
les  cas  où  le  juge  A  rencontre  la  vérité  ou  l'erreur  se  combinent 
indifféremment  avec  ceux  où  les  juges  B,  C,..,  rencontrent  eux- 
mêmes  l'erreur  ou  la  vérité,  de  la  même  manière  que  chaque  face 
d'un  dé  se  combine  indifféremment  avec  toutes  les  faces  d'un  autre  dé. 
Or,  cela  est  vrai  seulement  des  causes  d'erreur  que  Ton  peut  appeler 
subjectives,  de  celles  qui  proviennent  des  circonstances  accidentelles 
sous  l'empire  desquelles  chaque  juge  en  particulier  se  trouve  placé, 
de  son  état  de  santé  physique  et  morale,  du  degré  auquel  son  atten- 
tion est  excitée,  de  ses  habitudes  d'esprit,  de  ses  préjugés  indivi- 
duels, etc.  Mais   il  y  a  d'autres  causes  d'erreur  que  l'on  désignerait 
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convenablement  par  la  qualiKcation  (^objectives ,  et  qui  sont  de  nature 
à  influer  en  même  temps  sur  le  jugement  de  tous  ceux  qui  prendront 
connaissance  de  l'affaire.  Par  suite  de  l'influence  de  ces  causes  objec- 
tives, il  arrivera  nécessairement  que  l'événement  consistant  dans  l'er- 
reur du  juge  A  se  combinera  plus  facilement  ou  plus  fréquemment 
avec  l'événement  consistant  dans  l'erreur  du  juge  B  qu'avec  l'événe- 
ment contraire,  el  de  même  pour  chacun  des  juges  C,  D,  etc. 

Revenons  à  notre  exemple  primitif,  et  supposons  deux  observa- 
teurs doués  au  même  degré  de  perspicacité  el  d'expérience ,  dont  on 
enregistre  simultanément  les  pronostics  météorologiques  :  i'  désigne 
pour  chacun  d'eux  le  rapport  du  uombre  des  pronostics  vérifiés  au 
nombre  total  des  pronostics  ;  p  désigne  le  rapport  entre  le  nombre 
total  des  observations  oîi  les  deux  observateurs  se  sont  trouvés  d'ac- 
cord, et  le  nombre  total  des  observations.  En  vertu  de  l'équation  (i) 
on  doit  avoir 

p  =  i  —  av  -{-  2u' ,     ou     i'  =  -    dL  -   V^2/)  —  i  ;      (24) 

et  comme  le  registre  des  pronostics  ,  combiné  avec  le  l'egistre  des 
observations  subséquentes,  détermine  les  nombres  v  et  p,  on  devra 
trouver  entre  v  et  p  \si  relation  exprimée  par  l'équation  qui  précède, 
s'il  est  vrai  que  les  causes  d'erreur  soient  indépendantes  pour  les 
deux  observateurs. 

Maintenant,  supposons  que  l'on  répartisse  la  série  des  pronostics  eu 
deux  catégories,  l'une  comprenant  par  exemple  ceux  qui  tombent 
entre  l'équinoxe  du  printemps  et  l'équinoxe  d'automne,  et  l'autre, 
ceux  qui  ont  eu  lieu  de  l'équinoxe  d'automne  à  l'équinoxe  du  prin- 
temps. Désignons  par  p, ,  f , ,  p^,  f,  les  valeurs  de  p  et  de  v  pour  la 
première  et  pour  la  seconde  série;  désignons  aussi  par/w, ,  f/^,  les 
rapports  des  nombres  de  pronostics  contenus  dans  la  première  et  dans 
la  seconde  série,  au  nombre  total  des  pronostics,  de  manière  que 
tt_  _l-  a,=  1 .  On  devrait  avoir,  en  vertu  de  l'équation  (1), 

;;,    =     1     —    2V,    H-    2C;,       p^    z=    l    —    2V^    -f-    2V',, 

ou 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  295 

et  c'est  en  effet  ce  que  les  registres  d'observations  donneront,  si  dans 
chaque  série  les  causes  d'erreur  sont  indépendantes  pour  chacun  des 
observateurs.  On  aura  par  conséquent 

f^.^.-i-M:^,  =  '2^1  (^' V^/'-—  '  +  /^.V'a/'.  —  i). 

D'un  autre  côté,   si  l'on  substitue  dans  l'équation  (24)  pour  p  sa 
valeur,  il  viendra 


Or ,  il  est  facile  de  s'assurer  que ,  selon  que  l'on  prendra  les  radicaux 
avec  le  signe  positif  ou  avec  le  signe  négatif,  c'est-à-dire  selon  que 
l'on  supposera  pour  chaque  observateur  la  chance  de  réalisation  du 

pronostic  plus  grande  ou  plus  petite  que  -  ,    la    valeur  précédente 

de  V,   conclue   de  la   série  générale,  sans  distinction   de  catégories, 
sera  plus  grande  ou  plus  petite  que  \v  valeur  de  f ,  telle  qu'on  l'ob- 
tient en  tenant  compte  de  la  distribution  des  observations  par  caté- 
gories ,  valeur  qui  est  évidemment  égale  à  /ji,,^,  -\-  /t*,f,. 
Ceci  revient  à  établir  l'inégalité 

ou  plus  simplement  en  posant 


Vf^X    -(-   f*,Zl    >    /A,Z,    +    «,Z,, 

inégalité  qui  conduit  à 

M-.uJz,  —  z,)'  >  o, 

quand  on  développe  en  ayant  égard  à  la  relation  ju,-^  fA^  =  i. 

Pour  plus  de  généralité,  concevons  que  l'on  ait  classé  la  totalité 
des  observations  en  n  catégories,  chacune  assez  nombreuse  pour  que 
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la  loi  des  grands  nombres  puisse  s'y  appliquer  ;  désignons  par  p, ,  j\. 
Pi,...  p. ,  f|,  t'a,  t's»-'  ^n>  les  valeurs  des  rapports  p  et  v  pour 
chaque  catégorie;  désignons  aussi  par  /u,  le  rapport  du  nombre  des 
observations  comprises  dans  la  catégorie  (/)  au  nombre  des  observa- 
tions comprises  dans  la  série  totale,  de  manière  qu'on  ait 

/W,    +  Ws   H-  yWs  +  •  •  •  +   M/.  ==    ï  • 
La  véritable  valeur  du  rapport  i>  sera  exprimée  par 

et  eu  supposant  maintenant  que  dans  chaque  catégorie  ,  les  causes 
d'erreurs  agissent  indépendamment  sur  chaque  observateur ,  on  aura 
rigoureusement 

'•  =  ^  H-  2  (a*.  V-2p,—ï  4-  M.  \/2/7.—  I  H-. .  .+/w„  \/3/j„— i) ,  (25) 

l'influence  des  causes  d'erreur  que  nous  avons  nommées  objectives, 
et  qui  inclinent  à  l'erreur  les  deux  observateurs  à  la  fois,  se  trouvant 
ainsi  éliminée. 

Afin  de  simplifier  le  raisonnement,  nous  admettons  que  tous  les 
nombres  v,,  v^,.  . .  \\  surpassent  y ,  et  qu'ainsi  tous  les  radicaux  doi- 
vent être  pris  positivement  :  l'hypothèse  contraire  sera  plus  loin 
l'objet  d'un  examen  spécial. 

Or,  si  l'on  n'avait  pas  pu  faire,  ou  si  l'on  n'avait  pas  fait  la  classi- 
fication par  catégories,  et  si  l'on  avait  admis  l'indépendance  des 
causes  d'erreurs  relativement  à  la  série  générale,  on  aurait  tiré  de 
l'équation  (24) 


^,z=z'---\--  S/7.P  —  I  =-  -[-  -  \/2(«,/),+^.;5^-f-^,/?,+...H-/i,/7„;— I , 

el  il  est  facile  de  prouver  que  cette  valeur  inexacte  de  v  surpasse 
toujours  la  vraie  valeur. 

Cela  revient  à  démontrer  l'inégalité 


s/ fjL^z\-\-ii.tZ\-\- ^x^zX-ir •  ■  ■+f^nZl  >  ,«,z,  +A*>^.+  /«323-f--  •  '-f-.«»"«^ 
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qui  devient  successivement, 

z,z,  +  2u,fC3Z,Z3  +  etc.  , 
et  enfin 

/u,^^{z,  —  z„y  +  u,U3 (z,  —  Z3)*  +  etc.  >  o. 

20.  Dans  un  cas  où  l'on  pourrait  déterminer  directement  par 
l'expérience  la  valeur  du  nombre  t',  tel  que  celui  que  nous  discutons 
ici  pour  l'ordre  et  la  clarté  des  idées ,  on  serait  donc  averti ,  avant  toute 
classification  des  jugements  par  catégories,  de  l'erreur  de  l'hypothèse 
sur  1  indépendance  des  causes  d'erreur  pour  chaque  juge ,  en  ce  que 
la  valeur  de  v  déduite  de  l'équation  (24)  surpasserait  celle  que  donne 
l'observation  directe  ;  et  la  différence  serait  encore  plus  grande  ,  si  la 
valeur  de  v',  pour  certaines  catégories,  pouvait  descendre  au-dessous 
de  ~ ,  sans  cesser  d'être  plus  grande  que  -j  pour  la  série  générale. 

Au  contraire,  dans  le  cas  ordin;iire  où  la  valeur  du  nombre  t'  ne 
peut  être  donnée  qu'indirectement  par  le  calcul ,  au  moyen  de  l'équa- 
tion (24)  ou  de  toute  autre  analogue,  rien  n'avertirait  le  calculateur 
de  Terreur  de  son  hypothèse ,  si  la  série  générale  des  jugemens 
n'était  pas  assez  nombreuse  pour  pouvoir,  à  l'aide  des  documents  sta- 
tistiques, se  subdiviser  en  catégories  ou  séries  partielles,  assez  nom- 
breuses elles-mêmes  pour  manifester  la  permanence  de  rapports  qui 
résulte  de  la  loi  des  grands  nombres.  Lorsque  cette  classification 
pourra  s'opérer,  il  arrivera  en  général  que  le  rapport/?  variera  d'une 
catégorie  à  l'autre,  et  deviendra  successivement/?,,  />,,...  />„.  On 
calculera  alors  la  valeur  de  v  par  l'équation  (20),  et  cette  seconde 
valeur,  toujours  moindre  que  la  première,  sera  cependant  supérieure 
encore  à  la  vraie  valeur,  si  dans  chacune  des  catégories  ou  dans 
quelques-unes  d'entre  elles,  l'hypothèse  de  l'indépendance  des  causes 
d'erreur  est  encore  inadmissible.  Quand  ensuite  la  statistique  se  sera 
enrichie  d'un  plus  grand  nombre  d  observations,  on  multipliera  le 
nombre  des  catégories;  on  obtiendra  une  valeur  de  v  plus  faible  que 
les  précédentes ,  et  plus  approchée  de  la  vraie  valeur. 

21.  Lorsque  parmi  les  rapports  t", ,  w, ,...   f,,  il  ny  en  a    aucun 

Tome  m— Mai   i838.  38 
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qui  puisse  descendre  au-dessous  de   |,   on   assigne  une  limite  à  la 
différence  entre  les  valeurs  de  i>  données  par  les  équations  (24)  et  (aS). 
Représentons  la  première  par 

0=1  +  1  \/^-^i  =\  +  z, 
et  la  seconde  par 

"  =  1  +  ^.2«  +  f^^»  +•  •  •+  ^.-•»  =  2  +  c» 

on  aura 

z' —  r  =  /«./«» (z,  —z,)'+/-<,pi3 (2,-23)'  +  etc. ,     (26) 

et  c'est  de  la  valeur  du  second  membre  de  cette  dernière  équation 
qu'il  s'agit  de  trouver  la  limite. 

D'abord ,  dans  le  cas  où  les  catégories  se  réduiraient  à  deux ,  on 
aurait  simplement 

z*  —  C  —  /«i/*»(z,  —  z.)'' 

mais  comme  les  quantités  z, ,  z, ,  toutes  deux  positives,  sont  chacune 
pluspetites  que  -,  on  a  (z,  —  z,)»  <  7;  on  a  aussi  ;W,«,  <  7 ,  à  cause 
de  (U,  4-^,=  I  ;  donc 

»■  -  r  <fr 

Pour  trois  catégories ,  il  vient 

z»  —  l*  =iui,,iJ.,{z,  —  z,)'  +  u,^s(z,  —  ZjY  +  At.wj  (z.  —  Zs)». 

Supposons,   ce  qui  est  permis,  que  l'ordre  des  indices  soit  aussi 
l'ordre  de  grandeur  des  quantités  z, ,  z, ,  Z3 ,  et  posons 

Z,    z,  =   «,      Zj  —   Z3  =   m', 

de  manière  que  u ,  u'  désignent  des  quantités  positives ,  l'équation 
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précédente  deviendra 

Quels  que  soient  les  nombres  w, ,  </, ,  u^,  la  fonction  qui  forme  le 
second  membre  de  l'équation  atteindra  sa  plus  grande  valeur,  si  l'on 
donne  à  la  somme  u-{-u'  la  plus  grande  valeur  dont  elle  est  suscep- 
tible, c'est-à-dire  i  ,  et  si  l'on  détermine  ensuite  u,  u'  par  les  règles 
ordinaires;  d'où  il  résulte 


et  par  suite,  toutes  réductions  faites, 

2» r»  =  i     J!±?— 

Pour  trouver  le  maximum  de  la  fonction 

f«i/"3 
l«i  +  l«3  ' 

dont  la  détermination  échappe  à  la  règle  ordinaire,   nous  poserons 

u,  -\-  1x3  =■  h,      — — —  =  IV, 

1*1  +  «3 

d'où 

h±.  \/h-  —  LliK  h^  y/h-  —  ^hK 

u,     = ,        «3    = . 

Comme  «,,  Uj  ne  peuvent  pas  cesser  d'être  des  quantités  réelles,  la 

plus  grande  valeur  dont  K  soit  susceptible  est  égale  à  -^  ;  et  comme  , 

d'une  autre  part,  la  quantité  A  =  u,  +  «s  est  nécessairement  plus 
petite  que  l'unité,  il  s'ensuit  qu'on  a  encore,  dans  le  cas  de  trois  ca- 
tégories , 

^    <  4  •  4   ^    -6- 

Si  l'on   voulait  étendre  cette  analyse  à  un  plus  grand  nombre  de 

38. 
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catégories ,  le  calcul  devicudrait  bientôt  impraticable  ;  mais  par  d'au- 
tres   raisonuements ,    on   assigne  à  la  différence    r'  — Ç'*  une    autre 
limite  ,  indépendante  du  nombre  des  catégories. 
Remarquons  d'abord  que  l'on  a 

/AÎ  +  M,'4-At3+etc.-H2(it,^.-f-yU,W3+etc.)  =  (A',  +  w.+etc.)*=  i  > 
i^..",+  '-^.'-^3+etc.  =;«.;+/A^4-etc.— i[(^,— At.)'H- («,  — ^"3)*+ etc.]. 

Donc 

A^i/^a  +  /Wii"s  +  etc.  <,fA+  <  +  etc. , 

et  en  vertu  de  la  première  équation , 

/«•/«»  +  w.1^3  +  etc.   <  y 
Observons  ensuite  que  la  somme 

(z,  — ■  z.)*  +  (z,  —  ZsY  4-  etc. 

exprime  la  somme  des  carrés  des  distances  entre  n  points  pris  deux  à 
deux ,  ces  n  points  étant  assujettis  à  se  trouver  sur  une  portion  de 
droite  dont  la  longueur  est  ^.  Or,  il  est  facile  de  voir  que  cette  somme 
atteindra  sa  valeur  maximum,  si  l'on  suppose  la  moitié  des  points  à 
l'une  des  extrémités  de  la  droite,  et  l'autre  moitié  à  l'autre  extrémité; 

auquel  cas  la  somme  dont  il  s'agit  aura  pour  valeur  7 .  —  ou  ^ . — 7 — ' 

selon  que  n  se  trouvera  un  nombre  pair  ou  impair. 

Donc  ou  aura  une  limite  supérieure  de  )a  valeur  du  second  mem- 
bre de  l'équation  (26),  si  l'on  y  suppose  la  moitié  des  quantités  z, 

égales  à  zéro,  et  l'autre  moitié  égale  à  -,  ce  qui  réduit  à  ^  .  -7-  ou  à 
-  le  nombre  des  termes  de  ce  second  membre;  et  si  en  même 


4        4 

temps   l'on  admet  que  la  somme  des  coefficients  jUtUi,   des  termes 

conservés,  a  pour  valeur  5.  Donc  on  aura  toujours 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  Soi 

el  par  suite 

Si,  par  exemple,  la  série  générale,  employée  sans  distinction  de  ca- 
tégories, avait  donné  ^'  =  0,9  ou  s  =  0,4,  la  véritable  valeur  de  v 
(telle  qu'on  l'obtiendrait  si  l'on  pouvait  multiplier  assez  les  catégories, 
pour  éliminer  l'influence  des  causes  objectives  d'erreur,  et  ne  plus 
laisser  subsister  que  l'influence  des  causes  variables  d'un  juge  à  l'autre) 
serait  certainement  comprise  entre  o,g  et 


Cette  formule  relative  à  la  limite  inférieure  de  v  deviendra  illu- 
soire et  n'apprendra  rien ,  quand  z  sera  inférieur  à  la  fraction  — =. , 

ou  n'excédera  que  de  très  peu  la  valeur  de  cette  fraction.  En  ce  cas 
on  ne  pourra  attendre  que  du  perfectionnement  de  la  statistique  des 
notions  précises  sur  la  valeur  du  rapport  v.  Lorsque  cette  valeur  res- 
tera stationnaire ,  quoique  l'accroissement  du  nombre  des  observations 
permette  de  multiplier  le  nombre  îles  catégories,  on  sera  averti  que 
la  limite  est  atteinte;  que  dans  chaque  catégorie  on  peut  considérer 
les  causes  d'erreur  comme  agissant  d'une  manière  régulière  et  variable 
sur  chaque  juge  ou  observateur,  et  en  un  mot  que  l'influence  des 
causes  objectives  est  éliminée. 

22.  Considérons  maintenant  un  tribunal  de  trois  juges  ,  pour 
chacun  desquels  on  est  fondé  à  attribuer  au  rapport  v  la  même  valeur , 
soit  que  le  tribunal  se  compose  de  trois  juges  permanents,  également 
éclairés ,  soit  qu'il  se  compose  de  trois  juges  pris  au  hasard  pour 
chaque  affaire  sur  une  liste  générale;  auquel  cas  v  désigne  ,  ainsi  qu'on 
l'a  expliqué ,  une  moyenne  entre  les  valeurs  de  la  chance  du  bien 
jugé  pour  chaque  individu  inscrit  sur  la  liste.  Si  p  exprime  le  rap- 
port du  nombre  des  jugements  rendus  à  l'unanimité  au  nombie  total 
des  jugements,  rapport  connu  d'après  une  longue  série  d'observations, 
on  aura  (art.  5) 


^/ 


ÂP- 
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Cette  expression  de  w  est  tout-à-fait  semblable,  quant  à  la  forme  ,  à 
celle  que  donne  l'équation  (24);  par  conséquent  on  pourra  y  appli- 
quer tous  les  raisonnements  des  précédents  articles,  en  ce  qui  con- 
cerne l'élimination  de  l'influence  des  causes  objectives  par  la  multi- 
plication des  catégories ,  l'abaissement  successif  des  valeurs  de  i> ,  et 
les  limites  de  cet  abaissement. 

La  probabilité  du  bien  jugé ,  ou  le  rapport  du  nombre  des  bien 
jugés  au  nombre  total  des  jugements,  est  pour  ce  tribunal 

\     =    3v'    2V^  , 

lorsque  tous  les  jugements  peuvent  être  confondus  en  une  seule  série. 
Concevons-les  maintenant  répartis  en  deux  catégories  ,  pour  lesquelles 
V  prend  les  valeurs  v,,  v^\  le  rapport  du  nombre  des  bien  jugés  au 
nombre  total  des  jugements  deviendra 

(tt,V,4-u,V,  =  5  (M.,pî-f-^,i'5)  —  2(a,('J  -|-  u^v'^^, 

et  il  faut  prouver  que  l'on  a 

«.V.  +  «.V.  <  V,  (27) 

du  moins  dans  le  cas  où  les  tmis  nombres  v ,  f , ,  v^  seraient  suppo- 
sés >  \. 

Dans  ce  cas  en  effet,  le  rapport  p  pour  la  série  générale  étant  une 
moyenne  entre  les  valeurs/;,,  p^  que  prend  ce  rapport  pour  l'une 
et  pour  l'autre  catégorie,  la  valeur  de  v  tombera  aussi  entre  celles  de 
v^  et  de  v^,  de  sorte  que  l'on  pourra  supposer 

*',>*',      V  ->   v^.  (28) 

D'un  autre  côté  on  aura,  par  ce  qui  a  été  démontré  ci-dessus , 

«.^.  -H  At.f.  <  V,     ou     M,   <  ~-^.  (29) 

Or,  si  l'inégalité  (27 j  u'était  pas  satisfaite,  et  qu'on  eût  au  contraire 
u.V,  -h  /y..V.  >  V, 
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ou 

«,  (V,  _  V.)  >  V  —  Y., 

il  serait  permis  d'en  conclure 

'"'   •>    V,  —  Y,  ' 

et  par  suite,  à  cause  de  l'inégalité  (29^ 

(,,_  ^.)  (V,  _  V,)  >  (i^.  -  c'J  {Y  -  V.)  ;  (5o) 

car,  la  fonction  V  étant  croissante  avec  v ,  les  inégalités  (28)  entraînent 

V.  -  V.  >  o,     V  -  V.  >  o; 

et  dès-lors  on  peut,  sans  intervertir  les  inégalités,  multiplier  ou  divi- 
ser par  les  binômes  V, — V, ,  V  —  V,.  Maintenant,  l'inégalité  (3o) 
se  réduit,  après  qu'on  y  a  substitué  pour  V,  V, ,  V,  leurs  valeurs,  et 
supprimé  les  facteurs  communs ,  à 

mais ,  tant  que  les  fractions  v ,  v,,  v^  surpassent  chacune  - ,  selon 
l'hypothèse ,  le  facteur 

5  —  2  (v  4-  f ,  +  i't) 

est  positif;  donc  on   aurait 

^  <  ^,, 

contrairement  à  la  première  inégalité  (28).  Donc  enfin  l'inégalité  (27) 
est  vérifiée ,  en  excluant  le  cas  infiniment  peu  probable  de  l'égalité 
des  deux  membres. 

Ainsi,  à  mesure  que  l'accroissement  des  documents  statistiques 
permet  d'opérer  une  élimination  plus  complète  de  l'influence  des 
causes  objectives,  par  la  multiplication  des  catégories,  la  valeur  assi- 
gnée par  le  calcul  à  la  chauce  moyenne  du  bien  jugé  pour  le  tribunal 
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va  en  s'abaissant,  comme  la  valeur  assignée  à  la  chance  moyenne  du 
bien  jugé  pour  chaque  juge. 

25.  Jusqu'ici  nous  avons  supposé  connus  ,  et  immédiatement 
donnés  par  les  documents  statistiques,  les  nombres  «, ,  /W, ,.  .  .  que 
l'on  pourrait  nommer  les  coefficients  des  catégories,  et  qui  expriment 
les  probabilités  qu'un  jugement  pris  au  hasard  dans  la  série  générale, 
se  rapportera  aux  catégories  (i),  (2), .  .  .  Mais  on  peut  aussi  supposer 
les  nombres  /w, ,  /-<»>•  •  •  inconnus,  et  se  proposer  de  les  déterminer 
par  le  calcul  au  moyen  d'un  nombre  suffisant  d'éléments ,  choisis 
parmi  ceux  que  fournit  l'observation  immédiate.  C'est  sur  la  solution 
d'un  problème  de  cette  nature  que  reposent  les  applications  de  la 
théorie  des  chances  à  la  statistique  judiciaire,  en  matière  criminelle. 

En  effet,  la  série  des  accusés  traduits  devant  un  tribunal  criminel 
se  fractionne  naturellement  en  deux  catégories  ,  celle  des  accusés  cou- 
pables et  celle  des  accusés  innocents;  w„  ,u,désigneront  les  probabilités 
que  l'on  a  de  tomber  sur  un  coupable  ou  sur  un  innocent,  en  prenant 
un  nom  au  hasard  dans  la  liste  générale  des  accusés.  Les  nombres  ,m,  , 
/*„  dont  la  somme  est  l'unité,  ne  sont  pas  donnés  directement  et  ne 
peuvent  l'être,  puisque  l'on  n'aura  jamais  un  critérium  infaillible  de 
la  culpabilité  et  do  l'innocence  des  accusés  :  il  est  seulement  très 
vraisemblable  à  priori  que,  dans  l'état  de  nos  mœurs  et  d'après  nos 
institutions  judiciaires,  fji.,  l'emporte  notablement  sur  ju^,  la  traduc- 
tion des  accusés  devant  le  tribunal  qui  doit  les  juger,  n'ayant  lieu 
qu'à  la  suite  d'une  instruction  préliminaire,  qui  écarte  les  inculpés 
sur  lesquels  ne  pèsent  pas  des  charges  très  sérieuses. 

La  chance  v  du  bien  jugé  pour  chacun  des  juges  dont  le  tribunal 
se  compose,  a  pour  valeur  /-t,t',  +  yU.t^, ,  i', ,  v^  désignant  les  valeurs 
de  cette  chance  par  rapport  à  la  série  des  accusés  coupables  et  par 
rappoi't  à  la  série  des  accusés  innocents.  Il  y  a  lieu  de  croire  qu'en 
thèse  générale  les  nombres  i',,  v^  ne  sont  point  égaux  ,  ou  en  d'autres 
termes  que  le  rapport  du  nombre  des  coupables  condamnés  par  un 
juge,  au  nombre  des  coupables  qu'il  acquitte,  n'est  pas  le  même  que 
le  rapport  du  nombre  des  innocents  qu'il  acquitte ,  au  nombre  des 
innocents  qu'il  condamne.  Dans  tous  les  cas,  ce  serait  à  l'expérience 
à  démontrer  l'égalité  des  rapports  v, .  i>^.  On  a  donc  en  général  trois 
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quanlités  iocoiitiues,  a£i,  t",,  t'»,  qu'il  s'agit  de  delevminer  d'après  les 
données  de  l'observation. 

Admettons  pour  un  moment  que  le  juge  qui  condamne  un  accusé 
affirme  par  cela  même  que  l'accusé  est  coupable,  et  que  réciproque- 
ment le  juge  qui  acquitte  un  accusé  affirme  par  cela  même  sa  non- 
culpabilité.  Désignons  par  c  le  rapport  du  nombre  des  accusés  con- 
damnés à  l'unanimité,  au  nombre  total  des  accusés;  par  c'  le  rapport 
du  nombre  des  accusés  condamnés  à  la  simple  majorité,  au  même 
nombre  total;  enfin  par  a  le  rapport  du  nombre  des  accusés  acquittés 
à  l'unanimité,  au  nombre  total  :  on  aura  entre  les  inconnues  //,, ,  v»,, 
f,  les  trois  équations 

SyW.fUi  —  f,)  +  5(i  —  ^,)i^.(i— f,)*  =  c',    V     (3i) 
//..fi  —  p,)'-f-(i— /*.)^'  =  «'    J 

qui  suffisent  pour  les  déterminer  complètement. 

On  objectera  avec  raison  que  le  juge  qui  acquitte  un  accusé  n'en- 
tend point  d'ordinaire  affirmer  que  l'accusé  n'est  pas  coupable,  mais 
seulement  qu'à  ses  yeux  les  indices  de  culpabilité  ne  sont  pas  suffi- 
sants pour  déterminer  une  condamnation  ;  que  réciproquement  le 
juge  qui  condamne  n'entend  point  affirmer  avec  une  absolue  certi- 
tude, la  culpabilité  de  l'accusé,  mais  seulement  l'existence  de  tels 
indices,  d'une  présomption  si  forte  de  culpabilité,  qu'on  ne  saurait, 
sans  paralyser  l'action  de  la  justice  et  compromettre  la  sûreté  publi- 
que, acquitter  les  accusés  contre  lesquels  pèsent  de  tels  indices,  et 
d'aussi  fortes  présomptions. 

La  conséquence  de  cette  objection ,  c'est  que  les  nombres  //,, ,  yw, , 
V,,  t', ,  déterminées  par  les  équations  précédentes,  sont  relatifs,  non 
point,  comme  nous  l'avions  supposé  d'abord,  à  deux  catégories  dont 
l'une  comprendrait  les  accusés  coupables  ,  et  l'autre  les  accusés  inno- 
cents; mais  bien  à  deux  autres  dont  la  première  comprendrait  les 
accusés  condamnables ,  et  la  seconde  les  accusés  noncondamnables 
ou  acquittables ;  la  première  pouvant  à  la  rigueur  comprendre  des 
innocents,  et  la  seconde  comprenant  très  vraisemblablement  beau- 
coup de  vrais  coupables.  Mais  d'un  autre  côté,  si  l'esprit  saisit  tout 
de  suite  la  distinction  absolue  des  accusés  coupables  et  noncoupables, 
Tome  m.  —  Jtim  i838.  Sg 
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il  s'cQ  faut  bien  que  l'on  se  forme  aussi  facilement  une  idée  précise 
de  la  division  catégorique  en  accusés  condamnables  et  accusés  non- 
condamnables.  Comme  c'est  ici  le  point  le  plus  délicat  d'une  théorie, 
d'ailleurs  délicate  dans  toutes  ses  parties,  on  ne  saurait  y  apporter 
trop  d'attention. 

(24}.  Nous  demanderons  à  ce  sujet  la  permission  de  revenir  encore 
sur  l'exemple  fictif  qui  nous  a  servi  plusieurs  fois  à  fixer  !a  valeur  de 
certaines  notions.  Quand  un  homme  exercé  aux  pronostics  météoro- 
logiques, prédit  le  beau  temps  pour  le  lendemain,  il  n'entend  sûre- 
ment pas  affirmer  d'une  manière  absolue  qu'il  fera  beau;  mais  seule- 
ment que  les  chances  de  beau  temps  sont  très  grandes,  assez  grandes 
par  exemple  pour  entreprendre  sans  hésitation  un  voyage ,  une 
ascension  alpestre.  De  même  le  chirurgien  qui  opine  pour  l'amputa- 
tion d'un  membre,  n'affirme  pas  absolument  l'impossibilité  d'une 
autre  cure;  il  affirme  seulement  que  dans  son  opinion  les  chances 
d'une  issue  funeste,  si  le  membre  n'est  pas  amputé,  sont  assez  grandes 
pour  déterminer  le  sacrifice  du  membre  affecté.  La  même  remarque 
s'applique  à  la  plupart  des  jugements  des  hommes,  et  n"a  rien  de 
spécial  aux  jugements  en  matière  criminelle. 

Ceci  rentre  tout-à-fait  dans  ce  que  nous  avons  dit  au  sujet  de  l'in- 
fluence des  causes  objectwes  d'erreur,  ou  de  celles  qui  sont  indépen- 
dantes des  affections  variables  et  irrégulièrement  variables  de  chaque 
juge  en  particulier.  On  se  rend  compte  de  cette  influence  en  concevant 
que  les  questions  à  juger  sont  réparties  en  diverses  catégories,  pour 
chacune  desquelles  la  chance  v  de  la  conformité  de  l'événement  à 
l'affirmation  du  juge,  prend  une  valeur  différente.  Cela  posé,  il  faut 
distinguer  deux  cas  :  celui  où  la  chance  v,  en  variant  d'une  catégorie 

à  l'autre,  reste  toujours  au-dessus  de  - ,  et  celui  où  elle  peut  descen- 
dre pour  certaines  catégories,  au-dessous  de  -. 

Dans  le  premier  cas  il  n'y  aurait  aucune  équivoque  possible.  Les 
chances  i>,,  v^,...  Vi,  pourraient  être  indifféremment  déterminées, 
ou  par  l'observation  directe,  comme  cela  est  possible  à  l'égard  des 
pronostics  météorologiques,  ou  indirectement  par  le  calcul,  suivant 
la  théorie  qui  fait  l'objet  de  ce  mémoire  ,  dans  les  cas  où  l'observation 
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directe  est  impossible.  Le  calcul  assignant  à  chaque  quantité  Vi  une 

valeur  ambiguë  de  la  forme  -  ±  z, ,   on  saurait  qu'il    faut   toujours 

prendre  z,  avec  le  signe  positif,  et  que  par  ce  moyen  les  résultats  du 
calcul  coïncideront  toujours  avec  ceux  que  donnerait  l'observation 
directe,  si  elle  pouvait  avoir  lieu. 

Cela  posé,  concevons  les  accusés  répartis  en  un  assez  grand  nom- 
bre de  catégories,  pour  que  dans  chacune  les  causes  d'erreur  agissent 
fortuitement  et  indépendamment  sur  chaque  juge,  chaque  catégorie 
comprenant  d'ailleurs  des  accusés  coupables  et  des  accusés  innocents. 
Si,  dans  chacune  de  ces  catégories,  la  valeur  du  rapport  v  ne  peut 

descendre  au-dessous  de-,   soit   pour   les   coupables,    soit   pour  les 

innocents,  les  équations  (5 1) ,  appliquées  à  chaque  catégorie,  déter- 
mineront   efifectivenient   le   rapport    du    nombre    des   coupables   au 

nombre  des  innocents,  exprimé  par  — — — ,  la  valeur  de  la  chance  v, 

de  la  condamnation  des  coupables,  et  celle  de  la  chance  c,  de  l'ac- 
quittement des  innocents.  Ce  calcul  donnant  les  valeurs  de  v,,  v^, 

par  couples  de  la  forme  -  ±  ;, ,  -  =fc  r,,  on  saura  qu'il  faut  toujours 

prendre  s, ,  r,  avec  le  signe  positif. 

Les  mêmes  équations  (5i),  appliquées  à  la  série  générale  des 
accusés,  ne  donneraient  sans  doute  qu'une  approximation  des  rap- 
ports cherchés,  selon  la  théorie  exposée  dans  les  articles  précédents; 
mais  cette  approximation  se  rapporterait  toujours  à  la  classification 
des  accusés  en  coupables  et  en  innocents  :  la  distinction  faite  plus  haut 
entre  les  accusés  coupables  et  les  accusés  condamnables,  entre  les  ac- 
cusés innocents  et  les  accusés  acquittables ,  ne  se  rattacherait  en  rien 
aux  résultats  du  calcul. 

Or,  au  contraire,  on  doit  admettre,  que  pour  de  nombreuses  ca- 
tégories d'accusés,  la  chance  v  d'un  vote  conforme  à  la  réalité  du 
fait  tombe  au-dessous  de  7,  et  s'approche  même  indéfiniment  de  zéro. 
Il  y  a  sans  doute  beaucoup  d'accusés  coupables  qui  ont  la  presque  cer- 
titude d'obtenir  un  vote  d'acquittement,  soit  à  cause  de  la  faiblesse 
des  preuves  juridiques  qui  pèsent  sur  eux ,  soit  en  raison  de  diverses 
causes  (telles  que  la  trop  grande  rigueur  de  la  loi  pénale)  qui  prédis- 

39.. 
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posent  à  l'indulgence  la  généralité  des  juges.  On  ne  peut  guère  plus  se 
refuser  à  admettre  que ,  pour  un  très  petit  nombre  d'accusés  inno- 
cents, il  y  a  presque  la  certitude  d'être  atteints  par  un  vote  de  con- 
damnation, tant  sont  grandes  les  charges  qu'un  enchaînement  fatal  de 
circonstances  fait  peser  sur  eux,  et  qui  sont  de  nature  à  déterminer  la 
conviction  des  juges  les  plus  éclairés  et  les  plus  impartiaux. 

En  conséquence  il  y  a  des  catégories  d'accusés  pour  lesquelles ,  si 
l'on  faisait  usage  des  équations  (3i),  en  les  rattachant  à  la  classification 
des  accusés  en  coupables  et  en  innocents  ,  il  faudrait  choisir  pour  t-, , 
ou  pour  i>,  et  t», ,  celles  des  valeurs  données  par  le  calcul ,  qui  tombent 
au-dessous  de  ^.  Il  résulterait  de  là  que  l'on  ne  pourrait  plus,  même 
dans  une  première  approximation,  appliquer  les  équations  (5i)  à  la 
série  générale  des  accusés,  ou  du  moins  que  l'on  aurait  de  justes  raisons 
de  douter  si,  entre  les  deux  valeurs  de  i',  tirées  de  ces  équations, 
on  ne  doit  pas  choisir  de  préférence  celle  qui  tombe  au-dessous  de  j, 
comme  plus  approchée  de  la  vraie  valeur. 

Il  n'y  a  qu'une  manière  de  lever  cette  difficulté  ,  et  de  faire  rentrer 
le  second  cas  dans  le  premier  :  c'est  de  considérer  comme  acquittables 
les  accusés  coupables  pour  lesquels  la  chance  c,  d'une  voix  de  condam- 
nation tombe  au-dessous  de  | ,  et  pareillement  de  considérer  comme 
condamnables  les  accusés  innocents  (  vaisemblablement  et  heureuse- 
ment en  fort  petit  nombre)  pour  lesquels  les  chances  d'une  voix  d'ac- 
quittement tomberaient  aussi  au-dessous  de  ^.  Par  suite  de  cette  con- 
vention, et  eu  changeant  la  signification  primitive  des  lettres  f, ,  t'»  ; 
en  concevant  que  v,  est  la  chance  d'une  voix  de  condamnation  pour  les 
accusés  condamnables,  que  c,  est  la  chance  d'une  voix  d'acquittement 
pour  les  accusés  acquittables,  les  nombres  i»,.  v^  ne  peuvent,  par  la  défi- 
nition même,  tomber  au-dessous  de  j  pour  aucune  catégorie  d'accusés  ; 
et  quand,  dans  une  preraièi'e  approximation  ,  on  applique  les  équa- 
tions (3 1)  à  la  série  générale  des  accusés,  on  doit  nécessairement 
prendre  pour  i', ,  i\ ,  dans  les  couples  de  valeurs  données  par  le  calcul, 
celles  qui  surpassent  |. 

25.  Ces  explications  ont  l'avantage  de  fournir  une  définition  précise 
et  mathématique  du  sens  qui  s'attache  aux  mots  condamnables  et  non 
condamnables  :  elles  font  voir  avec  netteté  comment  la  classification 
des  accusés  en  condamnables  et  uoucondamnablçs  se  rapporte  à  1  état 
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des  lumières,  aux  prédispositions  morales  qui  régnent  dans  la  classe 
de  citoyens  au  sein  de  laquelle  on  prend  les  jurés  ou  les  juges  crimi- 
nels; de  manière  que  les  juges  venant  à  être  pris  dans  une  autre  classe, 
ou  à  subir  dans  la  même  classe  de  nouvelles  influences,  telles  catégo- 
lies  d'accusés  pourront  passer  de  la  classe  des  accusés  condamnables  à 
celle  des  accusés  noncondamnables  ,  ou  réciproquement. 

Ainsi  le  rapport  du  nombre  des  condamnés  au  nombre  total  des 
accusés,  qui  atteignait  eu  Belgique  la  valeur  o,83  quand  les  crimes 
étaient  jugés  par  des  tribunaux  permanents,  s'est  abaissé  à  0,60  quand 
on  a  rétabli  dans  ce  pays  l'institution  du  jury  français;  et  de  là  on 
conclut,  suivant  l'intéressante  remarque  de  M.  Poisson,  que  la  pro- 
portion des  accusés  condamnables  (dans  le  sens  que  nous  donnons  à 
cette  expression)  a  décru  brusquement  par  le  rétablissement  de  l'ins- 
titution du  jury,  quoique  les  formes  de  l'instruction  préliminaire  soient 
restées  les  mêmes  et  que  par  conséquent  la  proportion  des  accusés 
réellement  coupables  n'ait  pas  dû  varier  sensiblement.  En  effet,  les 
jurés  étant  plus  enclins  à  l'indulgence  que  des  lîiagistats  permanents, 
il  y  a  de  nombreuses  catégories  d'accusés  coupables  pour  lesquels  la 
chance  p,  d'un  vote  de  condamnation  surpasse  ~  quand  il  s'agit  de 
magistrats,  et  tombe  au-dessous  de  i  quand  le  vote  doit  être  émis  par 
des  jurés.  Les  accusés  compris  dans  ces  catégories  appartiennent  à  la 
classe  des  accusés  condamnables  lorsqu'on  applique  les  formules (3 1)  ou 
leurs  analogues  à  des  jugements  rendus  par  une  magistrature  per- 
manente, et  passent  dans  la  classe  des  accusés  non  condamnables 
lorsqu'on  applique  les  mêmes  formules  à  des  jugements  par  jurés. 

Cette  théorie  nous  met  aussi  à  même  de  prévoir  dans  quel  sens  les 
résultats  du  calcul  S3  modifieront ,  selon  la  nature  des  variations 
survenus  dans  la  législation  criminelle  ou  dans  d'autres  circonstances 
qui  influent  sur  les  votes  des  jurés.  Tout  ce  qui  tend  à  augmenter  les 
lumières  des  jurés  doit  augmenter  les  valeurs  de  t», ,  v^;  ainsi  toutes 
circonstances  égales  d'ailleurs,  on  trouvera  c, ,  i',  moindres  pour  des 
jurés  qui  votent  sans  communication  entre  eux  que  pour  des  jurés 
qui  délibèrent  en  commun  et  peuvent  s'éclairer  mutuellement.  Au 
contraire,  un  adoucissement  de  la  législation  pénale,  qui  amène  un 
plus  grand  nombre  de  condamnations  méritées,  par  suite  une  répres 
sion  plus  efficace  de  certains  désordres,  et  que  l'on  doit  regarder  en 


5io  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

conséquence  comme  une  incontestable  amélioration  ,  peut  bien  faire 
baisser  les  valeurs  de  i', ,  p,,  qui  se  rapportent  à  la  classification  eu 
condamnables  et  non  condamnables.  Il  y  avait  une  catégorie  d'accusés 
presque  sûrs  de  lacquittement ,  ou  pour  lesquels  v,  avait  une  très 
grande  valeur.  La  cause  constante  et  objective  d'erreur,  qui  détermi- 
nait l'acquittement  avec  une  presque  certitude,  étant  soustraite,  le 
sort  de  ces  accusés  reste  soumis  à  l'influence  des  causes  subjectives 
d erreurs  qui  agissent  irrégulièrement  et  indépendamment  sur  chaque 
juré.  La  chance  i>^  diminue  pour  les  accusés  de  la  catégorie  dont 
il  s'agit,  et  si  elle  diminue  au  point  de  tomber  au-dessous  de  -j, 
ces  accusés  passent  dans  la  classe  des  accusés  que  nous  qualifions  de 
condamnables  ,  mais  pour  lesquels  c,  peut  avoir  une  valeur  très  peu 
supérieure  à  j.  Les  valeurs  moyennes  de  i\.  c,  relatives  à  la  série  gé- 
nérale des  condamnés,  pourront  donc  baisser  par  suite  de  l'adoucisse- 
ment de  la  législation  pénale,  quoiqu'il  y  ait  un  plus  grand  nombre 
de  jugements  vrais,  d'une  absolue  vérité. 

En  général,  l'ignorance  est  une  cause  d'erreur  dont  le  mode  d'ac- 
tion est  irrégulier  et  variable  d'un  juré  à  l'autre.  Tout  ce  qui  tendra  à 
accroître  les  lumières  des  jurés  tendra  à  diminuer  la  part  du  hasard 
dans  les  verdicts  des  jurys  ,  à  accroître  la  proportion  des  verdicts 
rendus  à  l'unanimité  ou  à  une  forte  majorité ,  à  accroître  en  consé- 
qnence  les  valeurs  assignées  par  le  calcul  aux  rapports  v,,  f^.  Au  con- 
traire, la  soustraction  des  causes  d'erreurs  qui  tiennent  à  des  préjugés 
dominants,  à  des  penchants  naturels  du  cœur  humain,  tout  en  aug- 
mentant le  nombre  des  jugements  vrais,  pourra  accroître  la  part  du 
hasard ,  diminuer  la  proportion  des  verdicts  rendus  à  l'unanimité  ou 
à  une  forte  majorité;  diminuer  consécutivement  les  valeurs  que  le 
calcul  en   déduit  pour  les  rapports  u, ,  c,. 

26.  Maintenant  que  la  signification  de  ces  rapports  et  le  sens  des 
équations  (5i)  nous  semblent  suffisamment  éclaircis,  nous  allons  pas- 
ser à  la  résolution  de  ces  mêmes  équations.  Si  l'on  pose 

elles  deviendront 
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1  ^1    .    3        ,    ,    3        ,    ,    3  3  ,1  /.    . 

—  u,z',  +/A^'  —  -  /a.z;  —  -f^X  +  ^  /*,£.,  —  I  M,2,  +  g  —  -  =  o,  (c  ) 

3  3  3  3  I 

—  u,zl  +  //.-^  +  -  ^X  +  -  A*,z:  —  ^  ^,z.  +  ^  /w.z.  +  g—  a  =  o.  (f<) 

Nous  les  remplacerons  par  les  trois  suivantes  qui  s'en  déduisent 

(c)  ■+■  (à)  =  5u,z]  +  3^,2^  +  7  —  c  —  a  =  o  ,  (Sa) 

3  3 

(f)  —  (a)  =  2f^,z\  —  2w.z.'+  -^,s,  —  -  ^jC.  —  6-  +  rï  =o,  (d5) 

(a)  — 3(c)  —  3(c')  =  —  Syw.z,  +  5,u,z,  —  -  +  2C  +  c'  —  a  =  o.  (34) 

Faisant,  pour  simplifier, 

+   2C  -\-  c'  —  a  =  i  , 

2        ' 

il  viendra  par  lequation  (S/j),   et  au  moyen  de  ce  que  w,  +  /^^  =:  i  , 

_3£a  +  e_  3;,— . 

•"'  ""  3(z,  -h  2Ô '    ^»  —  3 (z,  +!;)• 

Si  nous  substituons  ces  valeurs  dans  les  e'quatious  (Sa)  et  (35),  en 
posant ,  toujours  pour  motif  de  simplification, 


4 

3 

-  i 

elles  deviendront 


-  ê  -f  5  (a  —  c)  =  i". 


(z.  +  z.)  [3z,z,  -f  s  (z.  —  z,)  +  s']  =  o , 
(z.  +  z,)  [6z,z,  (z.  —  zO  +  i"]  -t-  2£(z:  H-  z,')  =  o  ; 

ou  plus  simplement ,  après  avoir  substitué  dans  la  seconde  la  valeur 
de  z,z,  tirée  de  la  première ,  et  supprimé  le  facteur  commun  z,  +  z,  : 

5z,z, +  ê(z,  —  z,)+ ê' =0,  (35) 

2êZjZa  —  2t'  (z,  —  Z,)  -)-  e'  =  0  : 
enfin ,  si  l'on  pose 

1  3e"  26e'  o  1        2s'"    -)-     Ee" 

2  3e  -f-  «'  '  2    3i   +  £^  ' 
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on  aura  définitivement 

z,  =  S  =t.  \/S*  +  «r , 
2,  =  —  S  d=  \'S^  -{-  <w , 

I      ,  e  —  3S  I  i  —  3S 


La  probabilité  de  la  condamnation  de  l'accusé  par  le  tribunal  a 
pour  valeur ,  si  l'accusé  est  condamnable , 

et  la  probabilité  de  l'acquittement  de  l'accusé ,  s'il  n'est  pas  condam- 
nable ,  a  pour  valeur 

V,  =  -  +   -=.  —  2zl; 
d'où 

V.  ~  V.  =  (.,  -  -.)  [_l  -  2iz]  4-  c.z.  +  z.:)]. 

Le  signe  de  V,  — Y,  sera  le  même  que  celui  de  z,  —  s,  ;  car  s, — r,  ne 
pouvant  dépasser  { ,  il  est  facile  de  voir  que  le  coefficient  de  z,  —  -, 
dans  l'équation  précédente  est  toujours  positif. 

La  probabilité  qu'un  accusé  pris  au  hasard  sera  condamné,  ou 
le  rapport  du  nombre  des  condamnés  au  nombre  total  des  accusés,  a 
pour  valeur 

C  =  fji^W  +  A*.(i— V.), 

et  la  valeur   numérique  de  C  devra  coïncider  avec  la  somme  des 
nombres  désignés  plus  haut  par  c,  c' . 
On  trouve,  en  mettant  pour  V, ,  V.  leurs  valeurs, 

^. -C  =  /..[i -'(..  + 2.) +  2(.!+.^)]-(i-^r.  +  2.Q 

de  sorte  que  /W,  sera  >•  ou  ■<  C  (c'est-à-dire  que  le  nombre  des  con- 
damnés sera  plus  petit  ou  plus  grand  que  celui  des  condamnables) , 
selon  qu'on  aura 
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Mi  doit  être  supposé  notablement  plus  grand  que  j,  sans  quoi  les  ga- 
ranties de  l'instruction  criminelle  deviendraient  illusoires  ;  et  cela  ad- 
mis,  l'inégalité  précédente  nous  monti'e  que  /u,  surpassera  certaine- 
ment C ,  si  l'on  a 

-    —    -  z,   -t-   2z;  > z,  -f-  2Z,, 

1  2  2  2 

ou 

(-■*  —  ^i)  [^  2  —  2(Z!  +  Z,Z,  4-  -zO]  >  O  , 

ou  simplement,  d'après  l'observation  déjà  faite  plus  haut ,  z,  >•  z,. 

Mais  dans  le  cas  où  l'on  aurait  au  contraire  s,  >  z.,  il  pourrait 
arriver  que  le  nombre  des  condamnés  surpassât  celui  des  condam- 
nables. 

27.  L'idée  de  déterminer  à  posteriori ,  par  la  statistique  judiciaire, 
les  coefficients  «, ,  ^u^ ,  ou  le  rapport  du  nombre  des  accusés  condam- 
nables au  nombre  total  des  accusés ,  est  due  entièrement  à  M.  Poisson. 
Avant  cet  éminent  géomètre,  Condorcet  qui  avait  traité  laborieuse- 
ment la  même  matière ,  et  Laplace  qui  n'avait  fait  que  l'effleurer,  ne 
s'étaient  point  trouvés  conduits  par  leurs  recherches  à  envisager  la 
question  sous  cette  face ,  la  seule  qui  se  prête  convenablement  aux 
applications  statistiques. 

Mais  la  marche  que  suit  M.  Poisson  pour  y  arriver,  implique  la 
supposition  tacite  que  les  rapports  désignés  ici  par  v, ,  p,  sont  égaux 
entre  eux  ;  et  l'on  verra  en  efl'et  que,  sans  cette  supposition ,  la  sta- 
tistique judiciaire  ne  lui  eût  pas  fourni  tous  les  éléments  nécessaires 
pour  la  solution  numérique  du  problème  qu'il  avait  principalement 
en  vue.  Nous  passerons  toutà-l'heure  à  la  discussion  d'un  autre  pro- 
blème, on  une  pareille  supposition  n'est  plus  indispensable,  et  con- 
duirait même  en  général  à  des  résultats  qui  répugnent.  Si  l'on  fait  dans 
l'équation  (55)  z,  =z,  =  z,  on  en  tirera 


=  ^^/-4-*W'- 


{c  +  a) 


et,  en  effet,  c-\-a  étant  le  rapport  du  nombre  desjugements  rendus  à 
l'unanimité  au  nombre  total  des  jugemeats,  cette  formule  coïncide 

Tome  III.  —  JiiM   i818.  4° 
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avec  l'e'qualioii  (4)  de  lart  5.  On  aurait  aussi 

I  _,     I       ar  -j-  c'  —  a  —  \  ,  ,      ac  +  ''  —  o  ■ 


M-,  = 


Dans  la  même  supposition,  on  n'aurait  plus  besoin  d'employer  la 
troisième  équation  (3i),  et  le  rapport  désigné  par  a  pourrait  être  in- 
connu. En  faisant  dans  les  deux  premières  équations  v,  =  i\=  -  -{-  z  , 
on  serait  conduit  à  l'équation  biquadratique 

11  est  assez  remarquable  que,  pour  ce  cas  particulier,  la  valeur  de  z 
dépende  d'une  équation  du  quatrième  degré ,  et  implique  deux  radi- 
caux carrés,  tandis  que  nous  avons  obtenu  plus  haut  les  valeurs  géné- 
rales de  2,,  Zt,  avec  un  seul  radical,  en  employant  à  la  vérité  un  troi- 
sième élément  a,  qui  maintenant  n'est  pas  censé  connu. 

28.  Si  la  statistique  judiciaire  donnait  pour  nos  tribunaux  correc- 
tionnels, formés  en  général  de  trois  juges  ,  les  valeurs  des  éléments  c , 
c',  a,  on  appliquerait  les  formules  précédentes  à  la  détermination  des 
rapports  /u„  c,,  t',  ;  mais  ces  éléments  ne  sont  pas  donnés  et  ne  peuvent 
l'être,  d'après  nos  lois  criminelles.  Au  contraire,  la  statistique  judiciaire 
nous  donne  sur  les  appels  de  police  correctionnelle  tous  les  documents 
nécessaires  pour  déterminer  les  mêmes  rapports  à  l'égard  des  prévenus 
qui  subissent  les  deux  degrés  de  juridiction. 

Appelons  N  le  nombre  des  prévenus  jugés  en  appel  par  les  tribu- 
naux des  chefs-lieux  de  départements;  C  le  nombre  des  prévenus  Je 
cette  catégorie  condamnés  en  premier  ressort  ;  C  le  nombre  des  pré- 
Tcaus  condamnés  en  appel  ;  Q  le  nombre  des  prévenus  condamnés  en 
premier  ressort  et  acquittés  en  appel;  Q' celui  des  prévenus  acquittés 
en  premier  ressort  et  condamnés  en  appel,  de  sorte  que  Q  +  Q'  soit 
le  nombre  des  prévenus  pour  lesquels  il  y  a  eu  désaccord  entre  les 
tribunaux  d'instance  et  d'appe!  sur  la  déclaration  de  culpabilité.  Posons 

Désignons  par  a,,   w,  les  rapports  du  nombre  des  prévenus  condam- 
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nables  et  du  nombre  des  prévenus  non  condamnables  au  nombre  N  des 
pre'venus  ;  par  V,,  V.  les  probabilités  que  le  tribunal  jugeant  en  pre- 
mier ressort,  condamnera  un  accusé  condamnable  et  acquittera  un 
accusé  non  condamnable  ;  par  V,' ,  Vj  les  mêmes  probabilités  pour  le 
tribunal  d'appel  :  on  aura  d'abord 

/«.V;  +  /«.(i— VO  =  c',  k56) 

^(v,  +  v;  —  2V,v;) +/a(v.  +  v:  —  2V,v:)  =  g.  ) 

S'il  était  permis  de  supposer  à  priori  V,  =  V^  =  V^V,'  =  V,  =  V , 
ces  trois  équations  suffiraient  (à  cause  de  la  relation  ytt, +^,=  i) 
pour  déterminer  les  trois  inconnues  /u,,\,  V.  On  trouverait  ainsi 


V 


I      ,       I   .  /ac  —  I    ,  s 


^.     = 


2  2V      2C  I^  7/'J 

V    +  C  —   I  V  +  C  —  ! 


2V  —  I       ~~      aV  —  I 


D'après  le  taUeau  (^),  art.  i3,  on  a,  pour  la  période  décennale 
1826  —  35, 

N  =  32oi5,     €  =  20986,     C'  =  2245o,    Q  =  3a3o,     Q'=4695, 

et  par  suite  , 

c  =  o,6555  ,     c'  =  0,7012,     q  =  0,2475;        (58) 

d'où  l'on  tire>  par  les  formules  (37)  , 

V  =  0,812,     V  =  o,go4,     /u,,  =  0,749.  (39) 

Si  l'on  compare  ces  résultats  avec  ceux  de  l'article  14,  on  ne  trou- 
vera qu'une  différence  d'environ  deux  centièmes  en  moins  sur  la  va- 
leur de  V ,  et  d'environ  deux  centièmes  en  plus  sur  celle  de  V  ;  ce  qui 
est  un  accord  assez  remarquable,  eu  égard  à  la  disparité  des  bases  de 
l'un  et  de  l'autre  calcul. 

40.. 
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A  l'égard  des  prévenus  jugés  en  appels  par  les  cours  royales ,  on  a 
N=.  46195,     €  =  54420,     C'  =  34456,     Q  =  48i6,     Q'  =  4852; 
ce  qui  donne 

c  =  0,7451,       c'  =  0,7455,       q  =  0,2089; 
et  par  suite,  d'après  les  équations  (57),  où  V  serait  remplacé  par  V", 

V  =  0,881,     V"  =  0,882,     ,«.  =  0,821. 

La  valeur  de  /a,  se  trouve  plus  grande  que  pour  la  série  des  appels 
ressortant  aux  tribunaux  de  chefs-lieux ,  ce  qui  cadre  parfaitement 
avec  la  remarque  faite  dans  l'article  i  5  sur  la  plus  grande  facilité  de 
l'appel,  quand  l'appel  doit  être  porté  devant  les  cours  royales.  D'un 
autre  côté  les  valeurs  précédentes  de  V  ,  V*  sont  sensiblement  égales 
entre  elles,  ce  qui,  dans  l'hypothèse,  est  une  conséquence  nécessaire 
de  la  presque  égalité  des  rapports  c,  c' ,  donnés  par  la  statistique.  Or, 
comme  le  nombre  des  juges  est  au  moins  de  cinq  en  cour  royale,  il 
en  résulterait  que  la  chance  d'erreur  serait  notablement  plus  grande 
pour  le  juge  de  cour  royale  que  pour  le  juge  de  première  instance  ; 
conséquence  qui  répugnerait,  si  le  mot  erreur  était  pris  dans  un 
sens  absolu. 

La  difficulté  se  résout,  si  l'on  observe  que  ,  par  suite  d'un  penchant 
à  l'indulgence,  plus  grand  chez  les  juges  de  cours  royales,  et  que  la 
statistique  a  manifesté,  il  y  a  des  prévenus  qui  doivent  Kgurer,  rela- 
tivement aux  juges  de  première  instance,  dans  la  catégorie  des  accusés 
non  condamnables.  On  a  donc,  en  désignant  par  ytt"  la  valeur  qu§ 
prend  le  rapport  u,  devant  les  cours  royales , 

«.V  +  (i  — /*0(i  —  V)  =  c, 

^■v"+  (i-^:)(i_v")=  c\ 

Au  moyen  de  ce  que  la  statistique  donne,  dans  le  cas  actuel,  c'  =  c, 
on  déduit  de  ces  deux  équations 

(2C  —    1)    (V"   —  V)  _ 

'"■■  —  -"■  —  (2V—  1)  (2V"  —  1)  ' 

et  comme  les  fractions  c,  V,  V"  sont  toutes  trois  plus  grandes  que 
- ,  il  est  clair  que  l'inégalité 
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F-'[    <  At. 
entraînera  celle 

V"  >  V, 

et  réciproquement.  Si ,  par  exemple ,  on  attribuait  à  V  et  à  V"  les  va- 
leurs de  V  et  de  V  données  par  les  équations  (Sg) ,  lesquelles  se  ré- 
fèrent à  la  série  des  appels  portés  devant  les  tribunaux  de  chefs-lieux, 
il  viendrait 

fx,  =  0,895  ,       ytt','  =  o,8o3. 

2g.  Ces  valeurs  dé  V  et  de  V  données  par  les  équations  (58)  ré- 
sultent, comme  on  l'a  vu,  de  l'hypothèse 

V.  =  V,  =  V,     v;  =  v;  =  V; 

mais  rien  ne  justifie  à  priori  ces  deux  conditions;  et  en  eOét,  si  elles 
étaient  nécessaires,  il  s'ensuivrait  que  les  trois  équations  (57)  détermi- 
neraient toutes  les  inconnues  du  problème,  sans  qu'on  eût  besoin 
d'aucune  donnée  sur  la  composition  numérique  de  l'un  et  de  l'autre 
tribunal.  Or,  quand  on  n'a  que  deux  tribunaux  ou  deux  personnes 
morales  appelées  à  décider  les  mêmes  questions,  sans  aucune  raison  de 
supposer  que  la  chance  d'erreur  de  Tune  l'emporte  sur  la  chance  d'er- 
reur de  l'autre,  quoiqu'on  les  suppose  toutes  deux  plus  petites  que  -, 

il  répugne  d'admettre  que  la  simple  comparaison  des  votes  puisse  dé- 
terminer laquelle  des  deux  chances  l'emporte,  et  à  plus  forte  raison 
déterminer  les  valeurs  de  l'une  et  de  l'autre  chance. 

Il  est  au  contraire  vraisemblable  avant  tout  calcul  que ,  pour  un 
tribunal  quelconque  ,  la  chance  d'erreur  doit  être  notablement 
moindre,  quand  cette  erreur  a  pour  résultat  de  condamner  un  accusé 
non  condamnable  ,  que  quand  elle  a  pour  résultat  d'acquitter  un  accusé 
condamnable. 

En  d'autres  termes,  par  cela  seul  que  l'acquitlement  est  plus  favo- 
rable que  la  condamnation ,  il  y  a  lieu  de  présumer  qu'à  l'égard  des 

accusés  pour  lesquels  la  chance  d'acquittement  surpasse  - ,  la  valeur 

moyenne  de  la  chance  d'acquittement  approche  plus  de  l'unité  que 


3i8  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

n'en  approche  la  valeur  moyenne  de  la  chance  de  condamnation  ,  à 
1  égard  des  accusés  pour  lesquels  cette  chance  surpasse  -.  Nous  ver- 
rons tout-à-l'heure  comment  le  calcul  confirme  cette  prévision. 

Quant  à  présent ,  nous  pouvons  considérer  V, ,  V,' ,  Vj  comme  des 
quantités  inconnues,  ayant  respectivement  pour  limites  inférieures 
^.>  V,,  Vr  et  pour  limite  supérieure  l'unité.  Afin  de  passer  d'une 
supposition  extrême  à  l'autre,  nous  ferons  dans  les  équations  (56)V'=i , 
V,=  I  ,  ce  qui  les  réduira  à 

et,  en  y  substituant  pour  c ,  c',  q  les  valeurs  (38),  on  en  tirera 

V.  =  0,791  ,     V:  =  0,846,     /*,  =  0,829.  (40) 

Si  maintenant,  dans   les  formules 

V  =  ^.V,  +  (i-M.)V„ 

v'=^.v.'  +  (i-A*.)v;, 

on  substitue  les  valeurs  précédentes  de  V,,  V,' ,  /x, ,  en  y  faisant  d'ail- 
leurs  I  =  V,  =  V^ ,  il  viendra 

¥  =  0,827,     ¥'  =  0,872;  (41) 

valeurs  fort  peu  différentes  de  celles  que  nous  avons  trouvées  pour 
V  et  V,  dans  l'art.  14,  par  une  méthode  qui  ne  permettait  pas  de  dis- 
tinguer la  catégorie  des  accusés  condamnables  d'avec  celle  des  accusés 
non  condamnables. 

Relativement  aux  appels  portés  devant  les  cours  royales,  nous 
trouvons  dans  la  même  supposition  V,  =  i  ,  V"  =  1  , 

V,  =  0,359,      Vr  =  0,860  ,     /u,  =  0,867. 

Mais  il  faut  se  ressouvenir  que  /u,  désigne  alors  la  proportion  des  pré- 
venus condamnables  pour  les  juges  de  premier  ressort,  parmi  lesquels 
il  s'en  trouve  qui  passent,  relativement  aux  juges  de  cours  royales, 
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dans  la  catégorie  des  accusés  non  condamnables ,  en  raison  du  plus 
grand  penchant  à  l'indulgence,  reconnu  chez  les  juges  de  cette 
classe. 

3o.  Pour  résoudre  les  équations  (56)  sans  hypothèse  arbitraire  , 
et  en  parlant  seulement  de  la  connaissance  que  l'on  a  de  la  composi- 
tion numérique  des  tribunaux  d'instance  et  d'appel  ,  il  faudrait  poser 

Afin  de  simplifier  les  calculs  on  pourrait  écrire 

.,  =  i  +  ..,  ^.  =  ^4-..,  V.=i  +  Z.,V.  =  i  +  Z., 

v;=i+z;,v:=i+z:,c:=:iH-^,  .'=:^+y,  i-f=*; 

au  moyen  de  quoi  les  équations  (36j  et  (42)  deviendraient 

y«,(Z.  +  Z.)  =  z.  +  >,     j 

«.(z:  +  zo  =  z:  +  y,  }  (43) 

A*,  (z.z:  —  z.z;)  =  z.z:  —  i-,  ) 


Z,  =  -  z.  —  2zU     Z:  =  -^ z.  —  5r.:  +  6z\, 


8 
Z.  =  -  z,  —  2zi,     Z[  =  -5-  z,  —  5z\  4-  6zi 


3  ,        ..,  t5  ^__3 


m 


On  tire  des  équations  (43)  >  pai'  l'élimination  de^,, 

(Z,  +  z.)(z:  +y)_(z;  +  z:)^z.+>)  =  o, 
(Z.z;  —  z.Zj  (Z,+7}  —  (Z.z:  -  0  (Z.  +  z.)  =  o. 

On  pourrait  substituer  dans  celles-ci  les  valeurs  de  Z,,  Z,,  Z,  ,  Z,  , 
en  fonction  de  z, ,  z,;  puis,  au  lieu  d'éliminer  2,  ou  z,  par  les  mé- 
thodes ordinaires  (ce  qui  conduirait  à  une  équation  finale  d'un  degré 
trop  élevé) ,  déterminer  par  tâtonnements  les  valeurs  de  z, ,  z,  propres 
à  satisfaire  simultanément  à  ces  deux  équations. 

Mais  dans  le  cas  particulier  ce  calcul  laborieux  peut  être  élude.  Eu 
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effet,  dans  l'hypothèse  V,  =  i  ,  V,  ==  i  ,  ou 

nous  avons  trouvé  V,  =  0,791 ,   Vî  =  0,846;   ou 
Z,  =o,agi,    Z.'  ^  0,346. 

Si  nous  substituons  ces  valeurs  de  Z, ,  Z,'  dans  les  équations  (44)  >  on 
tirera  de  la  première 

z,  =:  o,2o55, 
et  de  la  seconde 

z,  =  0,2069. 

La  différence  entre  ces  deux  valeurs  de  z,  est  d'un  ordre  de  gran- 
deur qui  doit  nous  la  faire  négliger ,  eu  égard  au  degré  d'approxima- 
tion que  comporte  la  détermination  des  données.  Ainsi  le  système  de 
valeurs 

z,  =  0,206,      Z,  =  0,291,     Z,'  =  0,346, 

z,  =  ^,     Z,  =  ^,     z;   =  ^  ,     A<,  =  0,829, 

satisfait  aux  équations  (43)  et  (44)  \  et  quoiqu'on  ne  puisse  admettre 
sans  improbabilité  que  les  quantités  V^,  Va  sont  précisément  égales 
à  1 ,  comme  on  l'a  supposé  dans  l'article  précédent ,  on  voit  qu'elles 
ne  diffèrent  de  l'unité  que  de  fractions  négligeables,  eu  égard  au 
degré  de  l'approximation  que  ce  calcul  comporte. 

En  conséquence,  nous  prendrons  définitivement  pour  les  valeurs 
numériques  de  ,tt, ,  V, ,  V,' ,  celles  que  donnent  les  équations  (4o) ,  et 
pour  celles  de  V,  V,  celles  que  donnent  les  équations  (41). 

Pour  la  totalité  des  prévenus  jugés  en  premier  ressort  par  les  tri- 
bunaux de  police  correctionnelle  ,  le  rapport  y  prend  la  valeur  o,36 
(art.  i5).  De  là  dérive  l'impossibilité  d'admettre  que  les  chances  V,, 
V,  conservent  pour  la  totalité  des  prévenus  les  valeurs  qu'elles  ont 
pour  ceux  d'entre  eux  qui  sont  appelés  à  subir  les  deux  degrés  de 
juridiction,  puisque  la  première  équation  (43)  donnerait  alors  à  />£, 
une  valeur  plus  grande  que  l'unité.  En  effet,  comme  on  l'a  expliqué 
ci-dessus,  la  grande  majorité  des  condamnations  prononcées  par  les 
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tribunaux  de  police  coirectionuelle,  le  sont  pour  des  contraventions 
que  constatent  des  procès-verbaux  faisant  foi  eu  justice  jusqu'à  ins- 
cription de  faux.  Les  prévenus  contre  lesquels  existent  de  semblables 
preuves  le'gales,  appartiennent  à  la  catégorie  des  prévenus  condam- 
nables, lors  même  qu'ils  seraient  réellement  innocents  et  qu'il  y  aurait 
de  la  part  de  l'auteur  du  procès- verbal,  prévarication  ou  erreur,  mais 
non  susceptible  d'être  prouvée  par  la  voie  périlleuse  de  l'inscription  de 
faux.  Eu  outre,  pour  les  prévenus  en  grand  nombre  qui  se  trouvent  dans 
cette  classe,  et  dont  les  causes  ne  vont  point  en  appel,  la  valeur  de  V,  se 
confond  avec  l'unité;  ce  qui  doit  élever  beaucoup  la  valeur  moyenne 
de  V,,  quand,  pour  prendre  cette  moyenne,  on  étend  la  sommation 
à  la  masse  des  prévenus  qui  subissent  le  premier  degré  de  juridiction. 

5i.  On  ne  pourrait  point  appliquer  aux  jugements  sur  la  fixa- 
tion de  la  peine  une  analyse  semblable  à  celle  dont  nous  venons  de 
faire  usage,  à  l'égard  des  jugements  qui  ont  pour  objet  la  déclara- 
tion de  culpabilité.  Il  serait  même  impossible  de  tenir  compte  ma- 
thématiquement de  tous  les  éléments  de  la  question,  et  l'on  ne  peut 
qu'imaginer  une  hypothèse  pour  représenter  d'une  manière  approxi- 
mative les  faits  observés. 

Supposons  que  l'échelle  de  pénalité  n'ait  que  deux  degrés  pour 
chaque  délit,  ou  que  la  loi  pénale  ne  laisse  aux  juges,  après  la  dé- 
claration de  culpabilité ,  que  l'option  entre  deux  peines.  Désignons 
par  F  la  probabilité  que  le  tribunal  du  premier  ressort  appliquera  la 
peine  la  plus  douce,  par  P'  la  même  probabilité  pour  le  tribunal 
d'appel;  par  N,  le  nombre  des  prévenus  déclarés  coupables  en  pre- 
mier ressort  et  en  appel ,  par  R  celui  des  prévenus  dont  la  peine  a  été 
aggravée  en  appel;    par  R'  celui  des  prévenus  dont  la   peine  a  été 

atténuée  en  appel;  par  r,  r'  les  rapports  r^,  j^;   on  aura  les   deux 

équations 

P(,   _  F)  =  r, 

P'(i  «-  P)    =  r'; 
d'où  l'on  tire 

P  =  L±I.-Z£  ±   iV(i-r-rV-4rr', 

P'  =  '~l'^'''  ±  J vC— '•— O'— 4'-'^- 

Tome  III.  —  Jbi!.  i838.  jJi 
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L'observation  donnant  /■'  >  /',  il  faut  prendre  le  radical  avec  le  signe 

positif,  si  l'on  ne  veut  pas  que  la  valeur  de  P  tombe  au-dessous  de  -; 

et  en  effet,  il  répugnerait  d'admettre  dans  un  tribunal  une  plus  grande 
tendance  à  appliquer  la  peine  la  plus  forte  ,  entre  deux  dont  la  loi  lui 
laisserait  l'option. 

Nous  écrirons  donc  simplement  ; 


I    +   r  —  r' 


P=      ^'^-'    +iv/(i-r-r')--4r/, 

3.  2  ^ 

Pour  la  série  des  appels  portés  devant  les  tribunaux  de  chefs-lieux  , 
le  tableau  (A)  nous  donne 

N.  =  17757,     R  =  2475,     R'  =  4137; 
d'où 


=  0,1395,     ;•'  =  o,235i,  1 

=  0,710,      P'  =  0,804.     J  ^^^^ 


P 

Pour  la  série  des  appels  portés  devant  les  cours  royales ,  on  a 
N,  =  29604,     R  =  2889,     R'  =  7679; 


d'où 


r  =  0,0976,      r'  =  0,2594,   1  ,,g. 

P=  0,698,      P*  =  0,860;      j  ^^  ^ 


P"  désignant  pour  les  cours  l'oyales  l'analogue  de  P'  pour  les  tribu- 
naux de  chefs-lieux. 

Si  l'on  désigne  par  p,  p  ■  p"  la  valeur  moyenne  de  la  chance  d'op- 
tion pour  la  peine  la  plus  douce,  en  ce  qui  concerne  le  juge  de 
premier  ressort,  le  juge  de  chef -lieu  et  le  juge  de  cour  royale,  on 
tirera  des  équations  (45)  et  (46), 

p  =  0,644,     p'  =  o,6'j6, 
p  =  0,636,     p"  =  0,718. 

Nous  trouvons   une  trop  faible  différence  entre  les  deux  valeurs 
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de  p,  données  par  les  deux  séries  d'appel,  pour  n'en  pas  conclure  que 
rhjpothèse  représente  d'une  manière  plausible  les  faits  observés. 
On  ne  peut  pas  ici  se  proposer  d'autre  but. 

52.  L'application  la  plus  importante  que  l'on  puisse  faire  de  la 
théorie  de  la  probabilité  des  jugements,  est  celle  qui  a  pour  objet  les 
décisions  rendues  par  nos  jurys  en  matière  criminelle.  Une  tradition 
qui  remonte  au  moyen  âge  a  fait  porter  à  12  le  nombre  des  jurés, 
en  France  comme  en  Angleterre ,  quoique  d'ailleurs  l'institution  du 
jury  repose  dans  l'un  et  dans  l'autre  pays  sur  des  bases  essentielle- 
ment différentes.  La  législation  française  a  varié  plusieurs  fois  sur  la 
fixation  de  la  majorité  exigée  pour  un  verdict  de  culpabilité.  D'après 
la  loi  actuellement  en  vigueur  ,  la  majorité  simple,  de  sept  voix  contre 
cinq,  suffit  pour  la  déclaration  de  culpabilité. 

Soient  N  le  nombre  total  des  accusés  ;  M,  celui  des  accusés  condam- 
nables, selon  la  définition  que  nous  avons  donnée  du  mot-  M»  le 
nombre  des  accusés  non  condamnables;  C  celui  des  accusés  condam- 
nés à  la  majorité  de  plus  de  sept  voix;  C  celui  des  accusés  condam- 
nés à  la  majorité  simple;  A  le  nombre  des  accusés  acquittés  par  suite 
du  partage  égal  des  voix;  t»,  la  chance  d'un  vote  de  condamnation 
pour  un  accusé  condamnable,  p,  celle  d'un  vote  d'acquittement  pour 
un  accusé  non  condamnable;  V,,  V,  les  probabilités  d'un  verdict  de 
condamnation  ou  d'acquittement ,  selon  qu'il  s'agit  d'accusés  condam- 
nables ou  d'accusés  non  condamnables.  Posons  de  plus 

M,  *î'_  £  £  '       ^  

on  aura 

792  [ji«,l''  (l    —    f,)'    -f-  ^a(l    —    k*,)"  ^'3]    =   c'. 

Si  les  nombres  a,  c,  c'  étaient  donnés  par  la  statistique  judiciaire, 
les  équations  précédentes  suffiraient  pour  déterminer  /u^,  fj-^,,  v,,i>,, 
et  par  suite  V,,  V,. 

4... 
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Les  documents  statistiques  fournissent  immédiatement  le  nombre 
c  -{-  c' ,  et  l'on  peut  en  déduire  la  valeur  au  moins  approchée  du 
nombre  c' ,  à  cause  de  l'obligation  imposée  aux  jurés,  tant  sous  la 
législation  actuelle  que  sous  l'une  des  législations  antérieures ,  de 
faire  connaître  si  leur  verdict  a  été  rendu  à  la  majorité  simple.  Mais 
ia  législation  s'est  toujours  opposée  formellement  h  ce  que  les  jurés 
tissent  connaître  à  quelle  majorité  était  rendu  un  verdict  d'acquiWe- 
ment.  En  conséquence,  ni  le  rapport  a,  ni  aucun  autre  analogue  ne 
peut  être  donné  par  la  statistique  judiciaire;  et  de  là  dérive  la  néces- 
sité, pour  arriver  à  des  déterminations  numériques,  de  réduire  le 
nombre  des  inconnues,  ainsi  que  l'a  fait  M.  Poisson,  en  supposant 
tacitement  dans  sa  méthode  i',  ^  v,. 

Cependant  l'analyse  que  nous  avons  faite  dans  ce  Mémoire,  des 
données  de  la  statistique  judiciaire  concernant  les  appels  de  police 
correctionnelle,  s'accorde  bien  avec  les  considérations  d'après  les- 
quelles on  doit  présumer  à  priori  que  i>,,  V,  surpassent  respective- 
ment t', ,  V,,  et  même  que  c,,  V^  diffèrent  très  peu  de  l'unité.  Les 
causes  qui  amènent  ce  l'ésultat  avec  des  juges  permanents,  tels  que 
ceux  qui  prononcent  en  matière  de  police  correctionnelle,  doivent 
à  plus  forte  raison  exercer  leur  influence  sur  les  jurés.  Néanmoins  la 
constatation  d'un  tel  résultat  par  l'observation  directe  aurait  tant 
d'intérêt,  que  l'on  doit  désirer  vivement  l'adoption  d'une  mesure, 
laquelle ,  sans  manifester  le  mode  de  partage  des  voix  pour  chaque 
acquittement  en  particulier,  fournirait  pour  une  longue  série  d'affaires 
l'élément  qui  manque  à  la  statistique  criminelle. 

Si,  par  exemple,  pour  chaque  accusé  condamné  ou  acquitté,  le 
chef  du  jury  était  tenu  de  déposer  daus  une  boîte  scellée  autant  de 
billets  blancs  qu'il  y  a  eu  de  voix  pour  l'acquittement ,  et  autant  de 
billets  noirs  qu'il  y  a  eu  de  voix  pour  la  condamnation ,  le  dépouil- 
lement des  billets  pourrait  se  faire  à  la  fin  de  chaque  année,  dans 
l'intérêt  de  la  statistique  judiciaire,  sans  violer  le  secret  des  votes  pour 
chaque  affaire  particulière.  Il  n'est  pas  diflicile  de  montrer  que  l'ins- 
cription sur  les  tableaux  statistiques  du  résultat  de  ce  dépouillement, 
équivaudrait,  pour  l'objet  que  nous  avons  en  vue,  à  la  connaissance 
de  l'élément  désigné  plus  haut  par  n. 

Dans  l'ignorance  où  nous  sommes  de  la  valeur  de  cet  élément. 
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ayant  d'ailleurs  toute  raison  de  croire  que  la  valeur  de  v,  est  comprise 
entre  celle  de  i\  et  l'unité,  nous  ne  pouvons  que  faire  successivement 
les  deux  hypothèses  p,  =  i,  c,  =  (',.  Les  vraies  valeurs  des  incon- 
nues/a,  ,  t»,,  V,  devront  se  trouver  comprises  entre  celles  qui  corres- 
pondent à  ces  suppositions  extrêmes. 

Dans  l'hypothèse  ^3=  i ,  t",  sera  donné  par  l'équation  du  5'  degré  , 

t'f-f-i2ff(l — v,)-\-66i'](\ — v,y+2■^ov](l-^■,y+/\g5v,(t-^■,y-'■Jg2—.{\-v,f=o■,   (47) 

on  aura  ensuite 


V,=:v'[i'^,  +  l2l^l(l—l.',)■^-66^']{^—v,y+220vl(l—^',)'^/^Çj5^\{l-l^,y+'j^^(l-v,y],      (48) 

c  +  c'  , 

^.  =  -y-;-  ■  (49) 

Si  l'on  suppose   au  contraire 

il  viendra 

C' =  7921^  (l  —  l')"[l«.''"+ ,«,(•— l')']  =  :92l'*(l-v)"[/«.(2"—')+   (l— ")'].     (5o) 
<:  +  c'=|«,  [t'"+I2V'"(l  — l')+66f'°(l l')'+220l'9(l-f)''-|-495l'*(l-l')*-j-792l''(l-t<)5]\ 

4-iK.[(«-'')"+''*('-'')"*'4-66(i-i')'<^t''+22o(i-i')9i''4-495(i-k')Vi+792(i-i/)'p5jl 
=^,[i  — 924i'6(,_i,)6]+(^,— j«,)[(i_^)'»+  ,2(1— t')'V  +  66(i— O'-f 

f»+  220(1  —  l')9  1^3  ^495(1   —  l')*l''t+  792(1—  1^)71.5]  /     (^') 

i''  -f-  220  ( I  —  v)'  v^  +  49^  ( '  —  '')  *^  +  792»'^].  / 

On  pourrait  éliminer  /u,  entre  les  équations  (5o)  et  (5i),  puis  ré- 
soudre numériquement  par  les  méthodes  ordinaires  l'équation  finale 
en  c;  mais  la  longueur  du  calcul  le  rendrait  presque  impraticable. 
Au  lieu  de  cela ,  si  l'on  résout  d'abord  les  équations  (47)  et  (4g) ,  les 
racines  de  ces  équations  seront  des  valeurs  assez  approchées  des 
racines  des  équations  (5o)  et  (5i),  pour  qu'on  puisse  appliquer  à 
celle-ci  la  méthode  d'approximation  de  Newton  ,  et  arriver  promp- 
tement  au  résultat  cherché. 

La  valeur  de  V,  sera  toujours  donnée  par  l'équation  (48),  où  l'on 
pourra  écrire  f  au  lieu  de  i>,.  Quoiqu'on  ait  supposé  v^z=zi>, ,  la  valeur 
de  V,  ne  se  confondra  pas  avec  celle  de  V, ,  comme  dans  le  cas  où  la 
même  majorité  est  requise  pour  l'acquittement  et  pour  la  condam- 
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nation.  Oh  aura 

V,  =  V.  -f-  924^^1  —  *')*• 

Sur  un  nombre  N  d'accusés,  le  nombre  des  accusés  acquittés, 
quoique  condamnables,  aura  pour  expression 

P  =  «.(i  _  V,)N,  (52) 

et  celui   des  accusés  condamnés,  quoique  non  condamnables,   sera 
exprimé  par 

Q  =  (i  —  «,)  (i  —  V^N,  (55) 

cette  expression  devenant  nulle ,  quand  on  suppose  V^  =  i . 

35.  A  l'exemple  de  M.  Poisson,  nous  appliquerons  ces  formules  à 
la  statistique  criminelle  des  six  années  comprises  depuis  1825  jus- 
qu'en i83o  inclusivement,  sous  l'empire  d'une  législation  qui  admet- 
tait des  verdicts  de  condamnation  à  la  simple  majorité,  mais  seule- 
ment lorsque  la  majorité  des  cinq  magistrats  formant  alors  la  cour 
d  assises,  s'était  réunie  à  la  majorité  du  jury.  On  a  eu  pendant  cette 
période,  N  =  42000;  le  nombre  des  condamnés  s'est  élevé  à  25-77. 

Il  ne  serait  pas  parfaitement  exact  de  prendre  pour  C  -f-  C  ce 
nombre  25777.  ^"  effet,  les  accusés  pour  lesquels  la  minorité  de  la 
cour  s'est  réunie  à  la  majorité  du  jury,  ne  sont  point  compris  dans 
le  nombre  25777  »  ^^  doivent  l'être  dans  le  nombre  C  +  C'. 

Malbeureusement  les  Comptes  rendus  ne  nous  font  point  connaître 
pour  quel  nombre  d'accusés,  mais  dans  quel  nombre  d'affaires,  la 
cour  a  eu  à  délibérer,  et  s'est  réunie,  soit  à  la  majorité ,  soit  à  la  mi- 
norité du  jury. 

On  y  voit  que  dans  les  cinq  années  écoulées  de  1826  à  i85o  inclu- 
sivement ,  le  nombre  total  des  affaires  ayant  été  de  20885 ,  la  cour  a 
eu  à  délibérer  pour  1911  affaires;  qu'elle  s'est  réunie  1597  fois  à  la 
majorité,  et  3i4  fois  à  la  minorité  du  jurv. 

En  admettant  que  le  rapport  du  nombre  des  accuses  au  nombre 
des  affaires  criminelles  reste  sensiblement  le  même  pour  la  masse  to- 
tale des  affaires,  et  pour  la  masse  de  celles  qui  ont  provoqué  l'inter- 
vention de  la  cour,  nous   en   conclurons  que,  sur  20885  accusés, 
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191 1  environ  ont  été  condamnés  par  le  jury  à  la  simple  majorité;  que 
parmi  ceux-ci  1597  ayant  été  condamnés  aussi  par  la  majorité  de  la 
cour,  figurent  dans  les  Comptes  rendus  parmi  les  accusés  condamnés; 
tandis  que  5 14  figurent  parmi  les  accusés  acquittés. 

Nous  en  conclurons  par  suite  que,  sur  4^500  accusés,  3007  environ 
ont  été  condamnés  par  le  jury  à  la  simple  majorité;  que  parmi 
ceux-ci  25i5  ont  été  aussi  condamnés  par  la  majorité  de  la  cour, 
tandis  que  494  ont  été  définitivement  acquittés  par  elle,  et  ne  figu- 
rent point  dans  le  nombre  25777  des  accusés  condamnés. 

L'hypothèse  sur  laquelle  reposent  les  proportions  ci-dessus  est 
tout-à-fait  vraisemblable:  l'erreur,  si  elle  existe,  tombe  entre  des 
limites  qui  permettent  de  la  négliger. 

En  conséquence  nous  poserons  C  -}-  C  =  26777  -|-  494  ^=  26271 , 
C'  =  5oo7;   d'où  c -j-c' =  0,62106,  c'  =  0,07109,  0=0,54997- 

Tant  qu'a  duré  la  législation  qui  prescrivait  l'intervention  de  la 
cour,  pour  le  cas  où  la  déclaration  du  jury  n'était  rendue  quà  la 
majorité  simple,  c'était  un  préjugé  assez  généralement  répandu  que 
les  jurés,  lorsqu'il  y  avait  perplexité  dans  leurs  esprits,  com'enaient 
de  formuler  leur  déclaration  à  la  simple  majorité,  pour  obliger  la 
cour  à  se  prononcer,  et  rejeter  sur  elle  la  responsabilité  du  verdict. 
Le  changement  de  législation  est  venu  donner  la  preuve  que  ce  pré- 
jugé n'avait  pas  de  fondement. 

En  effet,  en  i83i  la  loi  ayant  prescrit  la  majorité  de  8  voix  contre  4 
pour  un  verdict  de  condamnation ,  sans  que  d'ailleurs  la  législation 
criminelle  ait  subi  de  modifications,  on  a  eu  N=76o6,  €  =  4098, 
d'où  c  z=  0,53878.  La  différence  entre  cette  valeur  de  c  et  celle  trou- 
vée ci-dessus,  n'est  que  de  0,01119  (*),  et  tombe  entre  les  limites 
des  erreurs  que  comportent  ces  déterminations  statistiques,  eu  égard 
surtout  à  ce  que  la  dernière  valeur  de  c  n'est  exclue  que  des  nombres 


(*)  M.  Poisson  trouve  pour  cette  différence  o,ooo5  ;  mais  cela  provient  de  ce 
qu'il  a  négligé  de  comprendre  dans  le  nombre  désigné  ci-dessus  par  C -f- C  les 
accusés  condamnés  par  le  jury  à  la  majorité  simple,  et  définitivement  acquitté^ 
par  la  cour.  Au  reste  cette  différence  est  insignifiante,  eu  égard  au  degré  d'ap- 
proximation que  comporte  la  solution  du  problème. 
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donnés  pour  une  seule  année,  dont  les  trois  premiers  mois  ont  même 
été  régis  par  l'ancienne  législation.  Il  en  résulte  que  le  prétendu 
penchant  des  jurés  à  s'entendre  pour  faire  une  déclaration  fictive, 
sous  l'empire  de  la  législation  abrogée  par  la  loi  du  4  mars  i83i  ,  na 
exercé  sur  la  masse  des  affaires  qu'une  influence  insensible. 

Pendant  les  quatre  années  écoulées  de  i852  à  i855  inclusivement, 
sous  l'empire  de  la  loi  du  4  mars  iS5i,  qui  exigeait  la  majorité  de 
plus  de  sept  voix  pour  les  déclarations  de  culpabilité,  et  du  nouveau 
Code  pénal  qui  permet  au  jury  d'abaisser  la  peine  par  la  déclaration 
des  circonstances  atténuantes,  on  a  eu  jN=  28702,  C=  17T16,  doù 
c  =  0,59633.  On  en  doit  conclure  que  la  faculté  accordée  au  jury  de 
déclarer  les  circonstances  atténuantes,  et  les  autres  adoucissements 
introduits  dans  la  législation  pénale,  ont  accru  d'environ  0,046,  le 
rapport  du  nombre  des  accusés  condamnés  à  la  majorité  de  plus  de 
sept  voix,  au  nombre  total  des  accusés. 

La  loi  du  9  septembre  i855  a  introduit  le  vote  secret,  ou  plutôt 
l'a  rendu  facultatif  pour  les  jurés.  Elle  na  plus  exigé  que  la  majorité 
simple  pour  un  verdict  de  condamnation,  mais  en  laissant  à  la  ma- 
jorité de  la  cour  la  faculté  d'annuler  d'office  le  verdict  de  condam- 
nation readu  à  la  majorité  simple,  et  en  obligeant  en  conséquence 
les  jurés  à  faire  mention  de  cette  dernière  circonstance  dans  leurs 
déclarations.  La  publication  des  Comptes  rendus  pour  les  années  i856 
et  suivantes,  apprendra  donc  :  1°.  si  la  faculté  du  vote  secret  a 
changé  le  rapport  c;  2°.  quelles  variations  la  faculté  du  vote  secret, 
combinée  avec  les  adoucissements  de  la  législation  pénale  introduits 
en  i832,  a  pu  apporter  au  rapport  c' ,  précédemment  déterminé  pour 
la  période  de  1826  à  »85o. 

34.  Si  l'on  fait  dans  l'équation  (47)» 

c  =  o,55o,     c    =  0,071, 

on  aura  f,  1^0,760,  et  par  suite  u,  =  0,667.  Ces  valeurs  sont  rela- 
tives à  l'hypothèse  f,  =  i .  Elles  donnent  0,946  pour  la  chance  V, 
qu'un  accusé  condamnable  avait  de  réunir  contre  lui  la  majorité  des 
jurés,  sous  l'empire  de  la  législation  qui  régnait  de  1826  à  i85o.  Le 
nombre  des  accusés,  pendant  la  période  que  nous  considérons ,  étant 
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de  425oo,  nous  ferons  dans  l'équation  (Sa),  N=433oo,  V, =  0,946, 
w,  =0,657,  ce  qui  nous  donnera  P=i5ii  pour  le  nombre  des 
accusés  acquittés  par  le  jury  durant  cette  période,  quoique  condam- 
nables, le  nombre  total  des  accusés  acquittés  sans  l'intervention  de  la 
cour,   étant  de  16029. 

La  seconde  hypothèse  t»,  =  i^,  =:  f  nous  donnera  encore  p=o,75o, 
à  l'ordre  d'approximation  auquel  nous  nous  arrêtons  :  la  valeur  de 
fjL^  sera  un  peu  plus  faible  que  dans  la  première  hypothèse,  et  se  ré- 
duira à  o,65o.  On  aura  ¥,  =  0,946,  ¥,  =  0,986;  ce  qui  donne,  sur 
423oo  accusés,  P=  i49^  accusés  acquittés  par  les  jurés,  quoique 
condamnables,  et  Q  =  2io  accusés  condamnés  par  la  majorité  des 
jurés,  quoique  non  condamnables,  le  nombre  total  des  accusés  dé- 
clarés coupables  parle  jury  étant  26271.  Il  faut  observer  que  dans 
ce  nombre  Q  doivent  figurer  des  accusés  condamnés  par  les  jurés  à  la 
majorité  simple,  et  acquittés  ensuite  par  la  cour  d'assises.  Il  faut 
surtout  ne  pas  perdre  de  vue  la  définition  que  nous  avons  donnée 
des  mots  condamnables  et  non  condamnables  :  définition  sur  laquelle 
nous  reviendrons  encore  à  la  fin  de  ce  mémoire. 

Si,  durant  le  cours  de  la  période  dont  il  s'agit,  a  majorité  de 
plus  de  sept  voix  eût  été  exigée  pour  la  déclaration  de  culpabilité, 
comme  elle  l'a  été  par  la  loi  du  4  mars  i85r  ,  le  nombre  des  accusés 
condamnés  se  serait  abaissé  à  25264.  On  aurait  eu,  dans  l'hypothèse 
c,  =  I  ,  P  :=:  4360  accusés  acquittés,  quoique  condamnables.  Dans  la 
seconde  hypothèse  t»,  =  (',,  on  aurait  eu  P  =  43x7,  le  nombre  Q 
restant  toujours  nul,  attendu  que  la  probabilité  delà  condamnation 
d'un  seul  accusé  non  condamnable  devient  insensible  pour  les  valeurs 
de  V  et  de  /«,. 

35.  Les  résultats  que  l'on  vient  d'obtenir  se  rapportent  à  la  série 
générale  des  accusés,  sans  distinction  de  catégories,  et  à  l'hypothèse 
essentiellement  fautive,  où  les  causes  d'erreur  agissent  d'une  manière 
fortuite  et  indépendante  sur  chaque  juré ,  en  un  mol  à  l'hypothèse 
où  l'on  fait  abstraction  de  l'influence  des  causes  objectives  d'erreur. 
Nous  avons  vu  dans  les  art.  19  et  suivants,  comment  le  perfectionne- 
ment de  la  statistique  judiciaire,  en  permettant  de  subdiviser  la  série 
générale  des  jugements  en  catégories  de  plus  en  plus  nombreuses, 

Tome  UI.  —  Jcm  i838.  4^ 
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donne  aus«i  les  moyens  de  s'affranchir  de  plus  en  plus  de  l'influence 
des  causes  objectives  d'erreur.  Celle  théorie  reçoit  ici  son  applicatioii. 
Ainsi  les  Comptes  rendus  classent  d'abord  les  accuses  en  deux  grandes 
catégories,  selon  qu'il  s'agit  de  crimes  qualifiés  contre  les  personnes, 
ou  de  crimes  qualifiés  contre  les  propriétés.  Chacune  de  ces  catégo- 
ries se  subdivise  eu  plusieurs  autres,  d'après  l'espèce  du  crime;  et 
une  foule  d'autres  divisions  peuvent  encore  être  établies ,  selon  le  sexe, 
l'âge,  le  degré  d'instruction  des  accusés,  leur  état  de  récidive,  la 
uature  des  peines  correspondantes  aux  crimes,  etc. 

Pour  abréger  ,  nous  ne  nous  occuperons  que  de  la  division  en  deux 
catégories,  celles  des  accusés  de  crimes  contre  les  personnes  et  des 
accusés  de  crimes  contre  les  propriétés  ;  uous  désignerons  par  c' ,  v° , 
u[  ,  M,  ,  les  valeurs  de  v ,  m,  ,  selon  qu'elles  se  rapportent  à  la  pre- 
mière ou  à  la  seconde  catégorie;  et  nous  prendrons  ces  valeurs,  telles 
que  M.  Poisson  les  a  calculées,  bien  qu'elles  soient  susceptibles  de 
quelques  corrections,  analogues  à  celles  que  l'on  a  indiquées  plus 
haut  pour  la  série  générale ,  mais  qui  se  confondent  sensiblement 
avec  les  erreurs  inévitables,  résultant  de  l'imperfection  des  données. 
Nous  aurons  ainsi  : 

v'  =  0,6786,     /^,'  =  0,5354, 
v"  =  0,7771  ,     fx',   =  0,6744; 

ces  valeurs  se  rapportant  à  l'hypothèse  t»,  =  f  '  =  i>' ,  u^  =  v[  =  v' , 
la  seule  que  M.  Poisson  ait  considérée. 

Il  est  curieux  de  voir  ce  que  deviennent,  pour  la  série  générale, 
les  valeurs  de  v,  m,  >  calculées  au  moyen  des  valeurs  précédentes, 
et  des  formules 

V    =    fJLv'    4-    /tt'V", 

dans  lesquelles  yw'  désigne  le  rapport  du  nombre  des  accusés  de  crimes 
contre  les  personnes  au  nombre  total  des  accusés ,  et  fx'  le  rapport 
du  nombre  des  accusés  de  crimes  contre  les  propriétés  au  même  nom- 
bre total  des  accusés ,  de  sorte  que  u  -j-  u"  =  1 . 

Sur  les  423oo  individus  accusés  pendant  la  période  qui  nous  occupe, 
11016  l'ont  été  pour  des  crimes  contre  les  personnes,  et  31284  pour 
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des  crimes  contre  les  propriétés,  ce  qui  donne 

fji    =  0,2698,      fx'  =■  0,7402. 
Au  moyen  de  ces  valeurs  on  trouve 

V  r=  0,75 1  ,     M,  :=  o,638, 

ce  qui  dififère  peu  des  valeurs  assignées  plus  haut  à  t'  et  à  fx^.  La  diffé- 
rence est  surtout  insensible  pour  ce  qui  concerne  la  valeur  de  c  ,  et 
tombe  tout-à-fait  dans  les  limites  de  l'erreur  que  comporte  l'imper- 
fection des  données. 

Ainsi  l'on  peut  regarder  les  valeurs  moyennes  des  éléments  v  ,  /x,, 
pour  la  série  générale ,  comme  déterminées  avec  une  approximation 
suffisante ,  d'après  la  nature  des  données ,  sans  qu'il  soit  besoin  de 
multiplier  davantage  le  nombre  des  catégories. 

Il  n'en  est  pas  de  même  à  l'égard  des  nombres  P,  Q.  Ainsi ,  en 
désignant  par  P',  Q',  P",  Q"  les  valeurs  de  P  et  de  Q  pour  chacune 
des  deux  catégories,  on  trouve, 

P'  =  gio,      Q'  =  282, 
P"  =  68i,     Q"=     74; 

d'où  P'  +  P"=  i5gi,  au  lieu  de  1496,  nombre  trouvé  pour  P,  en 
appliquant  les  formules  à  la  série  générale  ,  et  Q' -(- Q"=  356,  au 
lieu  de  210,  nombre  trouvé  par  Q,  en  vertu  des  mêmes  formules. 

On  ne  peut  donc  regarder  les  valeurs  primitivement  trouvées  pour 
P  et  Q,  et  même  celles  que  nous  donne  la  division  en  deux  catégo- 
ries, que  comme  des  limites  inférieures  des  vraies  valeurs  de  Pet  de  Q, 
d'après  la  signification  attachée  à  ces  lettres. 

Mais  d'un  autre  côté  ces  valeurs  de  P  et  de  Q  sont  obtenues  dans, 
l'hypothèse  v^-=^Vy,  tandis  que  vraisemblablement  la  valeur  du  v^ 
tombe  entre  v^  et  l'unité;  ce  qui  tend  à  augmenter  la  valeur  de  P  et 
à  diminuer  la  valeur  de  Q,  ou  même  à  la  rendre  insensible. 

Dans  tous  les  cas  on  peut  affirmer  qu'il  n'y  a  pas  eu  ,  dans  la  période 
qui  nous  occupe ,  un  accusé  sur  cent ,  condamné  quoique  non  condam- 
nable, c'est-à-dire  d'après  notre  définition,   quoique  la  chance  d'un 

vote  de  condamnation  tombât  pour  cet  accusé  au-dessous  de     . 

42. 
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Dans  ce  petit  nombre  d'accusés  condamnés,  quoique  non  condam- 
nables,  il  est  légitime  et  consolant  de  croire  que  la  plupart  étaient 
coupable^;  mais  nous  n'avons  aucun  moyen  d'évaluer,  même  approxi- 
mativement, la  probabilité  de  leur  culpabilité  réelle. 

D'un  autre  côté  cette  catégorie  d'accusés  condamnés  ,  quoique  non 
condamnables,  ne  compi-end  pas  nécessairement  tous  les  accusés  qui 
ont  pu  être  condamnés  quoique  innocents.  Il  n'est  malheureusement 
pas  impossible  que  pour  quelques  accusés  innocents  la  chance  d'un 

vote  de  condamnation  tombe  au-dessus  de  -  et   soit  même  très  voi- 

2 

sine  de  l'unité.  Le  calcul  appliqué  à  la  statistique  judiciaire  n'a  aucun 
moyen  d'atteindre  cette  éventualité  et  d'en  assigner  la  chance. 

56.  En  terminant  ce  mémoire  ,  nous  croyons  utile  d'ajouter  encore 
quelques  explications  à  celles  qui  ont  déjà  été  données  sur  la  signifi- 
cation des  lettres  c, ,  «',,  et  sur  le  sens  de  la  distinction  fondamentale 
établie  entre  les  accusés  condamnables  et  les  accusés  non  condam- 
nables. 

Ne  considérons  d'abord  pour  simplifier  que  des  accusés  compris  dans 
une  même  catégorie ,  pour  lesquels  l'influence  des  causes  objec- 
tives d'erreur  est  constante,  tandis  que  ks  causes  subjectives  d'erreur 
agissent  d'une  manière  fortuite  et  variable  d'un  juge  à  l'autre.  Admet- 
tons aussi  qu'à  l'égard  de  ces  accusés  on  puisse  ne  faire  qu'une  seule 
catégorie  de  tous  les  citoyens  appelés  ou  susceptibles  d'être  appelés  à 
remplir  les  fonctions  de  jurés.  Le  rapport  du  nombre  des  voles  de 
condamnation  au  nombre  des  votes  d'acquittement ,  sera  le  même, 
soit  que  l'on  fasse  juger  successivement,  par  un  même  juré  pris  au 
hasard  un  très  grand  nombre  d'accusés,  soit  que  l'on  interroge  sur  le 
même  accusé  un  très  grand  nombre  de  jurés.  Dans  l'un  et  dans  l'autre 

cas,  ce  rapport  sera  —,  t',  désignant  la  chance  d'un  vote  de  condam- 
nation, et  p,  la  chance  d'un  vote  d  acquittement ,  pour  la  catégorie 
d'accusés  et  pour  la  catégorie  de  jurés  dont  il  s'agit. 

Donc,  puisque  nous  entendons  et  devons  entendre  par  accusés  con- 
damnables ceux  pour  lesquels  i',  surpasse  -  et  par  conséquent  t», ,  les 
accusés  condamnables  seront  ceux  qui  seraient  certainement  condani- 
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nés,  au  moins  à  la  majorité  simple,  si  les  débats  avaient  lieu  devant 
un  nombre  très  grand  de  jurés,  pour  chacun  desquels  les  chances  (', , 
(',  auraient  la  même  valeur. 

Celte  couclusion  subsiste  encore  ,  dans  le  cas  où  il  n'est  plus  permis 
de  suppo'^er  que  les  chances  c, ,  f,  conservent  les  mêmes  valeurs  pour 
tous  les  citoyens  parmi  lesquels  le  sort  désigne  ceux  qui  doivent 
remplir  les  fonctions  de  jurés.  En  effet  c, ,  t',  désignent  alors  des 
moyennes  de  la  forme 

«V;    +  fjîv'l  4-  «'"<  +  etc.,  (34;^ 

^V;  +  At'V"  +  At'"^':  +  etc. ,  (55) 

s.\  ,  P-;' , .  .  .  l'J,  \\  . .  .  étant  les  valeurs  de  i>, ,  c.  pour  chaque  catégorie 
de  jurés,  et  w',  fi,...  exprimant  pour  chaque  catégorie  le  rapport 
du  nombre  des  citoyens  qui  la  composent  au  nombre  total  des  ci- 
toyens compris  sur  la  liste  générale  des  jurés.  Mais  évidemment  les 
quantités  (54)  et  (55)  expriment  aussi  les  probabilités  qu'un  juré  pris 
au  hasard  sur  la  liste  générale  condamnera  ou  acquittera  l'accusé;  et 

quand  l'expression  (54),  qui  est  celle  de  v,,  surpassera  -    (c'est-à-dire 

quand  l'accusé  sera  condamnable  dans  le  sens  de  la  définition),  on 
sera  certain  que  la  condamnation  aurait  lieu,  au  moins  à  la  majorité 
simple,  si  Ton  pouvait  convoquer  aux  débits  un  très  grand  nombre  de 
jurés,  pris  au  hasard  sur  la  liste  générale. 

Selon  cette  manière  de  définir  les  quantités  c, ,  i',  et  leurs  analogues, 
les  questions  qui  font  l'objet  du  présent  mémoire  prennent  un  sens 
purement  arithmétique ,  facilement  saisissablc ,  même  par  les  per- 
sonnes étrangères  à  l'analyse  mathématique;  et  l'on  écarte  ces  consi- 
dérations délicates  qui  se  rattachent  à  l'emploi  des  mois  vérité  et 
erreur^quand  il  s'agit  de  jugements  comme  ceux  que  rendent  les  tribu- 
naux ,  pour  lesquels  il  n'y  a  pas  en  général  de  critérium  de  vérité.  En 
conséquence,  c'est  sous  ce  dernier  point  de  vue,  abstraction  faite  de 
toute  hypothèse  sur  la  vérité  ou  l'erreur  du  jugement,  que  j'avais  envi- 
sagé depuis  long-temps  l'application  du  calcul  des  chances  à  la  statis- 
tique judiciaire:  mais  après  avoir  lu  et  étudié  avec  toute  l'attention 
dont  je  suis  capable  l'important  traité  de  M.  Poisson  sur  la  matière, 
j'ai  trouvé  bien  préférable  de   rattacher  mes  recherches  à  celles  de 
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cet  émiueat  géomètre,  en  iu.si>taiit  toutefois  sur  les  explications  qui 
dëmoatrent  à  mon  sens  l'ideutité  des  résultats  auxquels  on  est  défini- 
tivement amené,  en  partant  de  l'une  ou  de  l'autre  base. 

57.  Bien  loin  que  les  dédains  de  certains  légistes  pour  le  calcul  des 
chances  judiciaires  soit  fondé,  le  point  de  vue  sous  lequel  le  législateur 
envisage  l'organibatiou  des  tribunaux  est  au  fond  le  même  que  celui 
du  géomètre.  Le  législateur  ne  se  préoccupe  que  des  résultats  moyens 
et  généraux  du  système  qu'il  institue;  et  le  géomètre  sait  que  ses 
formules  n'ont  de  valeur  qu'autant  qu'elles  s'appliquent  à  de  grands 
nombres,  sans  qu'elles  puissent  avoir  de  prise  sur  un  cas  particulier. 
Le  législateur  ne  peut  interroger  que  la  statistique  judiciaire,  s'il  veut 
trouver  la  confirmation  authentique  de  ses  prévisions;  sans  la  statis- 
tique les  formules  du  géomètre  resteraient  stériles,  ou  du  moins  on 
n'en  pourrait  tirer  que  quelques  propositions  générales  et  non  des 
résultats  numériques. 

Le  législateur  sait  ou  doit  savoir  que  les  institutions  judiciaires  ne 
préviendront  jamais  ces  méprises  fatales  qui  chargent  l'innocence  de 
toutes  les  apparences  du  crime  ;  qu'elles  n'empéchej'ont  pas  en  matière 
civile  ces  erreurs  de  jurisprudence  qui  prennent  leur  source  dans  un 
préjugé  dominant  ;  que  leur  unique  destination  est  de  garantir  un 
juoement  conforme  à  celui  de  la  majorité  des  hommes  impartiaux  et 
éclairés  pour  l'époque  ;  d'offrir  même  en  madère  criminelle  une  ga- 
rantie suiîisante  que  le  jugement  de  condamnation  aurait  l'assentiment 
d'une  grande  majorité;  de  restreindre  l'influence  des  anomalies  du  sort 
sur  la  destinée  de  l'accusé. 

Tous  les  faits  que  le  législateur  ne  peut  atteindre  par  les  combinai- 
sons dont  il  dispose,  le  géomètre  ne  peut  pas  davantange  les  soumettre 
au  calcul;  et  ce  qui  est  saisissable  pour  l'un  est  saisissable  pour  l'autre, 
à   l'aide   des   documents  statistiques. 

Note  du  Rt'dacleiir.  Pendant  qm-  M.  Cournot  travaillait  à  ce  Mémoire  ,  M.  Bien- 
avmé  de  soa  côté  s'occupait  des  même  questions.  Ses  recherches,  dont  il  m'a 
communiqué  à  plusieurs  reprises  divers  résultats,  remontent  à  l'année  i835. 
J'aurais  désiré  pouvoir  les  faire  imprimer  ici  ;  mais  les  occupations  multipliées  de 
l'auteur  ne  lui  ont  pas  permis  de  les  rédiger  complètement.  Il  eu  a  donné  seulement 
à  la  Société  PLilomalique  une  analyse  très  succincte  qui  sera  publiée  dans  le 
]omnd[  r Institut.  (J-  Liolvillb.) 
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Addition  au    Mémoire    de    M.  Théodore  Olivier  .   inséré 
dans  le  cahier  de  mai. 


Ajoutez  à  la  page  252  de  ce  volume,  ce  qui  suit  : 
Dans  ce  qui  précède,  nous  n'avons  résolu  qu'un  cas  particulier,  qui 
peut  s'énoncer  ainsi  : 

Lorsque  deux  surfaces  du  second  degré  ont  en  un  point  une  oscu- 
lation  du  troisième  ordre,  si  ce  point  est  sur  une  section  principale 
de  l'une  des  surfaces,  il  est  nécessairement  aussi  sur  une  section  prin- 
cipale de  l'autre  surface,  et  ces  deux  sections  sont  dans  un  même  plan 
diamétral  principal  commun  aux  deux  surfaces.  C'est  le  cas  où  l'on 
suppose  que 

n  =  N     et     p  =  P  =  o. 

Cherchons  maintenant  les  conditions  auxquelles  doivent  satisfaire 
les  deux  surfaces,  lorsque  le  point  d'o-culation  est  sur  une  section 
diamétrale  quelconque. 

Puisque  les  deux  surfaces  ^  et  0,  ont  en  un  point  une  osculation 
du  troisième  ordre,  il  faut  qu'un  plan  quelconque  passant  par  le  point 
d'osculation  les  coupe,  0  suivant  une  courbe  ê,  ef  0,  suivant  une 
courbe  €' ,  ces  courbes  étant  telles  qu'ellt-s  aient  aussi  une  osculation 
du  troisième  ordre. 

Or,  si  l'on  conçoit  une  droite  Z,  passant  par  le  point  d'osculation 
et  le  centre  de  la  surface  Ç,  un  plan  quelconque  P  passant  par  Z,  ne 
pourra  couper  les  deux  surfaces  suivant  deux  courbes  Q  et  &  ayant 
nne  osculation  du  troisième  ordre,  qu'autant  que  les  centres  de  Q  tlC 
et  le  point  d'osculation  seront  en  ligne  droite,  car  nous  savons  que 
cette  propriété  existe  entre  deux  courbes  du  second  degré  ,  lorsque 
l'osculation  est  du  troisième  ordre  ,  et  qu'elle  n'existe  pas  pour  l'oscu- 
lation  du  deuxième  ordre. 

Or,  cette  condition  ne  sera  remplie,  quelle  que  soit  la  direction  du 
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pian  P,  qu'autant  i°.  que  les  centres  des  deux  surfaces  et  ieur  point 
d'osculation  seront  en  ligne  droite  ;  2°.  que  pour  chaque  plan  P,  le 
plan  diamétral  qui  lui  est  conjugué,  et  qui  passe  par  Z,,  sera  le  même 
pour  les  deux  surfaces. 

Ainsi,  deux  surfaces  du  second  degré,  ayant  en  un  point  une 
osculation  du  troisième  ordre ,  ont  nécessairement  : 

1°.  Leurs  centres  et  le  point  d'osculation  en  ligne  droite  ; 

2*.  Mêmes  systèmes  de  plans  diamétraux  conjugués  se  croisant  au 
point  d'osculation. 

Cette  dernière  discussion  se  rapporte  au  cas  où  l'on  suppose  que 
«  =  N    et   p  =  V. 


Errata. 


Page  aSa,   ligue     3,   pair,  lisez  impair 

ibid..  7,   un  plan  diamétral  commun  ,  lisez  deux  plans  diamétraux 

conjugués  communs 
253,  3,   sera ,  a/ouîei  représentée  par  l'équation 

ibid,  i5,    courbe  d'intersection, /l'^es  courbe,  projection  de  la  courbe 

d'intersection. 
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Siir  la    Théorie  des  Equations  transcendantes  ,■ 
Par  J.  LIOU ville. 


Dans  une  note  qu'un  élève  de  M.  Plana  vient  de  m'adresser ,  mais 
qui  n'a  pas  pu  être  insérée  dans  ce  Journal,  l'auteur  arrive  à  l'équa- 
tion du  troisième  degré 

/    >  ""  _L.  *'  -t.      _— f- 

^     '  2  (a' f  )       '        2  !f>'  —  t»)       '"     2  (c" 1^)  ' 

où  ('  est  l'inconnue  ;  et,  pour  démontrer  la  réalité  de  ses  trois  racines, 
il  emploie  un  artifice  que  lui  a  communiqué  l'habile  professeur  de 
Turin.  Cet  artifice  (qui  du  reste  se  présente  de  lui-même  et  a  été  déjà 
mis  en  usage  dans  des  cas  semblables  par  d'autres  géomètres)  consiste 
à    poser   i>  =  p-\-q  \/ —  i  ,   hypothèse  qui  réduit  la  fraction 


à  la  forme 

(«•  —  pV  +  q 

«u  sorte  que  l'équation  (i)  se  décompose  dans  les  deux  suivantes 

a^{a—p-)  b'(b'—p) c-{c'—p)       _    _^ 

[a'  —  pY  +?'"*"    {b'  —  py+  q'   "+"    [c-  —  pY  +  q^ 

"1 I ^!2 I '^ =  o. 


(a'-pY  +  q'  «^  {b'-pY  +  r^  (c^—pr+r 

dont  la  seconde  exige  évidemment  que  l'on  ait  q  =  o. 

Pour  prouver  la  réalité  des  racines  de  l'équation  (i)  dans  laquelle 
nous  supposerons  «'    >  ^*  >  c*    on  suit   ordinairement  une   autie 

Tome  m.  —  JciLLET  i838.  4^ 
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marche.  En  effet,  si  dans  le  premier  membre  de  cette  équation  on  pose 
f  =  — •  a^,  puis  t'=o,  on  obtiendra  évidemment  deux  résultats  de 
signes  contraires;  et  comme  entre  les  limites  citées  ce  premier  membre 
est  fonction  continue  de  p,  il  faut  en  conclure  qu'elles  comprennent 
une  racine  de  la  proposée.  En  désignant  par  i  une  quantité  positive 
infiniment  petite,  et  faisant  y  =  c*-f-  ê,  v=::b'  —  ê,  on  obtient  éga- 
lement deux  résultats  de  signes  opposés.  Une  seconde  racine  est  donc 
comprise  entre  c'  et  b*  :  il  y  en  a  de  même  une  troisième  entre  b'  et  a*. 
Or  1  équation  (i)  étant  du  troisième  degré  ne  peut  avoir  que  trois 
racines  :  donc  elle  n'a  ni  racines  égales,  ni  racines  imaginaires,  mais 
bien  trois  racines  réelles,  l'une  négative,  et  les  deux  autres  po- 
sitives. 

En  général,  soient  B,  A,,  A,, .  .  .  A„ ,  a,  ,  a, , .  .  .a„  des  quantités 
réelles  quelconques,  telles  que  l'on  ait 

'^i   <  «.  <  «j.  •  ..<  a„. 
Les  n  racines  de  l'équation 

(2)        -^^  H ^_  +....+  _^^ B  =  o 

seront  réelles  et  inégales.  Si  B  est  >  o  leurs  limites  seront  a,  et  «,, 
a,  et  (3j, .  .  .a„_,  et  a„ ,  a„  et  -j-  00  ;  si  B  est  <  o  leurs  limites  seront 
au  contraire  —  co  et  a, ,  a,  et  a,,. .  .a„_,  et  a„.  Pour  démontrer  ce 
théorème ,  il  suffit  de  faire  successivement  v  =  —  co,  i>=  a,  —  i  , 
p  =  a, +  5,  f=a,  —  g,..,p=:co,  s  désignant  une  quantité  posi- 
tive et  infiniment  petite ,  puis  d'observer  les  signes  que  prend  pour 
ces  diverses  valeurs  de  f  le  premier  membre  de  l'équation  (2). 

Quand  on  a  6  =  0,  l'équation  (2)  descend  au  degré  (n — i),  et  les 
limites  de  ses  racines  sont  a,  et  a, a„_,  et  a„. 

La  méthode  précédente,  qui  est  très  familière  aux  géomètres,  paraît 
plus  simple  que  celle  indiquée  d'abord  d'après  M.  Plana.  J'ai  donc 
cherché  par  quel  motif  M.  Plana  s'est  trouvé  conduit  à  accorder  la 
préférence  au  procédé  le  plus  compliqué;  et  j'ai  cru  voir  que  cet 
illustre  géomètre  a  eu  spécialement  pour  but  de  donner  une  méthode 
susceptible  d'être  étendue   même  aux  équations  tran.scendanles.  Or^ 
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celle  que  je  viens  d'exposer  en  dernier  lieu  paraît  difficilement  se  prê- 
ter à  une  telle  extension ,  puisque ,  pour  s'en  servir,  on  a  besoin  de 
savoir  à  priori  que  l'équation  (21  dont  on  s'occupe  n'a  jamais  plus  de  ?i 

racines    quand  B  est   ^o,et  plus  de  (?2 —  i)  racines  quand   B  =  o. 

C'est  donc  à  l'artifice  de  M.  Plana  qu'il  conviendra  de  recourir  si  !e 
nombre  n  est  infini,  c'est-à-dire  si  l'équation  (2)  est  remplacée  par  une 
équation  transcendante 

(3)         -^   +  -^   -f-  etc.  =  B, 

ayant  pour  premier  membre  une  série  convergente.  En  écrivant 
cette   équation  ainsi 

et  faisant    i'z=p-\-q  \/-—  i  ,  on  trouve  sans  difficulté 


d  où  l'on  déduit 


_  &.'(/>  — a,  — g  y/— 1)  n 

2  ip-a,)'  +  r  ^' 


égalités  dont  la  seconde  est  absurde  à  moins  que  l'on  n'ait  q=o,  c  est- 
à-dire  à  moins  que  la  racine  v  ne  soit  supposée  réelle.  Donc  l'équa- 
tion (5)  n'a  pas  de  racines  imaginaires.  Pour  prouver  qu'elle  n'a  pas 
non  plus  de  racines  égales  ,  il  suffira  d'ailleurs  d'observer  que  1  exis- 
tence d'une  racine  réelle  multiple  entraînerait  celle  de  l'équation 
absurde 

-        Ar 
(f  —  û,)» 

La  démonstration  précédente  pourrait  encore  se  faire  si  l'équation  (5) 
était  remplacée  par  celle-ci 

43.. 
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m  étant,  non  plus  une  simple  constante,  mais  une  fonctlon^eUe  que 
ia qu-tîté  f{p+q^/^)  -  -duise  à  la  forme  P+gQ'  "^^'^'ll' 
Q  désignant  des  quantités  réelles.  En  effet ,  si  Von  pose  .=p+?V-'. 
cette  équation  (4)  se  décomposera  eu  deux  autres 


^    Ai-  {p  —  "ù     _  p 
^{p  —  aiY  +  q' 
Ai' 


dont  la  seconde  exige  nécessairement  que  l'on  ait  ^==0.  Ainsi  1^-- 

teurs  simples  sous  la  forme 

où  A  .  a. ,  ..,  ^3. .  .  désignent  des  constantes  réelles  quelconques  et 
a. ,  a.»  «^3-  •  •  ^^^  exposants  positifs  ,  l'equation 

n'aura  ni  racines  imaginaires,  ni  racines  égales,  tant  q-  ^a  ^o^^^^^^^^^^^ 
}(.)  remplira  les  conditions  dont  on  a  parle  a-dessus.  Cela  resuite 
de  ce  que  la  fraction?^  est  égale  à 


+  • 


Posons  par  exemple  <pM  =  cos.,  puis /(.)  =  «  ou  /M  =  «+^'^' 
aZb  étant  des  constantes  réelles  :  nous  formerons  ces  deux  equa- 

lions  , 

tang*.  =  —  fl,       tangi'  =:  —  a  —  ^  V', 
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que  les  géomètres  ont  déjà  considérées  et  dont  les  racines  sont  néces- 
sairement réelles  et  inégales. 
En  prenant  f{u)  =  o,  l'équation 


se  réduit  à 


Quand  (p((')  a  la  forme  indiquée  plus  haut,  l'équation  — —  =  o  a  donc 

toutes  ses  racines  réelles  et  n'a  pas  de  racines  égales.  De  là  il  est  aisé 
de  conclure  que  l'équation  (p'  (p)  =  o  a  aussi  toutes  ses  racines  réelles , 
quoiqu'elle  puisse  avoir  des  racines  multiples. 

Bien  que  cette  note  (qui  n'est  qu'un  développement  de  l'idée  de 
M.  Plana)  ajoute  très  peu  de  chose  ou  même  n'ajoute  rien  à  ce  que 
l'on  connaissait  sur  la  théorie  des  équations  transcendantes,  j'ai 
pensé  qu'il  pouvait  être  bon  de  la  publier  ici  afin  d'attirer  l'atten- 
tion des  géomètres  sur  un  point  de  la  science  qui  est  à  la  fois  très 
important  et  très  délicat. 
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NOTE 

Sur  la  Théorie  de  la  V^ariation  des  constantes  arbitraires  ; 
Par  J    LIOUVILLE. 


Soient  n  un  nombre  entier  positif,  x  une  fonction  de  t  dont 
iious  désignerons  par  x' ,  x',,...  x^'^  les  dérivées  successives, 
prises  par  rapport  à  i,  et  P  une  fonction  quelconque  de  t,  x ,  x' ,.  .  . 
^(o-o  s;  l'on  sait  intégrer  l'équation  différentielle  de  l'ordre  7i , 

(i)  sc^"^  =  P, 

il  sera  facile  d'intégrer  ensuite  par  approximation   l'équation  nou- 
velle 

(2)  x«  =  P  H-  Q, 

dans  laquelle  on  suppose  que  le  terme  Q  reste  toujours  très  petit.  Et 
même  si  Q  désigne  une  fonction  donnée  quelconque  de  t,  et  que 
réquation  (f)  soit  linéaire  ,  on  parvient  à  intégrer  complètement  l'é- 
quation (2).  La  méthode  que  les  géomètres  suivent  ordinairement 
pour  atteindre  ce  but  consiste  à  faire  varier  les  constantes  arbitraires 
contenues  dans  l'intégrale  complète  x=:=  f(t,  a  ,  b,.  .  .  c)  de  l'équa- 
tion (i),  de  telle  sorte  que  l'équation  (2)  soit  satisfaite  aussi  par 
x-:=.  f{t,  a,  b,~.  .  c).  Cela  revient  au  fond  à  remplacer  l'inconnue 
X  par  n  inconnues  a,  b,. .  .  c ,  entre  lesquelles  on  pourra  d'ailleurs 
établir  à  volonté  (n —  1)  relations.  Les  relations  dont  nous  parlons 
deviennent  très  simples  quand  on  assujétit  les  valeurs  de  dx ,  d*x,.. . 
d"~'x  à  conserver  la  même  forme  dans  le  cas  de  l'équation  (2)  et 
dans  le  cas  de  l'équation  (i). 
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Pour  déterminer   a,  b,...c    en  fonction  de   t,  on  obtient  dans 
cette  hypothèse  les  équations  suivantes  : 


dx 
da 

dx 

da 

da           dx 
•  Â   "^     db 

da    ^^    dx' 
'Tt    "^    db 

•  dt   ^ 

•  dt    ^ 

"^     de    ' 
••^     de 

de 
,^   =    O, 

rfxC—O 

da          dxC--'-) 
dt     '         db 
da         dx'."-') 
dt  "^       db 

•  dt  ^•• 
dt  ^ 

rfxC^-») 

<fc 

da       ' 

dx!."-') 

da      • 

•  '        de 
•'+'       de 

.-  =  Q. 
'  dt        ^ 

Il  s'agit  d'en  tirer  les  valeurs  de -^,   t-,---   -j^^   <^t    c'est    ce    qu  on 

peut  toujours  faire  à  l'aide  de  la  règle  donnée  par  Laplace  pour  ré- 
soudre les  équations  du  premier  degré,  quel  que  soit  le  nombre  des 
inconnues. 

D'après  cette  règle  ou  formera  d'abord  le  dénominateur  commun 

,        .  da      db  de    y   „  .  ,      ,  ,„   .      ,     dx      dx 

des  mconnues  -y-,  -r,»  •  •  -r»  a  laide  des  coemcients  -j-,    -jr,   etc., 
dt'dt'  dt'  da'     do 

dt;  ces  inconnues.  On  aura  ensuite  le  numérateur  de  la  fraction  qui 

exprime  — ,  par  exemple,  en  remplaçant  dans  le  dénominateur  com- 

tfarC"-')  ^         dx^''~''>  dx'     dx 

ni  un 


parQ,et_^,...   -^ ,   5^  par  zéro. 

!a  fonc 

dP 


da 
On  peut  simplifier  le  calcul  toutes   les  fois  que  la  fonction  P  est 

indépendante  de  jc^''~''>,  c'est-à-dire  toutes  les  fois  que  ^„_,.^  —  «. 
Je  me  propose  dans  celte  Note  de  prouver  qu'alors  le  dénominateur 
commun  des  quantités  "jT»  -j-»-  •  •  "j7>  "^  contient  pas  t  explicite- 
ment et  n'est  fonction  que  de  a,  b ,.  . .  c;  on  verra  même  qu'il  se 
léduit  à  l'unité  lorsque  a,  b,...c  représentent  les  valeurs  de  x, 
x',...x'-''~''>,  relatives  à  une  valeur  particulière  de  t,  telle  que  t  =  o. 
Pour  donner  de  ce  théorème  une  démonstration  générale,  je  re- 
présente par  u  le  dénominateur  commun  et  je  cherche  sa  dérivée  -^ 

prise  par  rapport  à  i,  en  tant   que  cette  lettre  entre  explicitement 
dans  M,  sans  que  l'on  fasse  varier  les  constantes  a,  b,.  .  .  c.ha  valeur 
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de  u  se  compose  d'une  série  de  termes ,  les  uns  positifs  ,  les  autres 

négatifs  :  le  premier  de  ces  termes  est  par  exemple 

dx      dx  rfjïC»-') 

da  '    db     ■  ■  ■  •        5c     • 

D'après  un  théorème  connu,  la  valeur  de  u  doit  devenir  nulle  si  l'on 

rend  égaux  entre  eux  les  coefficients  de  -r-  ,  ceux  de  —r  ,.  .  .    ceux 
°  dt  '  di  ' 

de 
de      ,  dans  deux  des  équations  du  problème.  Si  donc  ou  remplace 

partout  dans  l'expression  de  u  une  des  dérivées  x'-'^  par  une  autre 
dérivée  ayant  un  indice  différent  de  /  et  compris  dans  la  série  o,  i , 
2  ,.  .  .  (n —  i),  il  faudra  que  u  se  réduise  à  zéro  après  ce  change- 
ment effectué. 

Cela  posé  j'observe  que,  pour  trouver  -r-,  on  peut  différencier  dans 

u  successivement  x,  x',...  j:^"~*',  x^''~''>  ,  et  ajouter  les  résultats 
partiels  ainsi  obtenus.  Or,  différencier  x,  c'est  remplacer  x  par  x',  et 
parcechaugemeut  «devient  zéro:  de  même  différencier  x'...  ou  x^"~*), 
c'est  remplacer  x'...  oux^*"')  par  x'...  ou  x^""'',  ce  qui  donne  encore 
zéro  pour  résultat.  Quant  à  la  différenciation  qui  porte  sur  x^'~'\ 
on  l'effectuera  en  remplaçant  x'"~'^  par  x^"^  ou  par  P.  Donc  finalement 

la  valeur  de  —  se  composera  de  termes  de  la  forme 

dx     dx'  d? 

da  '    db    ■  ■  *  ■    de' 

Mais  P  étant  fonction  àe  t,  x  ,  x' ,.  .  ,  x''"''' ,  on  a 

dP dP      dx         dP     dx'  d?_^      «fz-i— ') 

de  dx  '  de  "^  dx'  '  'de   "^ "  '"^  <ter»-0    '        de     ' 

On  trouve  des  valeurs  semblables  pour  les  dérivées  7~>   jâ>  •  •  •    Eti 

les  substituant  dans  l'expression  de  -r  ,   celle-ci    se    décompose   en 

,     .  ,.  .  .  .^  dP     dV  dP 

plusieurs  parties  qui  ont  pour  facteurs  respectifs  —,  -5-7,. . .    -;  ^^_- 

et  qui  sont  nulles  d'elles-mêmes,  comme  il  est  aisé  de  le  voir  d après 
ce  que  l'on  a  expliqué  plus  haut. 
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Donc  enfin  l'on  a    —  =  o ,  eu  sorte   que   le  dënomiaateur  u  ue 

contient  pas  t  explicitement,  et  se  réduit  k  une  simple  fonction 
de  a,  b,..  .c.  Ainsi  la  valeur  de  u  ne  changera  pas  si  l'on  pose 
t  =  o.    Mais   quand   a,    b,...c    représentent   les    valeurs   initiales 

de  x ,  ^  , . . .  x^     ^ ,  le  premier  terme  de  u,  savoir  -r- .  -37 —  — t — . 

se  réduit  à  l'unité  pour  t  =  o  ,  et  les  autres  deviennent  nuls  dans  la 
même  hypothèse  :  on  a  par  suite  alors  m  =  i  ,  ce  qu'il  fallait  dé- 
montrer. 

L'analyse  précédente  exige  que  P  ne  contienne  pas  la  dérivée  a:'°~'\ 
mais  seulement  les  dérivées  d'ordre  inférieur  a  (n —  i).  Si  P  conte- 
nait j:"" '5,  on  trouverait  de  la  même  manière 

du  dP 


dl  dxi'—y 


Ces    considérations   générales   deviennent    beaucoup    plus   claires 
lorsqu'on  les  applique  au  cas  particulier  où  }i  =  3. 
On  a  alors 


dx 

da 

^  de 
I  dx 
'      dû 


dx' 

dx" 

dx 

dx' 

dxT 

db 

■  'dF 

da 

■  IF 

■    db 

dx' 

dx" 

dx 

dx- 

dx" 

da  ' 

'  'db 

db    ■ 

■    da 

•    de 

dx' 

dx" 

dx 

dx' 

dx 

de 

■    da 

de   • 

db    ' 

■    da 

et  par  le  calcul  direct,  on  trouve,   en   omettant   les  termes  qui  se 
détruisent,  et  en  remplaçant  x'"  par  P, 

du  dx      dx'       dP  dx      dx'       d? 

Il 


— 

dâ* 

~M 

■    rfc 

da  ' 

de 

■  db 

-¥■ 

dx 

dx' 

d¥ 

dx 

dx' 

dP 

Te  ■ 

1^ 

■Tb 

db 

■  1^ 

'de 

H- 

dx 

dx' 

dP 

dx 

dx' 

dp 

Tb  ■ 

'    de 

■  d^ 

IF  ' 

db 

•  da  ' 

expression   qui   devient   nulle  en  effet,    lorsqu'on    met   au    lieu   de 

d?     dV     dP    ,  , 

d~  '  db  '  T   ^"""^  valeurs  respectives 

Tome  III.   —  Juillet  i838.  44 
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dP      ^  _,      ^      dx' 

dx  '  da  dx'  *   da  * 

dP      ^     1      ^      ^' 

/f-r         fin        '        yVi"' 


dx  '  db     "^   dx'  '   db  '■ 
dP     dv  dV^      dx' 

dx  '  de  dx'  '   de 


qui  sont  exactes  dès  que  P  est   une  fonction  de  t,  x,  x'  indépen- 
dante de  x'.  Mais  ces  valeurs  devraient  être  augmentées  des  termes 

MP      dx"      dP      dx"     dP      dx"        .  r^  •        »      »        . 

suivants  _._,_._,—._,  si  P  contenait  x  .  Aussi  dans 

du       ^  dP       ,  , 

ce  cas  -r  est  =  u  -r-r,  et    non  plus   =  o. 
dt  dx  ^ 

En  supposant  P    indépendant    de   x'-""''',    et    admettant  que    a, 

h  ,  etc. ,  soient  les  valeurs  initiales  de  x ,  x' ,  etc. ,  on  a 

da   n  '^^ 

ir  ^  ~  ^'db' 


pour  /z  =  2  ;  puis 


s 

db 
dT 

—    ^da' 

da 
dt 

\db 

dx'            dx 

de            de 

■  Sq- 

db 
dt 

\dc 

dx'           dx 
da             da  ' 

•^)Q. 

de 
dt 

\da 

dx'           dx 

'  db             db  ' 

©Q. 

pour  7^  =  3;  et  ainsi  de  suite. 

dx 


Lorsque  n  =  2 ,  si  Q  est  de  la  forme  —  T~  »  ^  étant  une  fonction 


àe  t  et  X  seulement ,  il  vient 


da 
dt 

dK      dx           rfR 
~    dx  '  db    ~    db' 

db 
dt 

dK     dx  

dx  '  da 

dR 
da 

ce  qui  s'accorde  avec  les  formules  connues. 
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Les  résultats  que  nous  venons  d'obtenir  s'étendent  de  la  manière 
suivante  à  un  nombre  quelconque  d'équations  différentielles  simul- 
tanées. On  peut  toujours  supposer  que  ces  équations  sont  du  premier 
ordre;  car  si  elles  contiennent  des  différentielles  d'ordre  supérieur, 
il  suffira  de  représenter  les  intégrales  de  ces  différentielles  par  des 
lettres  particulières,  que  l'on  traitera  comme  de  nouvelles  variables, 
pour  rabaisser  au  premier  ordre  les  équations  proposées  :  par  exemple 
l'équation 


=  x\  +   t'' 


peut  être  remplacée  par  ces  trois  équations  du  premier  ordre 

dx,   rfa-,   

"rfT  —  •^»'       ~dt  —  •^" 

dt    —  ^.  -t-  ^  • 

Soient   donc  en   général   a:,,   x^,. .  .  x„,    n  fonctions  de   t  liées 
entre  elles  par  n  équations  différentielles  de  la  forme 

dx,    p         dx^   p  dx„   p 

~dt    ~  ^"     1i'~^"-"      'dt    ~~     •" 

où  P, ,  P,, .  .  .  p,  désignent  des  fonctions  de  i,  x,,  x^,.  .  .  x^-  Dési- 
gnons par  a,  b,.,,  c  les  constantes  arbitraires  qui  entreront  dans 
les  expressions àe  Xt,  x^,.  . .  x^,  fournies  par  l'intégration  des  équa- 
tions différentielles  proposées.  Enfin  considérons  les  n  équations 

dx,      da  dx,      '^^    _,  _i     <i^n      de    p. 

'd^  '  ~dî  "^  Ib    '  Il    +  ■  •  •+   'dF  '  dl  ~  ^" 

dx,      da  dx^       db  Jx„      de    ^ 

1^  '  11   "^    1b    '  dt    "^ "  '"^   ~d^  '  ~di   ~   ^" 


dx„      da  dxn      db  dx„       de   p. 

1^  'Tt    '^    ~db   '  H  ~^ ■  ■  '"^  '  Tt    —   *<•' 

,  .  da      db  de      ,      ,.  ,.1 

OU  nous  prenons  pour  inconnues  -r- ,  -3-  , .  .  .    -r-  Je  dis  qu  il  est  tou- 
jours facile  de  calculer  à  priori  le  dénominateur  commun  des  fractions 

44- 
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qui  expriment  ces  inconnues.  En  effet,  soit«  ce  dénominateur.  D'après 

la  règle  de  Laplace,  il  est  formé  d'une  série  de  termes  de  la  forme 

dx^       dx^  dx„  .  ,         .  I  I         r>     . 

-j—  .  -jr-   ••  ■    -y—,  pi'is  avec  des  signes  convenables.  Lest  pourquoi 

nous  écrirons 

dx^       dx^  dx„ 


"  ^  iLi  '  ~db     '"    ~d^)' 


Cherchons  maintenant  -r-.  Il  faudra  pour  cela  différencier  successive- 
ment x^,  x^,.  .  .  X,,  par  rapport  à  <  :  or  la  différenciation  relative  à 
X  revient  à  remplacer  a:,  par  P, ,  d'où  résulte  la  quantité 

.'^_   ^,      dx^  dx^ 

\ —     da    '    db      ■  ■  *      de)' 

qui  ,  développée  ,  devient 


rfp, 

dx, 

s(± 

dx, 

da    ' 

dx, 

'   'db      " 

■"È) 

+ 

dV, 

TU 

H^ 

dx, 
da 

dx^ 
•  ~db     ■ 

■•^) 

,     flP,         /  _,      rfx,      dx^  dx„\ 

~^  dF^^  \^  Ih  '  db    •  •  ■   "rf^^J' 
et  .se  réduit  simplement  à 


dP, 
dx. 


parce  que  les  sommes 

/_,      dx^      dx,  dx„\  -^  /^.A^  '^^'      ^^^  dxn\ 

^\^  ~d^  '  ~db    •'•   IFJ ' •  •  •    ■^  [,^  1^  ■  HF  '  ■  '  ~d^J 
.soin  nulles  en  vertu  d'une  propriété  bien  connue.  La  valeur  com- 
plète de  -r  est  donc 


=  "  W  +   ,7;;   +    ••  +  ^> 
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Toutes  les  fois  que  la  somme 


dx,    ~^   dx,    ~^-  ■•'^   dF„ 


se  réduit  à  zéro ,  on  a 


du 


eu  sorte  que  le  dénominateur  u  est  alors  indépendant  de  t.  Si  donc 
on  suppose  que  a,  h,.  ..  c  représentent   les  valeurs  de  x, ,  x^, .  .  . 

.     -1'  1  •,■  i  1     1  ''■'^.       dx^  dXn 

x„  pour  i=  o,  et  SI  Ion  prend  positivement  le  terme  ~  .  --r.-  ...  -j- 

de  l'expression  de  « ,   on  aura  toujours  «=  i.  Mais  quand,  en  adop- 
tant cette  dernière  hypothèse,  on  regarde  la  somme 

d?,  d^  dP„ 

d^,  "^   dF,        "    '^  d.v„ 

comme  ayant  une  certaine  valeur  (p  différente  de  zéro,  alors  il  vient 

^     _     .        °'      ■ 
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OBSERVATIONS 

Sur  un  Mémoire  de  M.    Libri  ,  relatif  à  la  Théorie  de  la 
Chaleur  ; 

Par  Joseph  LIOUVILLE. 

(  Présentées  à  l'Académie  des  Sciences  le  ig  février  i838.) 


Je  me  suis  occupé  depuis  quelque  temps  de  la  recherche  des  lois 
générales  du  mouvement  de  la  chaleur  dans  une  armille ,  en  suppo- 
sant la  chaleur  spécifique,  la  conductibilité  intérieure  et  le  pouvoir 
émissif  variables  d'un  point  à  l'autre,  et  même  variables  pour  chaque 
point  déterminé  en  raison  des  températures  différentes  que  ce  point 
doit  prendre  successivemeat.  J'espère  être  en  mesure  de  soumettre 
bientôt  au  jugement  de  l'Académie  les  résultats  de  mon  travail.  Mais, 
avant  de  le  terminer,  j'ai  dû  lire  les  Mémoires  que  l'on  a  déjà  publiés 
sur  ce  sujet  et  spécialement  celui  que  M.  Libri  a  fait  imprimer  à  Flo- 
rence en  1829  et  à  Berlin  en  i85i ,  dans  le  Journal  de  M.  Crelle  (t.  VII, 
p.  1 16).  Cette  double  (*)  publication  étant  à  mes  yeux  une  garantie  du 
soin  que  l'auteur  a  mis  à  revoir  son  analyse,  présentée  plusieurs  années 
auparavant  à  cette  Académie,  j'ai  du  l'examiner  avec  attention. 
M.  Libri  annonce  d'ailleurs  dans  sa  préface  qu'il  a  trouvé  et  qu'il  déve- 
loppera une  méthode  nouvelle  d'approximation,  et  l'on  sent  quelle 
importance  les  géomètres  doivent  attacher  aux  méthodes  de  ce  genre 


(*)  C'est  iriple  qu'il  faut  lire,  car  une  première  édition  du  même  mémoire  a  paru 
à  Pisc  eu  182;;. 
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qui  sont  pour  ainsi  dire  seules  applicables  dans  les  problèmes  de  Mé- 
canique céleste  et  de  Physique  mathématique.  Mais  quel  n'a  pas  été 
mon  étonnement  quand  j'ai  reconnu  que  les  formules  données  par 
M.  Libri  sont  inexactes  et  que  le  principe  général  sur  lequel  il  s'appuie 
est  inadmissible. 

L'équation  diflerentielle  de  M.  Libri  diffère  de  celle  que  Fourier  a 
employée  lorsqu'il  a  résolu  pour  la  première  fois  le  problème  de 
l'armille.  La  raison  en  est  simple.  M.  Libri  rejette  la  loi  de  refroidis- 
sement connue  sous  le  nom  de  loi  de  JSewton,  et  il  y  substitue  la  loi 
exacte  donnée  par  MM.  Dulong  et  Petit.  Outre  les  termes  ordinaires, 
son  équation  contient  ainsi  urf  terme  qui  exprime  la  différence  entre 
la  loi  de  MM.  Dulong  et  Petit  et  celle  de  Newton.  Ce  terme  est  multi- 
plié par  un  très  petit  coefficient  S  dont  M.  Libri  néglige  le  carré  et 
les  puissances  supérieures,  au  moins  à  une  première  approximation. 

Cela  étant,  la  valeur  complète  de  la  température  doit  être  composée 
de  deux  parties,  l'une  indépendante  de  cT ,  l'autre  multipliée  par  d'. 
L'équation  du  problème  se  décompose  en  effet  en  deux  autres  qui 
doivent  servir  à  déterminer  ces  deux  parties.  L'intégration  dont  elles 
dépendent  étant  effectuée,  il  faut  ensuite,  à  l'aide  des  constantes  arbi- 
traires que  cette  intégration  introduit,  représenter  l'état  initial  des 
températures,  c'est-à-dire  l'état  des  températures  des  points  de  l'ar- 
mille à  l'époque  où  le  refroidissement  commence  :  cet  état  initial  ne 
dépend  en  aucune  manière  du  petit  coefficient  ^  par  rapport  auquel 
on  ordonne  l'approximation;  il  resterait  encore  le  même  si  cT  était  nui 
et  la  loi  de  Newton  rigoureuse.  Par  conséquent  l'état  initial  doit  s'ex- 
primer à  l'aide  de  la  partie  de  la  température  qui  est  indépendante  de 
«T  :  celle  que  «T  multiplie  doit  se  réduire  à  zéro  à  l'origine  du  refroi- 
dissement. 

Les  raisonnements  précédents  nous  font  connaître  la  valeur  initiale 
de  chacune  des  deux  parties  dont  la  température  se  compose ,  et  tous 
ceux  qui  ont  l'habitude  de  l'analyse  sentent  bien  que  le  problème 
n'offre  plus  maintenant  aucune  difficulté.  La  méthode  que  nous  ve- 
nons d'indiquer  est  d'ailleurs  familière  aux  géomètres.  C'est  d'elle , 
par  exemple,  qu'ils  font  usage  pour  résoudre  le  problème  du  pendule 
qui  se  meut  dans  un  milieu  résistant  comme  le  carré  de  la  vitesse. 
Nous  n'avoDi  pas  besoin  d'ajouter  ici  que  l'équation  différentielle  qui 
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délermine  la  nartic  de  la  température  indépendante  de  é  doit  être 
intégrée  complètement,  puisqu'elle  doit  servir  seule  à  représenter 
l'état  initial  des  températures  qui  est  tout  à-fait  arbitraire 

La  solution  que  je  viens  d'indiquer  n'est  pas  celle  de  M.  Libri.  Celle 
que  M.  Libri  a  donnée  difl'ère  précisément  de  la  nôtre  en  ce  que 
l'auteur  juge  suffisant  d  ■  prendre  une  valeur  particulière  Ae\a.  partie  in 
dépendante  de  J^.  Pour  représenter  l'état  initial,  il  se  sert  des  constantes 
arbitraires  contenues  dans  les  termes  multipliés  par  S.  Nous  ne  pen- 
sons pas  qu'aucun  géomètre  puisse  jamais  admettre  cette  théorie. 
Si  M.  Libri  ordonne  l'approximation  par  rapport  aux  puissances  de  J  , 
en  négligeant  le  carré  et  les  puissances  supérieures  de  S",  cela  tient  sans 
doute  à  ce  qu'il  regarde  les  termes  de  la  série  en  cT  comme  décroissant 
très  rapidement,  en  sorte  que  chacun  d'eux  est  très  petit  par  rapport 
aux  précédents.  Comment  donc  peut-il  espérer  de  représenter  l'étal  ini- 
tial, qui  est  arbitraire  el  indépendant  de  cT,  à  laide  des  termes  très 
petits  qui  ont  cf  pour  coefficient  ?  N'est-ce  pas  à  peu  près  comme  si  les 
astronomes  essayaient  de  leprésenter  le  mouvement  elliptique  des 
planètes  a  laide  des  seuls  etïets  produits  par  leurs  perturbations? 

Voici  les  propres  paroles  de  l'auteur  :  il  est  nécessaire  de  les  faire 
connaître  avant  d'aller  plus  loin. 

(f  Cependant,  si  au  lieu  d'intégrer  complètement  la  première  des 
»  équations  linéaires  que  nous  avons  obtenues,  pour  prendre  des  inté- 
>i  grales  particulièi'es  des  autres,  comme  on  le  fait  pour  les  équations 
»  différentielles  ordinaires,  on  commence  par  prendre  des  intégrales 
»  particulières  des  premières  équations  que  l'on  veut  considérer,  et 
»  que  l'on  n'intègre  complètement  que  celle  à  laquelle  on  veut  arrêter 
»  l'approximation,  on  obtiendra  le  nombre  de  fonctions  arbitraires 
))  qui  est  nécessaire  pour  satisfaire  à  toutes  les  conditions  du  problème, 
))  et  on  sera  assuré  ,  comme  on  le  démontre  directement ,  de  pouvoir 
n  éviter  toujours  les  arcs  de  cercle.  Nous  avons  effectué  le  calcul  que 
))  nous  venons  d'indiquer,  sur  les  deux  premières  équations  linéaires 
»  que  fournit  le  problème  ,  et  nous  avons  trouvé  une  formule  qui  se 
>■  compose  de  celle  que  M.  Fourier  avait  déjà  donnée,  et  d'un  terme 
)i  de  correction  multiplié  par  une  petite  quantité.  En  embrassant 
»  un  plus  grand  nombre  d'équations,  on  trouverait  la  même  expres- 
))  sion  ,  plus  des  termes  multipliés  par  les  puissances  ascendantes  de  la 
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»  petite  quantité  par  rapport  à  laquelle  on  a  développé.  La  méthode 
»  que  nous  venons  d'exposer  peut  s'appliquer  à  l'intégration  par 
>)  approximation  d'une  classe  assez  étendue  d'équations  aux  différen- 
')  tielles  partielles;  mais  ces  recherches  ne  sauraient  trouver  place  ici, 
»  et  elles  formeront  le  sujet  d'un  mémoire  particulier.  » 

A  la  lecture  de  ce  passage  on  va  sans  doute  demander  comment, 
après  avoir  négligé,  à  l'exception  d'un  seul,  tous  les  termes  indé- 
pendants de  cT,  l'auteur  finit  par  retrouver  la  formule  même  de  Fou- 
rier  augmentée  seulement  dune  petite  quantité  qui  la  corrige.  Cela 
lient  à  une  nouvelle  faute  qui  s'est  glissée  dans  son  analyse.  Ne 
pouvant  en  effet  représenter  à  l'aide  de  termes  qui  ont  «T  pour  fac- 
teur l'état  initial  où  cT  n'entre  pas  ,  l'auteur  a  supprimé  ce  facteur  cT  en 
le  fondant  pour  ainsi  dire  dans  les  constantes  arbitraires  introduites 
par  l'intégration.  Mais  par  là  il  a  détruit  la  subordination  établie 
entre  les  deux  parties  dont  l'ensemble  compose  la  valeur  de  la  tempé- 
rature ;  il  a  fait  rentrer  dans  la  première  une  poi'tion  de  la  seconde 
dont  il  négligeait  tout-à-l'heure  le  carré  :  en  un  mot  sa  formule  ne  peut 
devenir  propre  à  représenter  l'état  initial  sans  cesser  en  même  temps 
de  satisfaire  à  l'équation  différentielle  du  problème. 

Au  reste,  sans  pousser  plus  loin  une  discussion  que  la  double  erreur 
commise  par  M.  Libri  rendrait  à  la  fin  trop  minutieuse  ,  je  dirai  qu'au 
premier  coup  d'œil  jeté  sur  la  formule  on  peut  reconnaître  qu'elle 
est  inexacte.  Son  terme  de  correction  est  en  effet  une  exponentielle 
dont  l'exposant  n'est  pas  déterminé  (*).  Cet  exposant  peut  prendre 
différentes  valeurs  suivant  qu'il  a  plu  à  l'auteur  de  choisir  pour  la 

(*)  En  omettant  uu  facteur  fonction  de  l'abscisse  seulement ,  l'exponentielle 

dont  nous  parlons  est  de  la  forme  e  ^  '  ^  ,  où  t  désigne  le  temps  et  r  le 
rayon  de  l'armille  :  attù  sont  des  quantités  connues ,  tandis  que  m  représente  un 
nombre  entier  dont  la  valeur  n'est  pas  déterminée  par  l'analyse  de  l'auteur.  Toute- 
fois M.  Libri  dit  de  prendre  pour  m  le  plus  petit  nombre  entier  qui  ne  satisfasse 
pas  à  l'équation  ljr'±iQ.am' =  o;  mais  ce  choix  du  plus  petit  nombre  ne  dérive 
nullement  de  ses  calculs  et  parait  tout-à-fait  arbitraire.  Qu'on  adopte  au  reste  cette 
valeur  de  m  ou  telle  autre  valeur  particulière  qu'on  voudra,  la  formule  de  M.  Libri 
n'en  deviendra  pas  plus  exacte.  Nous  citerons  en  passant  un  théorème  bizarre  que 
l'auteur  énonce.  «  Lorsque  les  conditions  du  problème  permettront ,  dit-il ,  de  faire 
»  m  =^  o  ,  le  terme  de  correction ,  pour  la  première  approximation  ,  se  réduira  à 
Tome  III. —  JciLLET  i838.  4^ 
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partie  indépendaute  de  «T  telle  ou  telle  intégrale  particulière;  et  de 
là  résultent  autant  d'expressions  diverses  de  la  température  eu  fonc- 
tion du  temps  et  de  l'abscisse.  Or,  le  problème  du  mouvement  de  la 
chaleur  dans  une  armille  étant  déterminé  par  sa  nature,  la  formule 
que  l'on  donne  pour  le  résoudre  doit  être  aussi  déterminée.  Nous 
avons  donc  eu  raison  d'annoncer  que  la  solution  de  M.  Libri  est 
inadmissible. 

J'adresse  avec  confiance  ces  réflexions  à  l'Académie.  Ni  dans  les 
mots,  ni  dans  les  choses ,  je  n'ai ,  je  ci'ois ,  blessé  les  convenances.  On 
doit  être  indulgent  pour  ces  fautes  légères  qui  échappentaux  meilleurs 
tuteurs  et  même  pour  certaines  fautes  graves  produites  par  la  rapidité 
de  la  composition.  Mais  comment  ne  pas  relever  une  erreur  que  l'on 
fait  servir  de  base  à  une  théorie  fondamentale ,  et  dont  l'auteur,  à  la 
fin  de  son  Mémoire  publié  après  de  longues  méditations,  annonce  de- 
voir donner  bientôt  des  applications  nouvelles. 

P.  S.  M.  Libri  n'ayant  fait  aucune  réponse  aux  objections  conte- 
nues dans  la  Note  qui  précède ,  la  discussion  soulevée  entre  nous  se 
trouve  jugée  par  cela  même.  Mais ,  je  dois  dire  que  l'honneur  d'a- 
voir reconnu  le  premier  l'inexactitude  de  ses  formules  ne  m'appartient 
pas.  Cette  inexactitude  a  été  en  effet  signalée  d'abord  par  M.  Kelland 
qui,  dans  un  ouvrage  sur  la  Théorie  delà  Chaleur  publié  à  Cam- 
bridge l'année  dernière  et  que  l'on  m'a  communiqué  depuis  quelques 
jours  seulement,  s'exprime  à  ce  sujet  de  la  manière  la  plus  positive 
(page  69).  Néanmoins  comme  M.  Kelland  ne  développe  pas  les  motifs 
de  son  opinion,  j'ai  pensé  qu'il  pouvait  encore  être  utile  de  publier 
ici  l'article  qu'on  vient  de  lire. 


"  —  -e  ,  eton trouvera  qu  ilestindépendanldescoordonnéesetqu'Jlnedépend 
»  que  du  temps.  '.)  Je  laisse  aux  géomètres  le  soin  d'appre'cier  ce  singulier  résultat. 
J'ajouterai  seulement  que  si  M.  Libri  fait  ici  7n  =  o,  cela  ne  l'empêche  pas,  trois 


pages  plus  loin,  de  regarder  l'exponentielle  e    ^        '*  '    comme  étant  toujours 

infiniment  plus  petite   que  e 
quel  que  soit  le  rapport  j. 


infiniment  plus  petite  que  e    ^       ''-'  pour  des  valeurs  de  l  infiniment  grandes, 
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Détermination    de   l'intégrale  définie 
I     log(i  —  2a  COS. T -{- a^}dx  ; 
Par  Ch.  DELAUNAY  , 

ÉlèTe-ingénieur  des  Mines. 


M.  Poisson  a  donné  la  valeur  de  cette  intégrale  dans  son  Mémoire 
sur  les  intégrales  définies,  inséré  dans  le  XVIP  cahier  du  Journal 
de  l'École  Polytechnique  :  il  trouve 

1°.  Lorsque  a<ii,   f     log  (i  —  2a cos  jc  -\-  a^)dx  =  o: 

2°.  Lorsque  a  >  I,   /     'og  ('  —  sacosx -\~  a'')dx  =  7r\o§(a'). 

Ces  formules  se  déduisent  très  simplement  du  théorème  de  Côtes, 
comme  nous  allons  le  voir. 

Ce  théorème  consiste  dans  la  relation 

^  1 — 2acos \-a'\(i — aacos— -f-a' j  ....  Ti — aacos 7r-(-aM  =<j''"4-i. 

Chaque  facteur  du  premier  membre  est  compris  dans  la  formule  gé- 
nérale   I  —  2(2  cos  .  ~ ^TT  H-  rt",  dans  laquelle  il  faut  donner  à  i 

successivement  les  valeurs  o  ,  1,2,...  ti  —  i  ;  pour  passer  d'un  fac- 
teur au  suivant,  il  faut  augmenter  i  de  l'unité,  ou,  ce  qui  revient 
au  même ,  augmenter  l'arc  compris  sous  le  signe  cos  de  la  quantité 

constante  «  =  -.  Si  nous  élevons  les  deux  membres  de  l'équation 

n 

a  une  puissance  marquée  par  ce ,  nous  aurons 

(i — îûcos l-ûM  (  I— 2acos f-a'j    ...(  i — aacos î^+a   I  =(a    -fi)  . 

45.. 
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Prenant  les  logarithmes,  il  viendra 

2û)  log  (l  2<2COS  .  TT  +  a'J  =   log.(rt"  +  i) 

ou  bien,  en  posant  'K  z=.  x  , 

2î!;  log  (  1  —  2fl  cos  X  +  «')  =.log.(a"  H-  I  )"  ' 
le  signe  2  indique  une  somme  prise  relativement  à  la  variable  j:,  qui 
croît  depuis  j:  =  —  iusou'à  x  =  — ^^—  tt  par  différences  constantes 

et  égales  à  a. 

Si  nous  supposons  maintenant  que  n  devienne  infini,  ca  deviendra 
dx,  la  somme  2  se  changera  en  une  intégrale  définie  prise  entre  les 
limites  x  =  o,  x  =  7r,  et  le  premier  membre  de  l'équation  devien- 
dra 

I     log  (i  —  2a  cos  X  +  a*)  dx. 

Pour  savoir  ce  que  devient  le  second  membre,  il  faut  distinguer 
deux  cas  : 

I".  Si  fi  •<  I  ,   (a"+  i)"  se  réduit  à  i ,  et  l'on  a 
f  log  (i  —  2fi  cos  X  +  <7')  dx  z=.  o; 

2°.   Si  fi  >>  I  ,  (a^"  +  0"  devient  a'^" ,  et  l'on  a 

/     log(i  —  2ncoi  x-i- a')dx  =  7r]og(a'). 
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MÉMOIRE    SUR  L'OPTIQUE; 

Par    C.    STURM. 


Lorsque  des  rayons  lumineux  homogènes  émanés  d'uu  point  éprou- 
vent une  suite  de  réfractions  ou  de  réflexions ,  ils  se  trouvent  après  cha- 
que réfraction  ou  réflexion,  constamment  normaux  à  une  certaine  suite 
de  sui-faces,  d'où  il  résulte  qu'ils  forment  toujours  deux  séries  de 
surfaces  développables  qui  se  coupent  partout  à  angles  droits  suivant 
chaque  rayon. 

Cette  propriété  remarquable  des  faisceaux  lumineux  a  été  d'abord 
reconnue  par  Malus  pour  le  cas  d'une  seule  réfraction  ou  réflexion  ; 
M.  Dupin  et  d'autres  géomètres  après  lui  l'ont  démontrée  dans  toute 
sa  généralité,  et  en  ont  tiré  quelques  conséquences.  M.  Hamilton  a 
aussi  publié  sur  ce  sujet  plusieurs  mémoires  très  étendus  dans  les 
Transactions  de  l'Académie  d'Irlande;  il  a  considéré  la  marche  des 
rayons,  soit  ordinaires,  soit  extraordinaires. 

Mais  on  n'a  pas,  à  ma  connaissance,  cherché  à  déterminer  d'uue 
manière  précise  les  surfaces  caustiques  formées  par  les  intersections 
successives  des  rayons,  et  qui  ne  sont  autre  chose  que  le  lieu  des 
centres  de  courbure  de  celles  auxquelles  ces  rayous  sont  normaux , 
ou  le  lieu  des  arêtes  de  rebroussement  des  surfaces  développables 
dans  lesquelles  le  faisceau  se  décompose.  La  résolution  de  cette  ques- 
tion est  l'objet  du  mémoire  suivant. 

On  y  trouvera  des  formules  propres  à  la  construction  des  surfaces 
caustiques  par  points.  Quand  les  rayons  sont  dirigés  dans  un  même 
plan ,  ces  formules  se  réduisent  à  celle  que  Jacques  Bernouilli  a 
donnée  pour  les  caustiques  planes,  et  que  Petit  a  reproduite  avec 
quelques  développements  dans  la  Correspondance  de  l'Ecole  Polj- 
technique. 
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Concevons  un  faisceau  de  rayons  lumineux  qui  passent  d'un  mi- 
lieu homogène  dans  un  autre  séparé  du  premier  par  une  surface 
quelconque  S,  en  suivant  la  loi  de  la  réfraction  ordinaire.  Considérons 
un  rayon  incident  quelconque  qui  rencontre  la  surface  séparatrice  S 
en  un  point  0;  soit  NOn  la  normale  à  celte  surface  au  point  0.  Sur 
la  direction  du  rayon  incident  que  nous  supposerons  prolongée  in- 
définiment de  part  et  d'autre  du  point  0,  prenons  à  volonté  un  point 
K,  et  sur  celle  du  rayon  réfracté  correspondant  un  point  K' .  qui 
soitsitué  du  même  côté  que  le  point  K  par  rapport  k  la  normale  NO/z. 
Rapportons  ces  points  à  un  système  quelconque  d'axes  rectangulaires; 
soient  X,  Y,  Z,  les  coordonnées  du  point  d'incidence  0;  x,  j ,  z, 
celles  du  point  K,  et  x' ,  y' ,  z'  celles  du  point  K'  :  désignons  par  a , 
b,  c,  les  cosinus  des  angles  que  la  partie  ON  de  la  normale  fait  avec  les 
trois  axes  rectangulaires;  par  a,  Q,  y  et  aJ ,  ë',  y' ,  les  cosinus  des  angles 
que  font  avec  les  mêmes  axes  les  deux  droites  OK  et  OK'  qu'on  sup- 
pose dirigées  du  point  0  vers  les  points  K  et  K'. 


Il  faut  d'abord  exprimer  que  la  normale  ON  et  les  droites  OK  et 
OK',  suivant  lesquelles  sont  dirigés  le  rayon  incident  et  le  rayon  ré- 
fracté, se  trouvent  dans  un  même  plan,  ou  que  les  deux  plans  NOK 
et  NOR.'  coïncident. 

Or,  la  perpendiculaire  au  plan  NOK,  élevée  par  le  point  0  d'un 
côté  de  ce  plan ,  fait  avec  les  trois  axes  rectangulaires  des  angles  dont 
les  cosinus  sont  respectivement 


cC 


«c  —  ay 


al  —b«. 


sinNOK'       sinNOK'       sinNOK' 
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De  même  les  cosinus  des  angles  que  la  perpendiculaire  au  plan  i\OK' 
fait  avec  les  axes ,  sont 

by  —  cC  ctî  —  ay  aQ'  —  b» 

sin  NOK'  '       ^I^^K?''      iïiTNÔK" 

On  exprime  que  ces  deux  perpendiculaires  coïncident  et  sont  en 
outre  situées  d'un  même  côté  du  plan  qui  contient  les  deux  angles 
NOK  et  NOK',  en  posant 

by  —  cQ         by  —  Co'       ex  —  ay         caf  —  ay        aS  —  ba.  aS"  —  bx'       .    . 

sin  NOK         sin  NOK'  '     sin  NOK         sin  NÔK'  '     sin  NOK         sin  NOK''     ^^' 

De  plus,  en  représentant  par  —  le  rapport  constant  du  sinus  de  1  an- 
gle d'incidence  au  sinus  de  l'angle  de  réfraction,  on  a 

sin  NOK    _A  .s 

iî^l^K"   ~~  a"  ^  > 

puisque  ces  deux  angles  sont  NOK  et  NOK'  ou  leurs  suppléments.  Ces 
équations  donnent  les  suivantes 

by  —  cC  by    —  <:£'        c«  —  ay  cd  —  ay         al  —  ba  aC  —  ba!        ,_ 

Eu  regardant  comme  connues  les  directions  de  la  normale  ON  et  du 
rayon  incident  OK  ou  les  valeurs  de  a,  h,  c  et  de  a,  ê,  y,  deux  quel- 
conques de  ces  dernières  équations  (5)  auxquelles  on  joindra  celle-ci 
a.'*+^''-j-^'»=i,  suffisent  pour  déterminer  a',ê',>'  et  conséquemmeut 
pour  faire  connaître  la  direction  du  rayon  réfracté  OK'.  On  en  con- 
clut que  deux  des  équations  (3)  doivent  donner  la  troisième  comme 
conséquence,  et  peuvent  être  substituées  aux  équations  (i)  et  (2).  C'est 
ce  qu'on  peut  aussi  vérifier  directement.  Car  d'abord  en  multipliant  la 
première  des  équations  (3)  par  a,  la  seconde  par  b,  et  ajoutant,  ou 
obtient  la  troisième;  ensuite,  en  élevant  au  carré  ces  trois  équations 
et  ajoutant ,  on  a 

^  l{by-cCY-Sf.{c,t-ayyJr{aÇ-b»y]  =  l.l(by'-ci'r+^cx-ay'y+{af-bxy] 

ou 

sin'-NOK        sin'NOK' 
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d'où 

siii  NOK  _  sin  NOK' 

(les  sinus  étant  positifs).  Ou  peut  donc  remplacer  dans  les  équa- 
tions (5)  le  rapport  de  A  à  A'  par  celui  de  ces  sinus;  oa  est  ainsi 
ramené  aux  formules  (i)  ^t  (2)- 

Les  relations  qui  existent  entre  les  directions  de  la  normale  ON  et 
des  rayons  OK,  OK',  sont  donc  toutes  exprimées  par  les  deux  pre- 
mières équations  (3),  qu'on  peut  écrire  comme  il  suit: 


b  „       b   , 

-  y  f y 


(4) 


En  désignant  par  k  et  k'  les  distances  OK  et  OK',  on  a 

_  X  — X        f>  _  y  — Y  _  z— Z 


et  de  même 

,        x  —  X 
a  =  — t; — ,  etc. 

Les  coordonnées  X,  Y,  Z  du  point  0  sont  liées  entre  elles  par  une 
équation  qui  est  celle  de  la  surface  séparatrice  S.  On  peut  la  diffé- 
rentier  soit  par  rapport  à  X,  soit  par  rapport  à  Y,  en  regardant  Z 
comme  fonction  de  ces  deux  variables.  Nous  poserons,  suivant  les 
notations  usitées, 

i?— p    ^— n    i^— R     ^  —  «s  —  :^    ^—  T 
dX~      '   dY  ~^'  dX~      '  dY  —  ^~dK'   dY~~ 

Ayant  désigné  par  a,  b,  c  les  cosinus  des  angles  que  la  normale  ON 
à  la  surface  S  fait  avec  les  axes ,  nous  avons ,  d'après  les  formules 
connues 
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Ea  substituant  ces  valeurs  de  —  -,  —  -  et  celles  de  a,  a',  €,  etc., 
dans  les  e'quatious  (4),   on  obtient 

ar_X4-P(2— Z)  x'  —  X  +  V{z'—Z)      ] 


>.k  x'k 


(5) 


En  supposant  qu'on  ait  pris  à  volonté'  le  point  R(j:,  /,  2)  sur  la 
direction  du  rayon  incident,  ces  deux  équations  (5)  qui  remplacent 
les  équations  (i)  et  (2),  laissent  indéterminées  les  coordonnées  x' ,y , 
z'  du  point  K'j  puisqu'elles  n'établissent  entre  elles  que  deux  relations. 
Ce  sont  proprement  les  équations  de  la  ligne  droite  que  suit  le  rajon 
réfracté. 

Supposons  maintenant  que  les  rayons  incidents  soient  tous  nor- 
maux à  une  surface  quelconque  s  et  que  le  point  K  soit  celui  où  le 
rayon  incident  que  nous  considérons  rencontre  cette  surface.  Ses 
coordonnées  x,j,  z  sont  alors  celles  d'un  point  quelconque  de  la  sur- 
face s  dont  l'équation  diflérentiée  par  rapport  à  a:  et  à  v  donnera 

dz  dz  dp 

Nous  exprimerons  que  le  rayon  incident  OK  est  normal  à  la  surface 
<•  eu  son  point  K  par  les  deux  équations 

^   _   X   +/>(2   -   Z)  =  o,    i 

^  —  Y  4-  7(-  —  Z)  =  o.    f  W 

Pour  achever  de  fixer  la  position  du  point  K'  qui  est  jusqu'ici  un 
point  quelconque  du  rayon  i-éfraclé,  il  nous  est  permis  d'établir  entre 
ses  coordonnées  x',  y' ,  z'  une  nouvelle  relation  tout-à-fait  arbitraire. 
En  faisant  attention  à  la  forme  des  équations  (5)  et  (6),  on  est  conduit 
à  prendre  l'équation  suivante 

i  [  i/(x-X)"-f  (^■-lO'+Cz-'Zr+C]  =  ^  \/{x'-XY+[j-Yy^{z'-Zy ,   (7) 

dans  laquelle  C  est  une  constante  arbitraire,  positive,  négative  ou 
nulle. 

TomellI.  —  JcinET  iS38.  X6 
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Cette  e'quation  exprime  sitijplement  que  la  dislance  OK'  du  point 
K'  au  point  d'incidence  0  est  à  la  distance  OK  augmente'e  ou  diminuée 
d'une  quantité  constante  dans  le  rapport  donné  du  sinus  de  réfraction 
au  sinus  d'incidence.  On  remarquera  que  cette  équation  (7)  abstrac- 
tion faite  des  deux  autres  (5),  est  celle  d'une  sphère  qui  a  pour  centre  le 

point  d'incidence  0  et  pour  rayon  —  (A-f-C).  Le  point  ¥J{x', y\z') 

déterminé  par  les  trois  équations  (5)  et  (7) ,  est  l'un  des  points  où 
cette  sphère  est  rencontrée  par  le  rayon  réfracté. 

Les  neufcoordonnéesX,  Y,Z,  a:,  7',  z  et  x',^',  2' sontdoncliéesentre 
elles  par  sept  équations,  savoir  les  équations  (5)  ,  (6)  et  (7);  et  celles 
des  deux  surfaces  S  et  s.  Ainsi  deux  de  ces  coordonnées  peuvent  être 
prises  à  volonté,  et  les  autres  en  seront  des  fonctions  déterminées. 
En  éliminant  X,  Y,  Z  et  x,  j,  z  entre  ces  sept  équations,  on  aurait  en 
x' ,  y ,  z'  l'équation  de  la  surface  /  qui  est  le  lieu  géométrique  de 
tous  les  points  K'. 

Nous  allons  démontrer  que  tous  les  rayons  réfractés  OK'  sont  nor- 
maux à  cette  surface  s'. 

Supposons  qu'en  diflercntiant  son  équation  par  rapport  h  x'  et  à 
y ,  on  en  tire 

dz'  ,         dz'  I 

dF  =  P'    d^'  =  1'  "*^- 

Nous  pouvons  considérer  les  neuf  coordonnées  X,  Y,  Z,  x,  etc., 
comme  fonctions  de  deux  variables  indépendantes  et  différentier 
par  rapport  à  l'une  de  ces  variables,  l'équation  (7)  que  nous  avons 
établie  entre  x  ,  y' ,  z'.  En  observant  qu'on  a 

^Z=P^4-QiY,     dz  =  pdx  +  (jdr ,     dz' =  p'dx' -hq'df , 
on  trouvera 


A  L^  A*  K  k  ri  _J 


l" 
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equalion  qui  se  réduit  en  vertu  des  précc'denfes  (5)  et  (6)  à  celle-ci  : 

l±£SL:Ll)dy':=o. 

Comme  on  peut  supposer  que  x'  ci  j'  sont  les  deux  variables  indé- 
pendantes, et  qu'on  a  différentié  par  rapport  à  l'une  d'elles,  celte 
dernière  équation  se  partage  en  deux  autres  ,  savoir 

x'  _  X  +  p'  (z'  —  Z)  =  0,   y  ,„, 

f  —  X    +  q'  (z'  —  Z)  =  o.    f  ^^ 

Celles-ci  expriment  que  la  direction  du  rayon  réfracté  OK'  est  nor- 
male à  la  surface  s'  en  son  point  K'  (x' ,  y' ,  z'). 

Mais  ce  même  l'ayon  est  aussi  normal  à  la  sphère  représentée  par 
l'équation 


\/[x'  _  X)-  +  (  jr'  -  Y)-  +  {z'  -  Z)'  =  ^  (A-  -+-  C) , 

laquelle  a  pour  centre   le   point   d'incidence  et   passe  par  Je    point 
[x' ,  y ,  z')  ,  son  rayon  étant  A'  =  —  (k  -f-  Cj. 

Donc  la  surface  s'  à  laquelle  tous  lus  rayons  réfractés  sont  normaux, 
est  l'enveloppe  de  toutes  les  sphères  décrites  d'après  les  mêmes  con- 
ditions. Chaque  point  K'  (x' ,  / ,  z')  est  le  point  de  contact  de  quel- 
qu'une de  ces  sphères,  avec  la  surface  s'  qui  les  enveloppe  toutes. 
Cette  enveloppe  est  visiblement  composée  de  deux  nappes  situées  des 
deux  côtés  de  la  surface  séparatrice  S  ;  mais  ici  l'on  ne  doit  considérer 
qu'une  seule  de  ces  nappes. 

Comme  on  peut  dans  l'équation  (y)  donner  à  la  constante  arbitraire 
C  une  valeur  quelconque,  ou  voit  qu'il  existe  une  infinité  de  surfaces 
telles  que  s'  ayant  toutes  à  la  fois  pour  normales  ces  rayons  réfractés; 
deux  quelconques  de  ces  surfaces  interceptent  des  longueurs  égales 
sur  toutes  ces  normales  communes,  de  sorte  qu'il  suffit  de  connaître 
une  seule  de  ces  surfaces  pour  avoir  toutes  les  autres.  On  voit  qu'elles 
ont  toutes  les  mêmes  centres  de  courbure,  et  que  les  plans  des  deux 
sections  principales  passant  par  chaque  normale ,  sont  aussi  les 
mêmes. 

46.. 
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Pareillement,  les  rayons  incidents  qu'on  a  supposes  normaux  à  la 
surfaces  sont  aussi  normaux  à  une  infinité  d'autres  surfaces,  puis- 
qu'on peut  considérer  les  rayons  réfractés  comme  incidents  et  vice 
versa.  On  sait  d'ailleurs  et  l'on  démontre  aisément  que  si  l'on  porte 
sur  les  normales  d'une  surface  à  partir  de  ses  difiereuts  points  et  d'un 
même  côté,  une  longueur  constante  arbitraire,  on  forme  une  autre 
surface  qui  a  les  mêmes  normales  que  la  première. 

Nous  avons  supposé  jusqu'ici  qu'on  prenait  les  deux  points  K  et  K' 
d'un  même  côté  de  la  normale  NOrt.  S'ils  n'étaient  pas  d'un  même 
côté,  on  verrait  en  suivant  la  même  analyse,  qu'il  suflisaitde  changer 
k'  en  —  /Z  ou  A'  en  —  A'  dans  les  formules  précédentes.  Alors  au 
lieu  d'avoir  la  relation  (7)  qui  donnait 

k         k'  ,     . 

-  ~  -r  =  constante, 

on  aurait  entre  k  et  k'  celle  ci 

[-   -7  =  constante. 

En  continuant  à  supposer  les  points  K  et  K'  situés  d'up  même  côté 
de  la   normale  NO?/,  nous   ferons    pour   plus  de  simplicité  C  =  o, 

dans  l'équation  (7),  ce  qui  la  l'éduit  à  -  =  -;,  c'est-à-dire  que  les  dis- 
tances de  chaque  point  d'incidence  aux  deux  surfaces  s  et  s'  mesurées 
sur  le  rayon  incident  normal  à  s  et  sur  le  rayon  réfracté  normal 
à  s'  sont  toujours  entre  elles  dans  le  rapport  constant  des  sinus  des 
angles  d'incidence  de  réfraction.  Ainsi  Ion  a  le  théorème  suivant: 

Lorsque  des  rayons  lumineux  normaux  à  une  surface  passent  d'un 
milieu  homogène  dans  un  autre  séparé  du  premier  par  une  surface 
quelconque ,  les  rayons  réfi'actés  se  trouvent  normaux  à  une  autre 
surface  telle  que  les  distances  normales  des  différents  points  d'inci- 
dence à  cette  nouvelle  surface  sont  aux  distances  des  mêmes  points 
à  la  première  surface  ;i  laquelle  les  rayons  incidents  sont  normaux, 
dans  le  rapport  constant  du  sinus  de  l'angle  de  réfraction  au  sinus  de 
l'angle  d'incidence.  En  outre  ces  deux  surfaces  en  fournissent  une 
infinité  d'autres  auxquelles  les  rayons  soit  incidents,  soit  réfractes. 
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sont  aussi  normaux  et  qui  ont  entre  elles  deux  à  deux  la  même  cor- 
rélatiou. 

Î\I.  Dupiii  est  ai  rive  le  premier  à  ce  Uiëurèmc  remarquable  par 
des  considérations  purement  ge'omëfriijues ,  en  généralisant  les  résul- 
tats de  Malus;  d'autres  géomètres  en  ont  donné  ensuite  de  nouvelles 
démonstrations  géométriques  ou  analytiques. 

Si  l'on  conçoit  d'une  part  toutes  les  surfaces  s  auxquelles  les  rajons 
incidents  sont  normaux,  de  l'autre  toutes  les  surfaces  s'  auxquelles  les 
rayons  réfractés  sont  normaux,  les  surfaces  correspondantes  des  deux 
séries  se  couperont  deux  à  deux  suivant  une  suite  de  courbes  placées 
sur  la  surface  séparatrice  S.  Chacune  de  ces  courbes  a  pour  normales 
les  rajons  incidents  et  réfractés  qui  aboutissent  sur  elle,  d'où  il  suit 
que  le  pian  normal  à  une  telle  courbe  pour  l'un  quelconque  de  ses 
points  est  celui  c|ui  contient  le  rayon  incident,  le  rayon  réfracté  et  la 
normale  à  la  surface  séparatrice  en  ce  point-là. 

Des  rayons  lumineux  qui  partent  d'un  même  point  sont  normaux 
à  toutes  les  sphères  qui  ont  ce  point  pour  centre,  et  des  rayons  pa- 
rallèles à  une  même  droite  sont  normaux  à  tous  les  plans  perpendi- 
culaires à  cette  droite.  Donc  en  vertu  du  théorème  énoncé,  si  des 
rayons  émanés  d'un  même  point  ou  parallèles  à  une  même  droite , 
éprouvent  ime  première  réfraction,  ils  deviendront  normaux  à  une 
certaine  série  de  surfaces;  s'ils  éprouvent  une  seconde  réfraction,  ils 
deviendront  normaux  à  une  nouvelle  série  de  surfaces,  et  ainsi  de 
suite;  en  sorte  que  ces  rayons  après  avoir  subi  autant  de  réfractions 
qu'on  voudra  en  traversant  dilTércuts  milieux  séparés  par  des  surfaces 
quelconques,  se  trouvero  .t  toujours  normaux  à  certaines  surfaces. 

On  déduit  aisément  tie  ce  qui  précède  la  proposition  que  voici. 
Concevons  que  des  rayons  d'abord  normaux  à  une  surface  s  éprouvent 
une  suite  de  réfractions.  Désignons  par  k  la  portion  d'un  rayon  quel- 
conque comprise  dans  le  premier  milieu  entre  la  surface  s  à  laquelle 
ce  rayon  est  normal,  et  la  surface  qui  sépare  le  premier  milieu  du 
second,  par  /'  la  parlie  de  ce  rayon  comprise  dans  le  second  milieu, 
par  Z"  sa  partie  comprise  dans  le  troisième  milieu,  et  ainsi  de  suite, 
puis  par  A'"^ ,  la  portion  de  ce  rayon  comprise  dans  le  dernier  milieu 
entre  la  dernière  surface  séparatrice  et  l'une  des  surfaces  auxquelles 
les  rayons  deviennent  normaux  dans  le  dernier  milieu.   Supposons 
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enliii  que  le  rapport  du  sinus  d'incidence  au  sinus  de  réfraction  ,  soit 
celui  de  A  à  A'  en  passant  du  premier  milieu  dans  le  second  de  A' 
à  a"  en  passant  du  second  dans  le  troisième,  et  ainsi  de  suite.  Cela 
posé ,  la  somme 

k  V  l"     .  K-) 

sera  constante,  quel  que  soit  le  rayon  que  l'on  considère. 

Il  {';iudrait  dans  cette  expression  changer  -  en ,  si  la  portion 

k  du  rayon  ne  se  trouvait  pas  dans  le  premier  milieu  ;  la  même  re- 
marque s'applique  à  A'"'. 

Au  surplus,  on  peut  déduire  directement  cette  proposition  et  les 
précédentes  du  principe  de  la  moindre  action,  comme  l'a  fait 
M.  Hamilton. 

Ces  propriétés  relatives  à  la  réfraction  ont  également  lieu  pour  la 
réflexion  qui  n'est  sous  le  point  de  vue  géométrique,  qu'un  cas  par- 
ticulier de  la  réfraction.  Car  pour  exprimer  que  la  réfraction  se  change 
en  réflexion,  il  suOit  de  faire  A  =A'  dans  les  formules  précédentes ,  en 
supposant  comme  pins  haut,  les  points  K  et  K'  situés  d'un  même  côté  de 
la  normale  N0«.  On  peut  vérifier  qu'on  a  alors  cosNOK'= — cosNOK. 
Si  Ton  prenait  lespointsKetK'des  deux  côtés  de  cette  normale,  il  fau- 
drait encore  changer  k'  en — k'  et  l'on  aurait  cos  NOK' =  cos NOK. 

Puisque  des  rayons  qui  ont  subi  un  nombre  quelconque  de  réfrac- 
tions ou  réflexions,  sont  toujours  normaux  à  une  certaine  surface, 
on  en  conclut  d'après  la  théorie  connue  de  la  courbure  des  surfaces , 
qu'ils  forment  deux  séries  de  surfaces  développables,  qui  se  coupent 
deux  à  deux  h  angles  droits.  Pour  connaître  plus  particulièrement  la 
nature  de  ce  faisceau,  il  faut  d'abord  en  considérant  l'un  quelconque  des 
rayons  quile  composent,  déterminer  les  deux  points  oùil  est  rencontré 
par  les  rayons  infiniment  voisins  susceptibles  de  le  couper.  Ces  points, 
qui  appartiennent  à  la  surface  caustique ,  sont  pour  le  rayon  dont  il 
s'agit,  les  centres  du  plus  grand  et  du  plus  petit  cercle  de  courbure  de 
la  surface  à  laquelle  les  rayons  sont  normaux.  Il  faut  encore  connaître 
les  deux  plans  qui  contiennent  ce  rayon  et  les  rayons  infiniment  voi- 
sins qui  le  coupent,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  les  tangentes  aux 
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deux  lignes  de  courbure  de  la  surface  à  laquelle  les  rayons  sont 
normaux  pour  le  point  où  elle  est  rencontrée  par  le  rayon  que  Ton 
considère.  C'est  là  l'objet  des  recherctes  suivantes. 


En  supposant  nulle  dans  l'ëquation  (7)  la  conslante  arbitraire  C, 
oa  a 

i  V/(a:-X)--l-(r-Y)«+(z-Z)'  =  ^v/(a:'_X)-+(j'_Yj-+(r.'-Z/ , 
ce  qui  revient  à 

en  sorte  qu'on  peut  poser 

k  =  Kh,     k'  =  Xh, 

h  étant  une  certaine  ligne  qui  disparaîtra  du  calcul. 

Si  l'on  met  ces  valeurs  de  k  et  k'  dans  les  équations  (5),  elles 
deviennent 


(9) 


Nous  avons  encore  les  équations  (6)  et  (8  , 

X  —  X  +  pC^  —  2)  =  o,   1 
j-   Y  +  q{z-Z)  =  o,   j  (^^ 

et 

Jc'  —  X  +  p'{z'  —  Z)  =  o,   ] 

y  _  Y  +  cj'i-J  -  Z)  =  o.  i  («^ 

Nous  avons  déjà  dit  qu'on  peut  considérer  toutes  les  coordonnées 
X,  Y,Z,  X ,  j" ,  z,  x' ,  y' y  z'  comme  fonctions  de  deux  variables 
indépendantes,  en  sorte  qu'on  peut  dififérentier  par  rapport  à  l'une 
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quelconque  de  CCS  variables,  les  six  équations  (9),  (G),  (8),  que  nous 
venons  décrire. 

Dans  ce  calcul  on  aura  suivant  les  notations  usitées 

,    dz  =  pdx  +  qdy ,     dp  =  rdx  -f-  sdj ,     dq  =  sdx  +  tdj , 
dZ  =  P^X  +  Qd\,  etc., 
dz'  =  p'dx'  +  q'dy' ,  etc. 

En  effectuant  la  différenliation  des  six   équations  (9),    (6),  (8),  on 
obtient  les  suivantes  (lo), 

1  [clx  —  ^X  +  P  {d-  —  dZ)  -f-  (=  _  Z)  (Pu/X  +  S^)  ] 

==  -L  [da-'  —  ^  H-  P  {dz'  —  dZ)  4-  fz'  —  Z)  (R/X  +  Sc/Y)  ] , 

l[dj—dY-{-Q  {dz  —  dZ)  +  (r.  -  X)  {SdX  +  T^)  ] 

=  3J-.  [^y  —  ^^  +  Q  {dz-  —  dZ)  +  (3'  -  Z)  (S,YX  +  Ti/ Y)  ] ,         /(  i o) 
dx  —dX-i-p  {pdx  -\-qdy—  VdX  _Q,/Y)+  (z — Z)  (/y^-c  +  sdy) =0  , 
dj~-dY+q{pdx  -;-  qdj—FdX—  QrfY)+(r— Z)  (^f/.r  +  /^v)  =0, 

^x'— crx-f-/j'(/'Wa:'+?'^'— prfx— Q^Y)+(s'— z)(/W^'+/jy)=:o, 

^7'— rfY4-7'(/''^^'+?'^'— P^^— Qf/Y)+^r.'— Z)(/f/x'-fiW/}=o. 

Les  axes  de  coordonnées  auxquels  on  a  rapporté  les  trois  surfaces 
S,  s,  s',  ne  sont  assujétis  qu'à  la  seule  condition  d'être  rectangulaires 
et  peuvent  d'ailleurs  avoir  une  situation  quelconque  dans  l'espace.  Les 
équations  précédentes  subsisteront  toujours  quelle  que  soit  la  position 
de  ce  système  d'axes.  Pour  plus  de  simplicité,  nous  prendrons  main- 
tenant pour  origine  des  coordonnées  le  point  d'incidence  0  sur  la  sur- 
face séparatrice  S,  pour  plan  des  xj  le  plan  tangent  à  cette  surface 
en  ce  point  0,  et  conséquemment  pour  axe  des  z,  la  normale  au 
même  point,  pour  plan  des  xz  et  pour  plan  des  j'z,  les  plans  du  plus 
grand  et  du  plus  petit  cercle  de  courbure  de  la  surface  S  qui  passent 
par  cette  normale,  et  sont  perpendiculaires  l'un  à  l'autre.  D'après  ces 
conventions,  les  quantités  X,  Y,  Z,  P,  Q  et  S  sont  nulles,  et  les 
équations  (10)  deviennent 
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~[dx+(zR—i)dX]  =  ^^[da:'+  (z'R— i)^X], 

(i  -{^  P'-h  2'")  ^^  4-  (pq  H-  zs)cij  =  dX,    j 

(i  H-  7'  +  zt)  dy  +  {pq-\-  zs)dx  =  d\ ,    I 

(i  +/•  -f  2V')  ^x'  +  (/,'î'  +  z's')  df  =  dX,    l 

( .  +  9"  +  z't']  df  +  (/j'^'  +  z's')  dx'  =  dY.   I 

On  tire  des  deux   équations  (12)  les  valeurs  suivantes  de  dx 

^^   _    (I  +q'  +  zt)dX  —  {pq  +  z^)dY 

'+/'''  +  ?■■■+[('  +/>')«+(!  +  q')r  —  ipqs]z  +  [rr  —  5']  z" 

^^   _  (,  4-  p^+  zr)  dY  —  (pq  4-  2^)  rfX 

I  +/'"  +  ?'  +  [('  +/^')'+(i  +5r')r~  2/3^j]z  +  Lr«— ^']z»* 

Les  équations  (i5)  donnent  des  valeurs  analogues  pour  dx'  et  dy. 

En  substituant  ces  valeurs  de  dx,  dj,  dx' ,  dj'  dans  les  deux  équa- 
tions (11)  on  obtient  deux  équations  qui  contiennent  dX  ou  dS. 
comme  facteur  dans  leui's  différents  termes,  et  comme  on  peut  sup- 
poser que  X  et  Y  étaient  les  deux  variables  indépendantes  et  qu'on  a 
différenlié  par  rapport  à  l'une  d'elles,  ces  deux  dernières' équations 
se  décomposeront  en  trois  que  voici  : 

irzR_,+  l-^q^  +  't -|   ) 

^^jif^'R-i-i- ■  +  ? '  +  zt' -1  r  ^> 

v^ L  I  +p'''+y''+[(i  +p"yM^+q  y-ip'q's'y-\-irt'.s-^]z-^j) 

J_  r -p_j_^_ I  -^  p^  +  zr -j  \ 

_j_r^,^_  . ,  +^'^4.zv -|  p 

V'L^  ^'^\-\-p''+q"-^[{i-\-p'')l'+(i-^q'nr'-'ipqs-\z'  +  \/t'-s''-\z'J') 

j_  r pq  +  2^       ~]   ■\ 

>^'Li+p^'-\■q^'-\-i^i  +  p■)t^{^+q')r—1pqs^z+[rt—s■]z^J      \ 

^j_r p;£±££_ -|  [ 

^'^  Li  +/''*+?"'+[(«H-/''")''+(l  -\  q'')r—2p'qs]z'+lrt'—s''y'S    J 

En  joignant  à  celles-ci  les  deux  équations  (8),  on  a  autant  d'équations 
qu'il  en  faut  pour  déterminer  les  valeurs  des  cinq  quantités  inconnues 

TomeUl.   —  Jcrlet  i813.  47 
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p'q'r's't'  relatives  à  la  surface  s'  et  par  suite  tous  les  éléments  de  la 
courbure  de  cette  surface  pour  chacun  de  ses  points,  en  supposant 
connues ,  les  quantités  analogues  qui  se  rapportent  aux  deux  surfaces 
S  et  s.  Mais  pour  arriver  à  l'interprétation  géométrique  de  ces  équa- 
tions, il  faut  leur  faire  subir  quelques  transformations. 


III. 


Un  point  quelconque  de  la  surface  s  ayant  pour  coordonnées  x,  y,  z, 
rapportons-le  à  un  nouveau  système  de  coordonnées  rectangulaires 
X  ,  y  ,  z  ayant  la  même  origine  que  x,  y,  z.  Si  l'on  désigne  par  A , 
B,  C  les  cosinus  des  angles  que  l'axe  des  x^  fait  avec  l'axe  des  x,y,  z; 
par  a,  b,  c  et  et,  Ç,  y,  les  cosinus  des  angles  que  font  avec  les  mêmes 
axes  l'axe  des  j'^  et  celui  des  s^,  on  a  pour  la  transformation  des  coor- 
données les   formules 


X  =  Ax,  +  aj,  -h  ctz^,   i 

j  =  Bx^  +  hj'^  +  €z^,   )  (.7) 

z  =   Cx,  -\-  cy,  +  yz,,   ' 
et  réciproquement 


X,  =  Ax  -i-  Bj  -{-  Cz,   j 
jr^  =  ax   +  hy  -f-  cz ,    J  (18) 

z^   =   ax    -f-    êj   -f-   yz.     I 

En  mettant  dans  l'équation  de  la  surface  s  les  valeurs  (17)  de  x,  y , 
z ,  on  aura  l'équation  de  cette  surface  entre  x  ,  y  ,  z  , 

et  l'on  en  pourra  tirer  par  la  différentiation 

dz^  dz^  dp^,  dp^  dq  d(j 

l^—P''      dj-—^''      dx^  —  '^"      7^^—d^[  —  ^''dp[=*r 

Mais  on  peut  aussi  regarder  x^,  j^,  z^  comme  étant  ainsi  que  z  des 
fonctions  de  x  et  de  jr  données  par  les  formules  (18). 
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Si  l'on  différenlie  sous  ce  point  de  vue  l'équation  z^  =  f  {x,,  y^ 
par  rapport  à  j?  et  à  j>',  on  aura 

dz^  dx^  dy ^ 

li  ^  P'~d^  "^  ^  1^' 

dz^  dx^  dy  I 

'^  '~  Pi~d^  ~^  ^>~dy 

Or,  on  tire  des  formules  (18),  en  observant  que  —  =  p,   —  =  ç, 


^^=^+Q.p,     ^  =  a+cp,     _'  =  a  +  >'/', 

de  sorte  que  les  deux  équations  précédentes  deviennent 

«  +  >/»  =  f;  (A  -\-  Cp)  +  q^(a  +  cp),  (19) 

Q  +  yq  =  p'(B  +  Cq)  +  q,  (b  +  cq),  (20) 

si  l'on  différentie  encore  l'équation  (19)  par  rapport  à  a:,  il  vient 

et  comme  on  a 

'i  =  ^'^  +  '''i  =  ^'(A  +  C;,)  +  t,(a  H-  cp), 
on  obtient  par  la  substitution 

yr~lr,{k+Cp)-\-sXa-i-cp)-]{k+Cij)+Crp,+[s'{k+Cp)+t,(a+cp)-](a+cp)-i-crq^. 

En  diflférentiant  l'équation  (20)  par  rapport  à  jr  on  trouve  de  même 

yf=[r  (B4-C9)  +s,{b  +  cq)]  (B-\-Cq)+Ctp,+  [s,(&+Cq)+tXb+  cq)]  (b-\-cq)+ctq\ 

47-. 
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Enfin,  en  differentiant  l'équation  (19)  par  rapport  hy,  ou  l'équa- 
tion (20)  par  rapport  à  a:,  on  trouve  également 

Supposons  maintenant  le  plan  des  x,,J^,,  parallèle  au  plan  tangent 
à  la  surface  s  pour  le  point  que  nous  considérons  sur  cette  surface  et 
les  plans  des  xz^  et  j^z^  parallèles  aux  plans  des  deux  sections  prin- 
cipales de  cette  surface  pour  le  naême  point;  ce  qui  donnera /?^=o. 

Les  équations  précédentes  se  réduiront  à  celles-ci  : 

a.  ■■[-  ■yp  =  o, 

Q  ~t-  yq   =  o, 
yr  =  r,  (A  -H  CpY  +t,{a  +  cp)\ 
yt  =  r,  (B  -I-  CqY  +t,{b-\-cq\ 
ys  =  r  (A  -^  Cp)  (B  +  Cq)  +  t^  (a  -f-  op)  {h  +  cq). 

Les  deux  premières  donnent 

(2.) 


P 

=  - 

y' 

</  = 

=  — 

y' 

d'où 

résulte 

A  -f-  Cp  = 

=  A 

y 

= 

A>- 

Cx 

= 

±  b 

y 

y 

car  on  sait  que 

A> 

—  Ca 

= 

:   =h    h 

On  a 

de  même 

B  H-  Cç    =  ^*; 
a  -\-  cp   =  -^  , 
*    +  cq    =  —., 
et  les  trois  autres  équations  deviennent 
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b'r    +    ht 

r  =  — '—1 •', 

y 

t     =    —^ ■-,  )  ^22) 

abr_  -i-  K^t, 

y' 

Il  convient  de  rappeler  ici  la  signification  géonaétrique  des  quantités 
r^ ,  t^,  quand  on  suppose  /j^  =  o  ,  q,=  o ,  i'^  =  o. 

L'équation  qui  donne  les  deux  rayons  de  courbure  de  la  surface  s 
rapportée  aux  axes  des  ^,  y,  z,  dont  la  position  est  quelconque  à 
l'égard  de  cette  surface  est,  comme  on  sait 


(n  —  5')  ç'—  [(!+/?")  <  +  (i  +  ?=)  r~  2pqs]  v/  !+;>'+  9^ç  +  (i+/'=+9T  =  »• 

Relativement  aux  axes  des  a:^,  y ^,  z^  pour  lesquels  on  a  p^z=zo , 
g^  =  o,  j,  =  o;  cette  équation  devient 

''^P'  —  (0  +  0/»  +  I  =  o- 

Les  racines  de  celle-ci  sont  —   et  -  ;    ce   sont  les   valeurs   des  deux 

rayons  de  courbure,  et  comme  elles  doivent  être  aussi  données  par 
l'équation  générale,  on  en  conclut 

résultat  qu'on  obtiendrait  également,  mais  d'une  manière  moins 
simple,  par  la  substitution  des  valeurs  (21)  et  (22)  trouvées  pour  p, 
q,  r,  s,  t. 

IV. 

Supposons  actuellement  que  le  point  que  nous  considérons  sur  la 
surface  s,  soit  le  point  K  d'où  part  le  rayon  incident  qui  tombe  sur 
la  surface  S  au  point  0  pris  pour  origine  des  coordonnées.  Alors 
l'axe  des  z,  coïncide  avec  la  direction  de  ce  rayon  incident  OK    le 
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plan  des  x^,  j^  lui  est  perpendiculaire,  et  les  plans  des  x^z^  et  /^z,  , 
sont  ceux  des  sections  principales  de  la  surface  s  pour  le  point  Kdont 
il  s'agit.  De  là  résulte 

j:^  =  o,    jr,  =  o,     z,  =.  k  =  \h,        (n°  II), 

et  comme  on  avait  en  général 

s  =  Cr,  +  cjr,  +  >z, , 
on  a  maintenant 

z  =  yXh. 

Substituons  dans  le  premier  membre  de  l'équation  (14),  cette  valeur 
de  s  et  les  valeurs  (21),  (22)  et  (aS),  que  nous  avons  trouvées  n*  III. 
pour  p  ,  7  ,   r,  s,  t  e\  pour  les  deux  fonctions 

rt  —  s\     (i   +  p')t  +  fi    +  9*)r  —  2pqs. 

Nous  trouverons  successivement 

„    _  _j ^    +q--\-Zt 

,„                             g'  4-  Y^  +  >^^  («'r  +  A't,) 
=  >A/'R  -    '    4-       (.+,;,,)  (.  +,y.,j   -  )     (24) 

=  'vA/iR   —    î    +   ^ r— r^- 

Nous  avons  dit  plus  haut  que  -  et  -  sont  les  deux  rayons  de  cour- 
bure de  la  surface  s  en  son  point  K(x^,  y^,  zj  pour  lequel  on  a 
p  =  o ,  q^  =  o,  s^  =  o.  Pareillement  ^  et  tj,   sont   les   deux    rayons 

de  courbure  de  la  surface  séparatrice  S  au  point  d'incidence  0  pour 
lequel  on  a  par  hypothèse  P  =  o,  Q^o,S:=o. 

Comme  nous  n'aurons  plus  besoin  des  lettres  R  et  rpour  représenter 
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les  dérivées  partielles  ^^  et  ~^,  nous  désignerons  les  deux  rayons 
de  courbure  de  la  surface  S  par  R  et  r;  de  sorte  que  nous  rempla- 
cerons dans  nos  formules  les  dérivées  R  et  T  par  5  et  -. 

Nous  conviendrons  de  prendre  pour  la  direction  des  z  positives, 
celle  du  plus  grand  rayon  de  courbure  R  à  partir  de  l'origine  0,  ou 
s'il  est  infini,  celle  du  plus  petit  rayon  r.  Nous  prendrons  pour 
l'angle  des  coordonnées  positives,  celui  qui  contient  la  partie  du 
rayon  incident  qui  fait  un  angle  aigu  avec  la  direction  des  z  positives. 

Remarquons  encore  qu'on  peut  toujours  faire  passer  la  surface  s 
par  un  point  K  pris  à  volonté  sur  la  direction  du  rayon  incident.  Ou 
peut  donc  prendre  ce  point  K  aussi  près  qu'on  voudia  du  point  0, 
sur  la  partie  du  rayon  incident  qui  est  dans  l'angle  des  coordonnées 
positives;  et  alors  le  point  correspondant  K'  de  la  surface  s'  se  trou- 
vera aussi  sur  la  partie  positive  du  rayon  réfracté  à  une  petite  dis- 
tance de  l'origine  0. 

Cela  posé,  si  l'on  désigne  par  H  et  d  les  distances  du  point  d'in- 
cidence 0  aux  deux  centres  de  courbure  de  la  surface  S  situés  sur  la 
direction  du  rayon  incident  OK  qui  lui  est  normal,  en  supposant  que 
ces  deux  centres  se  trouvent  sur  la  partie  positive  de  ce  rayon ,  on 
aura   évideniment 

i   =  D  —  X^,       -   =  d  —  Xh. 

Les  distances  D ,  d,  changeront  de  signe  quand  elles  tomberont  sur  la 
partie  négative  du  rayon  incident. 

En  mettant  ces  valeurs  de  -  et  -  dans  l'expression  (24)  et  y  rem- 
plaçant comme  nous  l'avons  dit  R  par  =  ,  elle  devient 

v^h (1  — «')(D  —  xh)  {d  —  Afe)  -I-  aAA'  (D  —  Aft)  +  A^a'  (d  —  xh) 

R  *  "^  Bd  ' 

et  se  réduit  à 
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en   ayant  égard  à  la  relation 

A*  +  a'  +  a*  =   I. 

Le  premier  membre  de  l'équation  (i4)  se  trouve  donc  transformé 
dans  l'expression 

_  £  _u  V>  _  A:  _  ^N 

A-    "*"     A^R  D  dj' 

son  second  membre  deviendra  pareillement 

Ou  représente  par  D'  et  d'  les  distances  du  point  d'incidence  0  aux 
deux  centres  de  courbure  de  la  surface  s'  situés  sur  la  direction  du 
rayon  réfracté  OK'  ;  ces  centres  sont  les  points  où  OK'  touche  les  deux 
nappes  de  la  surface  causti  ]ue  formée  par  les  intersections  successives 
des  rayons  réfractés  (les  distances  D',  d'  sont  censées  positives,  lors- 
quelles  sont  comptées  sur  la  partie  de  la  droite  OK'  qui  est  dans  l'angle 
des  coordonnées  positives,  et  négatives  dans  la  direction  opposée).  On 
désigne  par  A'B'C  et  a'b'c'  les  cosinus  des  angles  que  font  avec  les 
axes  des  oc,  y ,  z  positives  les  deux  droites  menées  par  le  point  0  per- 
pendiculairement au  rayon  réfracté  OK'  dans  les  plans  des  deux  sec- 
tions principales  de  la  surface  s'  passant  par  ce  rayon  OK' ;  enfin, 
a',  ê',  y  sont  les  cosinus  des  angles  que  fait  ce  rayon  avec  les  mêmes 
axes. 

L'équation  (i4)  sera  donc  remplacée  par  celle-ci 

qui  devant  avoir  lieu,  quelle  que  soit  h. ,  se  partage  en  deux  autres 

«" «2        l_  /A^  _i    f! >\  '   (^iL  _i_  ^ '(\ 

y  —  /=  '     A  Vd  "•"  rf       k)        Â'  V  D'  ~r  d'       r)' 

On  peut  faire  subir  des  transformations  analogues  aux  deux  antres 
équations  (i5)  et  (16). 
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Voici  le  résultat  de  tout  ce  calcul. 
On  a  d'abord  les  équations 


qui  se  réduisent  à 


a'  =  --^,     e'='4,  (25) 


elles  expriment  simplement,  comme  il  est  aisé  de  s'en  assurer,  que  le 
rayon  incident  et  le  rayon  réfracté  sont  dans  un  même  plan  passant 
par  l'axe  des  z,  c'est-à-dire  par  la  normale  à  la  surface  S  au  point  0 
et  que  le  rapport  des  sinus  des  angles  qu'ils  font  avec  cette  normale 

est  -.. 

X 

On  a  ensuite  les  trois  équations 

'xVo'^'d  ^  kJ  —  x'KW  "T"  d-  ""  r;'  i 

Ad"  ~^  j)  ~  x'\d'  '^  d  )'        ) 

Celles-ci  renferment  toutes  les  relations  qui  existent  entre  les  cour- 
bures des  trois  surfaces  S,  *  et  s .  iNous  allons  en  développer  les 
conséquences. 

V. 

Pour  plus  de  simplicité,  nous  pouvons  actuellement  faire  passer  les 
deux  surfaces  s  et  /  par  le  point  d'incidence  0.  Alors  D  et  d,  D'  et  cl' 
deviennent  précisément  les  rayons  de  courbure  des  deux  surfaces  s,  s' 
pour  ce  point-là,  tandis  que  A,B,Ceta,è,c,  A',  B',  C  et  a',  b',  c' 
sont  les  cosinus  des  angles  que  les  tangentes  aux  lignes  de  courbure 
de  ces  surfaces  passant  par  le  point  0  font  avec  les  tangentes  aux  deux 
lignes  de  courbure  de  la  surface  séparatrice  S  et  avec  sa  normale  au 
point  0;  a.,  Ç.  ,y  &\.  et' ,  & ,  y'  sont  les  cosinus  des  angles  que  le  rayon 
incident  et  le  rayon  réfracté  font  avec  les  mêmes  axes.  Il  s'agit  main- 
Tome  m.— Jculet  iSis  48 
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tenant  de  déterminer  par  le  moyen  des  équations  (26)  les  f|uantités 
D'  et  d' ,  A',  B',  C  et  a',   b' ,    c'  relatives  à  la  surface  s',  en  sup- 
posant connues  les  quantités  R  et  r,  D  et   d,  A,   B,  C  et  a,  b,  c, 
relatives  aux  deux  premières  surfaces  S  et  J  qui  sont  données. 
On  tire  d'abord  des  équations  (2) 


—  -h  -  =   f 

B'  ^    b'^ 

W  ^  T  =  S> 

A'B'  ,      a'b' 


(27) 


en  posant ,  pour  abréger, 

^  =  K^  +  7> 

/,  g ,  e  ne  se  composent  que  de  quantités  connues. 

On  peut  résoudre  facilement  les  équations  (27),  en  remarquant  l'a- 
nalogie qui  existe  entre  elles  et  les  formules  (22)  et  la  liaison  de  celles- 
ci  avec  les  équations  (25).  Ainsi,  en  multipliant  d'abord  les  équations 

(27)  par  I  -t-^>      I  H — r^,      -777-    respectivement  et  ajoutant,  ou 

trouve 

A''4-B'=       A' V'-i-B"g''+2AVB'e'      a'+è"      a' V°-H  b''C"  4-  2a'»' bT 
D^^         '"  D'y"  ■**      «f      "*"  d'y'' 

y" 

et  en  réduisant  (  à  cause  de  A' a'  -f-  B'ê'  =  —  ^'y')  > 


D'   "^    rf'  "~  v'" 


(39) 


En  retranchant  du  produit  des  deux  premières  équations  (27)  le  carré 
de  la  troisième  et  observant  que  A 7/  —  B'a'  =  =by ,  on  obtient 
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Ou  connaît  donc  la  somme  et  le  produit  des  deux  quantités  fr.  et  -7; , 

et  par  conséquent,  on  aura  les  valeurs  de  D'  et  ci'  par  la  résolution 
d'une  équation  du  second  degré  qu'il  est  inutile  d'écrire. 

Connaissant  D'  et  d'  on  pourra  déterminer  A'  et  a    par  le  raojen 
des  deux  équations 

^+Ï  =  /'     A'.  +  a'.=  .-a'.,      (.'=-^') 

et  l'on  aura  de  même  B'  et  b'. 

On  peut  aussi  trouver  ces  dernières  inconnues ,  indépendamment 
de  D'  et  ci'.  Car  on  tire  des  équations  (27)  après  quelques  réductions 

'S'/  4-  iv'  +  g'')  e         \'^'n  '\ 

7 =  ^""W  —  1) 


d'où  résulte 


(3o) 


On  connaîtra  donc  tt  et  —,  ce  qui  suffit  pour  déterminer  les  direc- 
tions des  tangentes  aux  deux  lignes  de  courbure  de  la  surface  s',  car 

B'         6'  ,  -  .  '    •  j  1  1 

-TT  et  -7  sont  les  tangentes  tngonometnques  des  angles  que  Jeurs  pro- 
jections sur  le  plan  des  a:/ font  avec  l'axe  desx,  ou  bien  —  -p  et  —  gr 

sont  les  tangentesdes  angles  que  font  avec  l'axe  des  x  les  traces  sur  le  plan 

des  xj-  des  plans  des  sections  principales  de  la  surface  /  pour  le  point  0. 

Il  est  à  remarquer  que  si  deux  rayons  incidents  infiniment  voisins 

se  coupent,  les  deux  rayons  réfractés  correspondants  ne  se  coupent 

48. 
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pas  géoéralement.  Car  s'ils  se  coupaient,  le  plan  contenant  les  deux 
rayons  incidents  et  le  plan  contenant  les  deux  rayons  réfractés,  se 
couperaient  suivant  la  droite  qui  joint  les  deux  points  d'incidence 
infiniment  voisins,  c'est-à-dire  suivant  une  tangente  à  la  surface  S; 
et  comme  ces  plans  déterminent  des  sections  principales  dans  les  sur- 
faces s  et  s',   le  rapport  r  ou  5  serait  égal  à  -p  ou  kt,  ce  qui  n'a  pas 

lieu  généralement. 

Lorsqu'on  a  rf=D,  ce  qui  arrive  en  particulier  quand  les  rayons 

incidents   partent   tous  d'un    même    point ,    les  quantités   -k-  +  -^  » 


5!  +  i' 


AB 


al> 


+  -r  ,   dans   les  formules   précédentes   se  réduisent  à 
— jj — ,  — j~  et  —  j^  respectivement.  Une  simplification  semblable 

a  lieu  quand  ou  a  ^'  =  D'. 

Ces  formules  s'appliqueront  à  la  réflexion,  en  y  faisant  A'  =  A  et 
a!  ^a. ,  b'=b  ,  j/'  =  —  y.  Si  l'on  a  de  plus  ^  =  D,  on  verra  d'après 
les  formules  (5o  que  les  plans  des  sections  principales  de  la  surface  s' 
sont  toujoui-s  les  mêmes,  quelle  que  soit  la  grandeur  de  D,  ce  que 
M.  Dupin   avait  déjà  remarqué. 

VL 


On  peut  encore  déterminer  la  courbure  de  toute  section  faite  dans 
la  surface  s'  par  un  plan  mené  à  volonté  par  sa  noimale  qui  n'est 
autre  que  le  rayon  réfracté.  Soient 
OZ  la  normale  à  la  surface  sépara- 
trice S  pour  le  point  0 ,  XOY  son 
plan  tangent,  XOZ  et  YOZ  les  plans 
de  ses  courbures  principales;  ces 
trois  plans  sont  pris  pour  ceux  des 
coordonnées  x ,  y,  z.  Soient  OK  la 
direction  du  rayon  incident  nor- 
male à  la  surface  5^,  OK.'  celle  du 
rayon  réfracté  normale  à  /,  3cf)j\ 
le  plan  tangent  à  ^  et  Ojc^,  0^^ 
les  tangentes  à  ses  lignes  de  cour- 


î 
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})ure.  Traçons  dans  le  plan  XOY  tangent  à  S  une  ligne  droite  01 
et  faisons  passer  par  cette  droite  et  par  les  lignes  OK,  OK',  deux  plans 
lOK ,  lOK'  ;  soient  A  et  A'  les  rayons  de  courbure  des  sections  nor- 
males faites  par  ces  deux  plans  dans  les  surfaces  s,  s',  et  f  le  rayon  de 
courbure  de  la  section  normale  faite  dans  la  surface  S  par  le  plan  lOZ. 
Cela  posé,  en  multipliant  les  trois  équations  (26)  parcos'IOX, 
cos'IOY  et  2COsl0XcosI0Y,  puis  ajoutant,  on  trouve 

A°cos'IOX-f  B'cos'lOY  -f-  2ABcosI0XcosT0Y     a'cos''I0X+6'cos°IOY  -f-  2a<^cosI0XcosIOY   , 
_  -f- 


/cos'IOX  ,  cos'  I( 


ccos'IOX  ,  cos'  IOY\-| 


I  rA''cos''I0X+B"'cos'JOY-f-2A'B'cosI0XcosI0Y     a'^cos'IOX-f  6''cos''I0Y4-2a'Z)'cosI0Xcosl()Y/  (3i) 
'a'L  D'  "^  d' 

,/cosnOX  .  cos"IOY\-l 

Mais  la  formule  connue  d'Euler  donne 

1   cos'lOX  cos'  lOY 

OQ  a  ensuite 

cos.IOx,  =  AcosIOX  +  BcosIOY, 
cos.lOj,  =  acosIOX  -f-  ècosIOY; 

et  en  supposant  que  le  plan  lOK  coupe  le  plan  x^O/^  tangent  à  la  sur- 
face s  suivant  OH, 

cosIOo"^  =  cos  lOH  cos  HO.r^  =  sin  lOK  cosHO^r^ , 
coslOj,  =  coslOH  cosHOj,  =  sin.lOKcosHOj,. 

Donc  le  premier  membre  de  l'équation  (3 1)  devient 

i[.i„..,0K('^«i+'-2:|?i)_l'], 

01  bien  encore, 

1  /sin'  lOK         y\ 

car  la  formule  d'Euler  donne 
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cos-  ROx^  cos'  HO^-^ 


d 


Le  second   membre  de  l'équation  (3i)  se  transforme  de  même, 
de  sorte  que  cette  équation  devient  la  suivante 

I  /sin- lOK  y\  i/sin'IOK'  -/x  ,_    , 

-À—T fj  =  /(— I' 7;-  (^=) 

Telle  est  la  relation  très  simple  qui  existe  entre  les  rayons  de  cour- 
bure des  sections  normales  faites  dans  les  trois  surfaces  S  ,  s,  s',  par  les 
trois  plans  lOZ,  lOK,  lOK'  dont  la  ligne  de  commune  intersection  01 
est  prise  à  volonté  sur  le  plan  tangent  à  la  première  surface  S.  On  aura 
donc  le  rayon  A'  quand  on  connaîtra  f>  et  A. 

En  particulier,  si  l'on  prend  01  perpendiculaire  au  plan  qui  contient 
la  normale  OZ  et  les  rayons  incident  et  réfracté  OK,  OK',  on  aura 

K:-p=Kr-T)'         '") 

d'où  l'on  peut  conclure  que  les  trois  centres  de  courbure  correspon- 
dants sont  en  ligne  droite;  et  si  01  est  la  trace  de  ce  même  plan  ZOK 
sur  le  plan  tangent  à  S  ,  on  aura 


Kï  -  ;)  =  X'r  -  V)-        ''« 


Ici  f ,  A  et  A'  sont  les  rayons  de  courbure  des  sections  faites  dans 
les  trois  surfaces  S ,  s ,  s'  par  le  plan  dont  il  s'agit.  Cette  dernière  for- 
mule suffit  pour  la  construction  des  surfaces  caustiques  lorsque  les 
trois  surfaces  S,  s ,  s'  sont  des  surfaces  cylindriques  dont  les  géné- 
ratrices sont  perpendiculaires  à  un  même  plan,  ou  des  surfaces  de 
révolution  autour  d'un  même  axe;  dans  ce  dernier  cas  l'une  des  deux 
nappes  de  chaque  surface  caustique  se  réduit  à  une  portion  de  ligne 
droite  placée  sur  l'axe,  et  la  formule  (54)  détermine  les  points  de  l'autre 
nappe.  Les  deux  surfaces  développables  qui  passent  par  un  rayon 
quelconque,  sont  l'une  un  plan  passant  par  l'axe,  l'autre  un  cône 
droit  de  révolution  autour  de  ce  même  axe.  Ces  cas  reviennent  à  celui 
où  l'on  ne  considère  qu'un  faisceau  de  rayons  lumineux  dirigés  dans 
un  seul  et  même  plan  suivant  les  normales  à  une  courbe  tracée  sur  ce 
plan  et  réfractés  ou  réfléchis  à  la  rencontre  d  une  autre  courbe  sur  le 
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même  plan.  Alors  la  formule  (34)  coïncide  avec  celle  que  Bernouilli 
a  donnée  pour  les  caustiques  planes  et  qu'il  est  très  facile  d'établir 
directement. 

VII. 

La  détermination  des  quantités  D',  d' ,  a',  A',  B',  C  et  a',  b' ,  c' , 
qui  se  rapportent  à  la  courbure  de  la  surface  s'  pour  le  point  0 ,  peut 
encore  être  ramenée  à  la  construction  de  la  courbe  que  M.  Dupin 
a  nonmiée  indicatrice. 

On  sait  que  si  l'on  prend  sur  une  surface  un  point  quelconque  0, 
et  si  l'on  coupe  cette  surface  par  un  plan  parallèle  à  son  plan  tan- 
gent au  point  0,  et  qui  en  soit  infiniment  voisin,  la  section  est  une 
ellipse  ou  une  hyperbole  dont  les  diamètres  sont  proportionnels  à 
la  racine  carrée  des  rayons  de  courbure  des  sections  faites  dans  la 
surface  par  des  plans  normaux  passant  par  ces  diamètres.  Si  l'on 
imagine  que  ces  diamètres  grandissent  dans  un  rapport  infini,  on 
aura  alors  une  ellipse  ou  une  hyperbole  s'éloignant  à  distance  finie 
du  centre  0,  et  qui  sera  l'indicatrice  de  la  surface  pour  le  point  0. 
Les  carrés  des  demi-axes  de  cette  courbe  sont  proportionnels  aux 
deux  rayons[de  courbure  principaux  de  la  surface  et  ont  les  mêmes 
signes  que  ces  rayons;  les  deux  plans  normaux  passant  par  les  axes 
de  la  courbe,  sont  ceux  des  sections  principales  de  la  surface. 

Ainsi,  en  supposant  la  surface  S  rapportée  aux  axes  des  Jc,  /,  z. 
que  nous  avons  adoptés  précédemment,  l'indicatrice  de  cette  surface  S 
pour  le  point  0,  tracée  sur  son  plan  tangent,  qui  est  le  plan  des  xj , 
pourra  être  représentée  par  l'équation 

En  supposant  la  surface  s  rapportée  aux  axes  des  x ^,  j^,  z^,  qui  ont 
été  définis  plus  haut,  nous  prendrons  pour  son  indicatrice  sur  son 
plan  tangent  xjdy ^  la  courbe  donnée  par  l'équation 

yD    ^   td 

Cette  équation  représente  aussi  le  cylindre  droit  qui  a  pour  base 
cette  indicatrice,   et  dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  la  direc-^ 
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tion  du  rayon  incident  OK  qui  est  l'axe  des  z,.  L'équation  de  ce 
cylindre  rapporté  aux  axes  des  x ,  j,  z,  est 

(A.r  +  Bj-  4-  CzY    _,     {ax  -^  bj  -^  czf  

yD  yd 

en  y  faisant  z  =  o,  on  aura  pour  l'équation  de  sa  trace  sur  le  plan 
XOY  tangent  à  la  surface  S, 

De  même  ,  en  prenant  les  carrés  des  demi-axes  de  l'indicatrice  de  la 
surface  s'  égaux  à  ^D'  et  y'd' ,  le  cylindre  droit  qui  a  pour  base  celte 
indicatrice  et  ses  génératrices  parallèles  au  rayon  réfracté  OK',  cou- 
pera le  plan  des  j:/  tangent  à  S  suivant  la  courbe  représentée  par 
l'équation 

Cela  posé,  si  l'on  ajoute  l'équation  (C),  raultipliée  par  ^  —  -,    à 
l'équation  (c)  multipliée  par  -,  et  si  l'on  a  égard  aux  formules  (26), 

on  obtiendra  l'équation  (c).  Ainsi  ,  connaissant  les  courbes  (C)  et  (c) 
ou  leurs  équations,  il  est  facile  d'obtenir  comme  on  voit,  l'équation 
de  la  courbe  (c') ,  ou  seulement  trois  points  de  cette  courbe,  dont  la 
projection  sur  un  plan  perpendiculaire  au  rayon  réfracté  OK'  sera 
l'indicatrice  de  la  surface  /  pour  le  point  0.  On  voit  aussi  que  ces 
trois  courbes  C,  c,  c' ,  se  coupent  aux  quatre  mêmes  points,  aux 
extrémités  de  deux  diamètres  communs;  donc  si  l'on  construit  les 
deux  premières  courbes  ou  seulement  leurs  points  d'intersection,  la 
courbe  c'  devra  passer  par  ces  points ,  si  toutefois  ils  sont  réels ,  et  il 
suffira  pour  achever  de  déterminer  cette  courbe,  d'en  connaître  un  autre 
point  quelconque;  par  exemple  l'un  de  ceux  où  elle  rencontre,  soit  la 
trace  du  plan  ZOK  sur  le  plan  XOY  tangent  à  S,  soit  la  perpendiculaire 
à   cette  trace,  ce  qui  est  facile  d'après  les  formules  (55)  et  (54). 

Ces  constructions   peuvent  être   effectuées  par   la  géométrie   des- 
criptive. 
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MÉMOIRE 

Sur  les  lignes  conjointes  dans    les  coniques; 
Par  m.  CHASLES. 


§  I.    Considérations  préliminaires.  Définition  des  lignes  conjointes. 

I .  M.  Terquern  a  appelé  lignes  conjointes  deux  droites  tracées  dans 
le  plan  d'une  conique ,  de  manière  que  si  on  les  prend  pour  axes 
coordonnés,  les  coefficients  des  carrés  des  deux  coordonnées  dans 
l'équation  de  la  courbe  soient  égaux.  (Voir  Journal  de  Mathéma- 
tiques, 3'  volume ,  p.  17.) 

Ainsi  l'équation  d'une  conique,  rapportée  à  deux  axes  obliques, 
étant 

A  (x*  4-  7')  +  Bxj  +  Co-  +  Dj  +   I  =  o, 

les  deux  axes  sont  deux  lignes  conjointes. 

La  courbe  rencontre  l'axe  des  x  en  deux  points  dont  les  distances 
à  l'origine  sont  les  racines  de  l'équation 

Ax'  +  Cx  -}-   I   =  o. 

Le  produit  de  ces  deux  distances  est  -.  Le  produit  des  distances  de 

l'origine  aux  points  où  la  courbe  rencontre  l'axe  des  j^,  est  le  même. 
Cela  prouve  que  les  quatre  points  de  rencontre  de  la  conique  par  les 
deux  axes  coordonnés  sont  sur  une  circonférence  de  cercle,  ainsi  que 
l'a  remarqué  M.  Terquern. 

Réciproquement,  si  quatre  points  d'une  conique  sont  sur  une  cir- 
conférence de  cercle ,  les  deux  droites  qui   passent  par  ces  quatre 

Tome  111.  —  AoiT  i838.  49 
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points  sont  deux  lignes  conjointes  ;  c'est-à-dire  que  si  on  les  prend 
pour  axes  coordonnés,  les  coefficients  de  x^  et  àe  j*  dans  l'équation 
de  la  courbe  seront  égaux. 
Car  soit 

A.r»  +  A'/"  +  Bxy  -f-  Cx  -|-  D;    -f-   i   =  o 

l'éjuation  de  la  courbe ,  rapportée  à  ces  deux  droites  prises  pour 
axes  coordonnés.   Les  produits  des  distances  de  l'origine  aux  points 

où  la  courbe  rencontre  ces  droites  ont  pour  expressions  —,  et  -.    Ces 

produits  doivent  être  égaux,  puisque  les  quatre  points  sont  sur  un 
cercle  ;  on  a  donc  A  =  A'. 

Ainsi  cette  propriété  des  lignes  conjointes,  de  rencontrer  laconique 
en  quatre  points  situés  sur  une  circonférence  de  cercle,  est  caractéris- 
tique et  suffit  pour  définir  ces  lignes  complètement  d'une  manière 
purement  géométrique  C'est  cette  définition  que  nous  adopterons  et 
dont  nous  allons  nous  servir  pour  démontrer  différentes  propriétés  des 
lignes  conjointes. 

2.  La  première  définition,  employée  par  M.  Terquem  et  fondée  sur 
la  forme  de  l'équation  de  la  conique,  convient  particulièrement  quand 
on  veut  traiter  cette  théorie  par  l'analyse  ;  elle  paraît  aussi,  au  premier 
abord,  offrir  l'avantage  d'une  plus  grande  généralité  ,  parce  qu'elle 
s'applique  au  cas  où  les  deux  lignes  conjointes  ne  rencontrent  pas  la 
conique,  comme  au  cas  où  elles  la  rencontrent;  tandis  que  la  seconde 
définition,  d'après  son  énoncé,  parait  impliquer  la  condition  de 
réalité  des  quatre  points  de  rencontre.  Mais  nous  observerons  que, 
dans  le  plan  de  deux  coniques  situées  d'une  manière  quelconque  l'une 
par  rapport  à  l'autre,  il  existe  toujours  un  système  de  deux  droites  qui 
représente  une  des  coniques,  en  nombre  infini,  qu'on  peut  faii-e  passer 
par  les  quatre  points  d'intersection  ,  réels  ou  imaginaires,  des  deux 
courbes  proposées.  Ces  deux  droites  jouissent  de  deux  sortes  de  pro- 
priétés, dont  les  unes  sont  pennanentes ,  c'est-à-dire  subsistent  tou- 
jours, quelle  que  soit  la  figure  proposée,  et  dont  les  autres  existent  dans 
certains  cas  et  n'existent  pas  dans  d'autres  cas;  celles-ci  sont  les  pro- 
priétés contingentes  de  la  figure.  Cette  circonstance,  que,  dans  le  cas 
où  les  coniques  se  coupent,  les  deux  droites  en  question  passent  par 
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leurs  points  d'intersection ,  offre  une  de  leurs  propriétés  contingentes. 
Pour  donner  un  exemple  d'une  piopriété/jermane«?e_,nous  dirons  que: 
si  dun  point  quelconque  pris  sur  l'une  de  ces  droites,  on  mène  quatre 
tangentes  aux  deux  coniques,  les  droites  qui  joindront  les  points  de 
contact  sur  la  première  aux  points  de  contact  sur  la  seconde,  con- 
courront deux  à  deux  en  deux  points  fixes  (*).  Quand  les  deux 
coniques  sont  des  cercles,  une  des  deux  droites  est  située  à  l'infini, 
et  l'autre  est  celle  qu'on  a  appelée  axe  radical.  Celte  définition  ,  fon- 
dée sur  une  propriété  où  entre  une  expression  radicale,  ne  pouvait 
convenir  aux  deux  droiies  relatives  à  deux  coniques  quelconques.  J'ai 
appelé  celles-ci  axes  de  symptose  des  deux  coniques.  Ainsi  deux  lignes 
conjointes  dans  une  conique  sont  les  axes  de  sjmptose  communs  à 
cette  courbe  et  à  un  cercle.  Je  conserverai  la  dénomination  de  lignes 
conjointes  pour  le  cas  spécial  d'une  conique  et  d'un  cercle;  et  j'a])pel- 
lerai  ce  cercle  le  cercle  conjoint  relatif  à  ces  deux  droites,  ainsi  que 
l'a  fait  M.  Terquem. 

Je  ferai  usage,  dans  ce  qui  va  suivre,  d'un  principe  que  j'ai  déve- 
loppé dans  mon  aperçu  historique  sur  Vorigine  et  le  de\>eloppement  des 
Méthodes  en  Géométrie ,  sous  le  nom  de  Principe  des  relations  con- 
tingentes, et  qui  consiste  en  ce  que  les  propriétés  d'une  figure  qu'on 
a  démontrées  en  s'appujant  sur  des  relations  contingentes  de  la 
figure,  ont  lieu  encore  dans  le  cas  oii  ces  relations  contingentes  ont 
disparu  et  n'offrent  plus  leur  secours  pour  la  démonstration  des 
propriétés  en  question. 

D'après  ce  principe,  les  propriétés  àe&  ligjies  conjointes  ,  que  nous 
aiii'ons  démontrées  pour  le  cas  où  le  cercle  rencontre  la  conique  en 
quatre  points,  subsisteront  dans  les  cas  où  deux  de  ces  points,  ou  tous 
les  quatre  ,  seront  imaginaires. 

Deux  lignes  conjointes  étant  toujours  les  axes  de  symptose  de  la 
conique  et  d'un  cercle,  on  conçoit  de  suite  que  les  propriétés  géné- 
rales des  axes  de  symptose  de  deux  coniques  leur  seront  applicables. 
Nous  ne  démontrerons  ici  que  celles  de  ces  propriétés  qui  auront 
quelque  chose  de  particulier  au  cercle. 


(*)  J'ai  démontre  celte  proposition  dans  le  tome  XVIII   des   Annales  de  Ma- 
thématiques  de  -M.  Geryonne  ,   p.  284. 

49,. 
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Nous  ferons  usage  exclusivement  de  considérations  géométriques. 
On  verra  peut-êlre  dans  le  nombre  et  la  variété  des  propositions  aux- 
quelles cette  méthode  va  nous  conduire,  une  preuve  de  la  facilité 
qu'elle  peut  procurer  dans  une  foule  de  questions. 

§   II.    Propriétés  des  lignes   conjointes  relatives  à  un  cercle. 

5.  On  sait  que  si  par  un  point  quelconque  S  pris  dans  le  plan  d'uue 
conique,  on  mène  deux  transversales  qui  la  rencontrent  en  A,  A', 
et  B ,  B'  ;  et  si  l'on  appelle  Oa ,  Qb  les  deux  demi-diamètres  de  la 
courbe  qui  sont  parallèles  à  ces  deux  transversales  ,  on  aura 

SA. Sa'  Ô'a 


SB. SB'  Ob 

Si  les  deux  transversales  sont  deux  lignes  conjointes,  les  quatre 
points  A,  A',  B,  B',  seront  sur  un  cercle;  on  aura  donc... 
S  A.  SA'  =  SB.  SB',  et  par  suite  Oa=  Ob.  Réciproquement,  quand 
les  deux  demi-diamètres  Qa,  Ob  sont  égaux ,  les  deux  tranversales  sont 
deux  lignes  conjointes  ;  or  deux  diamètres  égaux  d'une  conique  font 
des  angles  égaux  avec  l'un  de  ses  axes  principaux;  donc 

Deux  lignes  conjointes  ,  dans  une  conique ,  Jont  des  angles  égaux 
avec  l'un  des  axes  principaux  de  la  courbe. 

Et  réciproquement ,  deux  droites  qui  font  des  angles  égaux  avec  un 
axe  principal  d'une  conique  sont  deux  lignes  conjointes. 

4.  Il  suit  de  là,  que  la  droite  qui  divise  en  deux  également  l'angle  de 
deux  lignes  conjointes ,  et  la  droite  qui  divise  en  deux  également  le 
supplément  de  cet  angle ,  sont  parallèles  aux  deux  axes  principaux 
de  la  conique. 

5.  Quand  un  cercle  rencontre  une  conique  en  quatre  points  réels, 
il  y  a  trois  systèmes  de  deux  lignes  conjointes  qui  sont  deux  côtés  op- 
posés, ou  les  deux  diagonales  du  quadrilatère  qui  a  pour  sommets  ces 
quatre  points.  H  suit  donc  de  la  proposition  ci-dessus,  que  : 

Quand  un  quadrilatère  est  inscrit  dans  un  cercle  ,  les  droites  dont 
chacune  divise  en  deux  également  l'angle  ou  le  supplément  de  f angle 
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de  deux  côtés  opposés ,  ou  des  deux  diagonales ,  sont  parallèles  ^  trois 
à  ttvis ,  à  deux  droites  rectangulaires. 

6.  Concevons  deux  droites  également  inclinées  sur  un  axe  fixe,  et 
deux  autres  droites  également  inclinées  aussi  sur  cet  axe;  ces  deux 
dernières  rencontreront  les  deux  premières  en  quatre  points  qui  seront 
sur  un  cercle. 

Car  soient  A  ,  B  ,  C,  D  ces  quatre  points  ;  si  le  cercle  mené  par  les 
trois  premiers  ne  passait  pas  par  le  quatrième,  il  rencontrerait  CD 
en  un  point  D',  et  l'on  conclurait  de  l'hypothèse  et  de  la  proposition 
précédente  que  les  deux  droites  AD'  et  AD  sont  parallèles.  Donc  le 
point  D'  coïncide  avec  le  point  D. 

Il  suit  de  là  que  : 

Deux  lignes  conjointes  quelconques  rencontrent  deux  autres  lignes 
conjointes  en  quatre  points  qui  sont  sur  un  cercle. 

Nous  verrons  plus  loin  (19),  comme  corollaire  d'une  proposition 
beaucoup  plus  générale ,  que  ce  cercle  passe  par  les  points  d'intersec- 
tion des  deux  cercles  conjoints. 

7.  Le  point  de  rencontre  de  deux  lignes  conjointes  a  la  même 
polaire  dans  la  conique  et  dans  le  cercle  conjoint. 

Car  soient  A,  B,  C,  D  les  points  de  rencontre  de  la  conique  et  du 
cercle,  et  E  le  point  de  concours  des  deux  lignes  conjointes  AB,  CD. 
La  polaire  du  point  E,  par  rapport  à  l'une  des  deux  courbes  est  la 
droite  qui  coupe  harmoniquement  les  deux  côtés  AB,  CD  du  qua- 
drilatère, c'est-à-dire  en  deux  points  m  ,  n  tels  que  l'on  a 

EA  ttjA        EC  nC 

EB  ^B'      ÈD  nD' 

Ainsi  cette  polaire  est  la  même  dans  les  deux  courhes.  Cette  droite, 
d'après  une  propriété  connue  du  quadrilatère  (*) ,  passe  par  le  point 
de  concours  des  deux  autres  côtés  opposés  BC ,  AD  du  quadrilatère 
ABCD  ,  et  par  le  point  de  rencontre  de  ses  deux  diagonales  AC  ,  BD. 

8.  La  polaire  d'un  point,  par  rapport  à  un  cercle,  est  perpendicu- 
laire au  rayon  qui  passe  par  ce  point.  On  conclut  de  là  que  : 


(*)  Géométrie  de  position,  page  282.  —  Essai  mr  la  théorie  des  Transversales, 
page  74- 
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Quand  un  quadrilatère  est  inscrit  dans  un  cercle  ,  la  perpendicu- 
laire abaissée  du  point  de  rencontre  des  deux  diagonales  sur  la  droite 
qui  joint  les  points  de  concours  des  côtés  opposés ,  passe  par  le  centre 
du  cercle. 

g.   II  suit  de  là  que  : 

Etant  données  deux  lignes  conjointes  ,  le  centre  du  cercle  conjoint 
est  sur  la  droite  menée  par  leur  point  de  rencontre  perpendiculaire- 
ment à  la  polaire  de  ce  point  prise  par  rapport  à  la  conique. 

Ce  théorème  est  un  de  ceux  qu'a  démontrés  M.  Terquem  (^Voyez 
p.  18  du  tome  III  de  ce  Journal). 

Si  le  point  d'intersection  des  deux  lignes  conjointes  est  sur  la  co- 
nique, la  polaire  de  ce  point  sera  la  tangente  à  la  conique;  le  centre 
du  cercle  sera  donc  sur  la  normale. 

Cela  se  démontre  directement.  Car  si  deux  des  quatre  points  d'inteV- 
section  d'une  conique  par  deux  lignes  conjointes  sont  infiniment  voi- 
sins, le  cercle  qui  passera  par  ces  quatre  points  sera  tangent  à  la  co- 
nique. Son  centre  sera  donc  sur  la  normale. 

10.  On  peut  prendre  aussi  pour  les  deux  lignes  conjointes,  la  tan- 
gente à  la  courbe,  qui  joint  les  deux  points  infiniment  voisins,  et  la 
droite  qui  joint  les  deux  autres  points.  De  sorte  que, 

Quand  un  cercle  est  tangent  à  une  conique  ,  la  tangente  au  point 
de  contcLCt ,  et  la  dmte  qui  joint  les  deux  points  d'intersection  du 
cercle  et  de  la  courbe ,  sont  également  inclinées  sur  l'un  des  axes 
principaux  de  la  conique. 

1 1.  Si  le  cercle  est  osculateur,  les  deux  lignes  conjointes  seront  la 
tangente  et  la  droite  menées  du  point  de  contact  au  point  de  rencontre 
du  cercle  et  de  la  courbe.  Donc 

Le  cercle  osculateur  en  un  point  d'une  conique^  passe  par  un 
deuxième  point  de  cette  courbe,  qui  est  à  l'extrémité  de  la  corde 
menée  du  point  de  contact,  et  faisant  a^'ec  l'un  des  axes  principaux 
un  angle  égal  à  celui  que  la  tangente  au  point  de  contact  fait  avec 
cet  axe. 

Ce  théorème  offre  une  construction  très  simple  du  cercle  osculateur 
en  un  point  d'une  conique. 
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12.  Si  l'on  a  dans  une  parabole  plusieurs  cordes  parallèles  entre 
elles ,  la  somme  des  perpendiculaires  abaissées  des  deux  extrémités  de 
chacune  d'elles  sur  l'axe  de  la  courbe  sera  constante. 

En  effet,  la  somme  des  perpendiculaires  abaissées  des  extrémités 
d'une  même  corde  sur  l'axe  de  la  parabole  sera  égale  à  deux  fois  la 
perpendiculaire  abaissée  du  point  milieu  de  cette  corde  sur  cet  axe. 
Mais  les  milieux  de  toutes  les  cordes  sont  sur  une  même  droite  pa- 
rallèle à  l'axe  ;  donc  ils  sont  tous  également  éloignés  de  cet  axe.  Ce 
qui  démontre  le  théorème  énoncé. 

i3.  Une  corde  étant  menée  dans  une  parabole,  son  milieu  est 
situé  sur  la  parallèle  à  l'axe,  menée  par  le  point  de  contact  de  la  para- 
bole et  de  sa  tangente  parallèle  à  la  corde.  Il  s'ensuit  que  si  l'on  a 
deux  lignes  conjointes  relatives  à  un  cercle  quelconque,  comme  ce 
sont  deux  cordes  également  inclinées  sur  l'axe,  les  tangentes  qui  leur 
seront  parallèles  toucheront  la  parabole  eu  deux  points  situés  de  pai  t 
et  d'autre,  et  à  égale  distance,  de  l'axe  de  la  courbe.  Les  milieux  des 
deux  cordes  seront  donc  aussi  situés  de  part  et  d'autre  et  à  égale  dis- 
tance de  l'axe.  D'où  l'on  conclut ,  que  les  sommes  des  perpendiculaires 
abaissées  des  deux  extrémités  de  chaque  corde  sur  l'axe  sont  égales  et 
de  signes  contraires.  On  a  donc  ce  théorème  : 

Etant  menées  deux  lignes  conjointes  dans  la  parabole ,  la  somme 
algébrique  des  perpendiculaires  abaissées  des  points  où  elles  rencon- 
trent la  courbe,  sur  son  axe,  est  nulle. 

Ou,  en  d'autres  termes. 

Un  cercle  quelconque  étant  tracé  dans  le  plan  d'une  parabole; 
la  somme  des  perpendiculaires  abaissées  sur  l'axe  de  la  courbe,  des 
quatre  points  où  le  cercle  la  rencontre ,  est  toujours  égale  à  zéro. 

Ce  théorème  est  connu,  et  paraît  dû  à  J.  Gregorj,  qui  Ta  démontré 
par  d'autres  considérations.  (Voir  Geometriœ  pars  universalis ,  etc.  ; 
Patavii,  1668,   in-4'',  page  i5o.) 

14.  On  conclut  de  ce  théorème,  que  : 

Le  cercle  osculateur  en  un  point  d'une  parabole  la  rencontre  en  un 
autre  point  dont  la  distance  à  l'axe  de  la  courbe  est  triple  de  la  dis- 
tance du  point  de  contact  à  cet  axe. 


592  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

r5.  Deux  lignes  conjointes  étant  menées  dans  le  plan  d'une  co- 
nique ,  toute  autre  conique  qui  passera  par  leurs  quatre  points  d'in- 
tersection aura  ses  axes  principaux  parallèles  à  ceux  de  la  pre- 
mière. 

Car  soient  A ,  A'  et  B,  B'  les  points  où  les  deux  lignes  conjointes 
rencontrent  la  conique,  et  S  leur  point  de  concours,  on  aura 

SA.  SA'  =  SB.  SB'. 

Puisque  la  seconde  conique  passe  aussi  par  les  quatre  points  A  ,  A', 
B,  B',  cette  équation  prouve  que  les  deux  droites  A  A',  BB'  sont  aussi 
des  lignes  conjointes  par  rapport  à  elle.  C.  Q.  F.  D. 

i6.  Re'ciproquemeat ,  Quand  deux  coniques  ont  leurs  axes  prin- 
cipaux parallèles  entre  eux,  un  à  un  respectivement,  leurs  quatre 
points  d'intersection  sont  sur  un  cercle. 

En  effet,  soient  A,  A',  B,  B',  les  quatre  points  d'intersection  ;  soit 
S  le  point  de  concours  des  deux  droites  AA',  BB'.  Soient  Oa ,  Ob 
et  O'a',  O'b'  les  demi-diamètres  des  deux  coniques  parallèles  aux  deux 
droites  AA',  BB'.  On  aura 


d'où 


Concevons  que  par  le  point  a'  on  fasse  passer  une  troisième  conique 
semblable  à  la  première ,  et  qui  ait  ses  axes  principaux  dirigés  suivant 
ceux  de  la  seconde.  Cette  équation  fait  voir  que  cette  courbe  passera 
aussi  par  le  point  b'  ;  donc  O'a  et  O'b'  seront  deux  demi-diamètres 
communs  à  la  seconde  et  à  la  troisième  conique  ;  et  puisque  ces  deux 
courbes  ont  les  mêmes  axes  principaux  en  direction  ,  ces  deux  demi- 
diamètres  sont  également  inclinés  sur  l'un  de  ces  axes,  parce  que  dans 
l'intersection  des  deux  courbes,  tout  est  égal  de  part  et  d'autre  de  cha- 
cun de  ces  axes  principaux.  Ainsi  les  deux  demi-diamètres  O'a',  O'b' 
sont  également  inclinés  sur  un  axe  principal  de  la  seconde  conique. 


SA.  SA'          Où 
SB.  SB'          Q^' 

O'a' 

Ofl          O'a' 
Ôb  ~~   Wb" 
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Ce  qui  prouve  que  les  deux  droites  AA',  BB',  sont  des  lignes  con- 
jointes par  rapport  à  cette  conique  II  en  est  de  même  par  rapport  à 
l'autre  courbe.  Le  théorème  est  donc   démontré. 

17.  Il  suit  de  là  que:  Quand  deux  paraboles  ont  leurs  axes 
perpendiculaires  entre  eux ,  elles  se  coupent  en  quatre  points  qui 
sont  sur  un  cercle. 

18.  Il  suit  encore  du  théorème,  que  :  Quand  une  hyperbole  a  pour 
asymptotes  deux  lignes  conjointes  d'une  conique  ,  elle  rencontre  cette 
courbe  en  quatre   points  qui  sont   sur  un  cercle. 

Nous  verrons  (art.  65  )  que  ce  cercle  est  concentrique  au  cercle 
conjoint  relatif  aux  deux  lignes  conjointes. 

19.  Si  dans  le  plan  d'une  conique  U  on  décrit  deux  cercles  quel- 
conques A,  A'  et  deux  coniques  B,  B'  dont  la  première  passe  par  les 
quatre  points  d'intersection  [réels  ou  imaginaires)  du  premier  cercle  et 
de  la  conique  V ,  et  la  secorule  par  les  quatre  points  d'intersection  du 
second  cercle  et  de  cette  courbe  Uy 

1°.  Les  deux  coniques  B  ,  M'  se  couperont  en  quatre  points  qui 
seront  sur  un  cercle  ; 

Et  2°.  Ce  cercle  passera  par  les  points  d'intersection  des  deux 
cercles  proposés. 

En  effet,  d'après  le  théorème  (i5),  les  deux  coniques  B ,  B',  auront 
leurs  axes  principaux  parallèles  à  ceux  de  la  conique  U,  et  consé- 
queniment  parallèles  entre  eux,  un  à  un.  Ces  deux  coniques  se  cou- 
peront donc  en  quatre  points  situés  sur  un  cercle  (16). 

Il  reste  à  prouver  que  ce  cercle  passera  par  les  points  d  intersection 
des  deux  cercles  proposés. 

Que  l'on  fasse  la  perspective  de  la  figure  sur  un  plan;  les  deux 
cercles  proposés  seront  remplacés,  en  perspective  par  deux  coniques 
quelconques  ayant  deux  points  d'intersection  imaginaires  sur  la  droite 
qui  correspondra  en  perspective  à  l'infini  de  la  première  figure  ;  et  le 
troisième  cercle  deviendra  une  conique  passant  par  ces  deux  mêmes 
points  imaginaires.  D'après  le  principe  des  relations  contingentes , 
nous  pouvons  raisonner  comme  si  ces  points  étaient  réels.  Nous  en 
conclurons  donc  ce  théorème  général  : 

Tome  lU.  —  Aoct  i8j8.  5o 
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Etant  données  trois  coniques  quelconques  U,  A ,  A'  sur  un  plan, 
SI  Unn  en  décrit  deux  autres  B,  B'_,  dont  la  première  passe  par  les 
points  d intersection  des  deux  courbes  \]  et  &.,  et  la  seconde  par  les 
points  d'intersection  des  deux  courbes  U  et  A 'y  par  les  quatre  points 
d'intersection  de  ces  deux  nouvelles  coniques  B,  B'j  et  par  deux  des 
quatre  points  d'intersection  des  deux  premières  A,  A',  on  pourra  faire 
passer  une  conique. 

Or  les  quatre  points  d'intersection  des  deux  coniques  B,  B',  et  un 
seul  des  quatre  points  d'intei'section  des  deux  courbes  A,  A'  suffisent 
pour  déterminer  une  conique.  Cette  courbe  passe  donc  par  chacun 
des  trois  autres  points  d'intersection  de  A  et  A'  ;   c'est-à-dire  que 

Par  les  quatre  points  d'intersection  des  deux  coniques  B ,  B',  on 
peut  mener  une  conique  qui  passe  par  les  quatre  points  d'intersection 
des  deux  premières  A,  A'  (*). 

Cette  conique  sera  un  cercle  si  ces  deux  A  et  A'  sont  des  cercles. 
Le  théorènae  est  donc  démontré. 

20.  Si  les  deux  cercles  A,  A'  sont  concentriques,  pour  qu'un  troi- 
sième cercle  ait  les  mêmes  points  d'intersection  avec  eux ,  il  faut  qu'il 
leur  soit  concentrique.  On  a  donc  ce  théorème  : 


(*)  Voici  une  seconde  de'monstration  de  ce  the'orèine  qui  est  important  à  cause 
des  nombreux  corollaires  qui  en  de'coulent.  Soient 

Fr=o,     ^  =  0,     et     (p'  =  o, 

les    équations  des  trois    coliques  U ,  A  ,  A'     Celles    des    deux  coniques  B ,  B' 
seront  de  la  forme 

F  -f-  ^"P  =  °  I     ^t    F  +  >^ç'  =  o  ; 

A  et  a'  étant  des  constantes. 
De  ces  deux    équations  ,  on   tire 

A^    —   a'i^'    ^=    O  , 

qui  représente  une  troisième  conique  passant  par  les  points  d'intersection  des 
deux  B,  B'.  Mais  on  satisfait  à  cette  équation  en  faisant  ip  =  o  et  ip'  =  o  ;  donc 
la  conique  qu'elle  représente  passe  aussi  par  les  points  d'intersection  des  deux 
premières  coniques  .\  ,  A'.  Ce  qui  démontre  le  théorème. 
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Si  dans  le  plan  d'une  conique  U  on  de'crit  deux  cercles  qui  aient  le 
même  centre,  et  qu'on  mène  deux  autres  coniques  quelconques  dont  la 
première  passe  par  les  points  d'intersection  du  premier  cercle  et  de  la 
conique  U,  et  l'autre  par  les  points  d'intersection  de  cette  même  courbe 
et  du  second  cercle ,  ces  deux  coniques  se  couperont  en  quatre  points 
situes  sur  un  même  cercle  concentrique  aux  deux  premiers. 

Dans  le  théorème  (19)1  on  peut  prendre  pour  les  deux  coniques 
B ,  B'  les  deux  systèmes  de  lignes  conjointes  relatives  aux  deux  cercles 
A  ,  A'.  Alors  on  en  conclut  que 

Deux  cercles  quelconques  étant  tracés  dans  le  plan  d'une  conique  , 
les  lignes  conjointes  du  premier  rencontrent  les  lignes  conjointes  du  se- 
cond en  quatre  points  qui  sont  situés  sur  un  troisième  cercle  qui  passe 
par  les  points  d'intersection  des  deux  premiers. 

Et  si  ces  deux  cercles  sont  concentriques  ,  le  troisième  aura  le  même 
centre  qu'eux . 

22.  Il  existe,  en  général,  trois  systèmes  de  deux  lignes  cnrijointes 
relatives  à  une  conique  et  à  un  cercle  décrit  dans  son  plan.  Chaque 
système  est  formé  de  deux  côtés  opposés,  ou  des  deux  diagonales  du 
quadrilatère  qui  a  pour  sommets  les  quatre  points  d'intersection  du 
cercle  et  de  la  conique.  Le  point  de  concours  de  deux  hgncs  conjointes 
a  la  même  polaire  dans  ces  deux  courbes.  Celte  polaire  est  la  droite  qui 
joint  les  points  de  concours  des  deux  autres  systèmes  de  lignes  con- 
jointes (7).  De  sorte  qu'il  existe  en  général ,  trois  points  dont  l'un 
quelconque  a  la  même  polaire  par  rapport  au  cercle  et  à  la  conique. 
Nous  disons,  en  général ,  parce  que  deux  de*ces  points  peuvent  être 
imaginaires  :  c'est  ce  qui  a  lieu  quand  le  cercle  ne  rencontre  la  conique 
<][u'en  deux  points  réels;  alors  il  n'y  a  qu'un  seul  système  de  deux 
lignes  conjointes;  les  deux  autres  sont  imaginaires,  ainsi  que  les  deux 
points  de  concours  auxquels  ils  donnaient  lieu  dans  le  premier  cas. 
Si  le  cercle  et  la  conique  n'ont  aucun  point  d'inlersecfion  réel,  alors 
il  n'y  a  encore  qu'un  système  de  deux  lignes  conjointes  dont  le  point 
de  concours  a  la  même  polaire  dans  les  deux  courbes  ;  mais  dans  ce 
cas  les  deux  autres  points  qui  jouissent  de  cette  propriété  sont  toujours 
réels  (*). 

(*)  Ce  sont  là  des  propiiétés  générales  du  s\slème  de  deux    coniijues  quflcou- 

5o    . 
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Ainsi,  en  général,  une  conique  et  un  cercle  élant  décrits  dans  un 
même  plan  ,  il  existe  trois  poinisqui  jouissent  de  cette  propriété,  que 
l'un  d'eux  quelconque  a  la  même  polaire  dans  les  deux  courbes; 
cette  polaire  est  la  droite  qui  joint  les  deux  autres  points. 

Pour  un  second  cercle,  on  aura  un  pareil  système  de  trois  points 
dont  chacun  aura  la  même  polaire  dans  ce  second  cercle  et  dans  la 
conique. 

Par  ces  trois  points  et  les  trois  premiers ,  relatif  s  au  premier  cercle, 
on  peut  Jaire  passer  une  conique. 

Je  vais  démontrer  ce  théorème  sous  cet  énoncé  plus  général  : 

25.  Si  dans  le  plan  d'une  conique  on  prend  deux  systèmes  de  trois 
points  tels  que  chacun  deux  ait  pour  polaire  la  droite  qui  joint  les 
deux  autres,  on  a  six  points  par  lesquels  on  peut  faire  passer  une 
seconde  conique. 

Soient  a,  b ,  c,  les  trois  points  du  premier  système,  et  a,  b',  c' 
ceux  du  second.  Il  faut  démontrer  que  ces  six  points  sont  sur  une 
conique. 

Menons  la  droite  ca'  ;  son  pôle  sera  le  point  d'intersection  des  po- 
laires des  deux  points  c,  a',  lesquelles  sont  les  deux  droites  ab,  b'c'; 
soit  ë  ce  point  d'intersection.  Pareillement,  le  pôle  de  la  droite  ch' 
est   le  point  d'intersection  des  deux  droites  rt^,  a'c' ;  soit  a  ce  point. 

Les  quatre  droites  ca,  ch,  ca',  ch',  issues  du  même  point  c,  ont 
donc  pour  pôles  les  quatre  points  ,  b  ,  a,   S ,  et. 

On  a  donc  ,  d'après  une  propriété  générale  que  j'ai  démonti'ée  pour 

ques,  pour  lesquelles  ou  peut  consulter  le  Traité  des  propriétés  pivjeclivcs  de 
M.  Poncelet  (section  3,  chap.  II)  et  un  Mémoire  sur  les  systèmes  de  coniques 
de'crites  dans  un  même  plan  ,  que  j'ai  publié  dans  les  Annales  de  Mathématiques 
de  M.  Gergonne  (t.  XVIII  et  XIX,  année  1878). 

Quand  deux  coniques  n'ont  aucun  point  d'intersection  réel,  on  a  coutume  de 
dire  que  deux  des  trois  points  en  question  sont  les  points  de  concours  de  sécantes 
imaginaires.  On  peut,  dans  ce  cas,  éviter  la  considération  des  imaginaires,  en 
disant  que  ces  deux  points  sont  des  coniques  infiniment  petites,  ou  dont  les  axes 
sont  nuls,  et  (jui  satisfont  à  la  condition  analytique  de  passer  par  les  points 
d'intersection  des  deux  coniques  proposées.  Je  reviendrai  sur  cette  matière  et  sut 
la  théorie  des  a  rei  de  sjmptose  de  deux  coniques,  dans  un  article  spécial 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  597 

les  surfaces  du  second   degré  (*),    el  qui  s'applique  aux  coniques, 
l'équation 


sin  dca    _  sin  h' ca   Ç,b     ^  cib 

sma'cb    '  sinù'cb  Ca    '  a.a' 


Or  les  quatre  droites  c'a,  c'b,  c'a',  c'h'  étant  issues  d'un  même  point 
c',  et  passant  respectivement  par  les  quatre  points  a,  h ,  a.,  C  qui  sont 
en  ligne  droite,  on  a  l'équation 

sin  b'c'b    .  sin  a'c'b   Sb     ,  ab  ,,l^^ 

sinb'c'a    '  sin  a'c'a   '~~    Qa    '  a.a^ 

De  ces  deux  équations  résulte  celle-ci  : 

sin  a'ca  ^    sin  b'ca  sin  a  c'a    _    sin  b'c'a  _ 

sin  a'cb  '   sin  b'cb  ~~    sin  a'c'b   '    sin  b'c'b  ' 

équation  qui  signifie  que  le  rapport  anharmonique  (***)  des  quatre 
droites  ca,  cb ,  ca' ,  cb'  est  égala  celui  des  quatre  droites  c'a,  c'b, 
c'a',  c'b'.  D'où  il  suit,  par  une  propriété  générale  des  sections  coni- 
ques, que  les  quatre  points,  a,  b,  a',  b' ,  où  ces  droites  se  coupent 


(*)  Aperçu  historique  sur  Vorigine  et  le  développement  des  méthodes  géomé- 
triques ,  page  687 . 

(**)  Ibidem  ,  page  3o2. 

(***)  Quand  quatre  droites  A,  B,  C  ,  D  situées  dans  un  même  plan  sont  issues 

,,  .  .         ,.  ,  , ,,  sin  C,A        sin  D.A  , 

d  un  même  point,  j  ai  appelé  1  expression  — : —  ;  —. —         ,  rapport  anhar- 

monique des  quatre  droites. 

Pareillement,  quand  quatre  points  a,  b,  c,  d  sont  en  ligne  droite  ;   l'expres- 

ca       da         .  . 

sion  -y-   ;    jT-  est  leur  rapport  anharmonique. 

Les  nombreux  usages  que  j'ai  eu  à  faire  de  ces  rapports  qui  se  représenleiont 
désormais  dans  une  foule  de  recherches  géométriques  ,  m'ont  obligé  à  leur  con- 
sacrer une  dénomination  particulière.  Voir  Aperçu  historique,  etc.,  pages  34 
et  3o2.  Le  Mémoire  sur  les  deux  principes  de  Dualité  et  d'Homographie  qui  fait 
suite  à  V Aperçu  historique  offre  des  applications  continuelles  de  ces  rapports 
anharmoniqties. 
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deux  à  deux  i-espectivement ,   sont  sur  une  conique  qui  passe  parles 
deux  points  c,  c'  (*).   Ce  (ju'il  fallait  démontrer. 

24.  Quand  un  quadrilatère  est  inscrit,  ou  bien  circonscrit  à  une 
conique,  on  sait  que  les  points  de  concours  de  ses  côtes  opposes,  et 
le  point  de  rencontre  de  ses  deux  diagonales  sont  trois  points  qui 
jouissent  de  la  propriété  que  chacun  d'eux  a  pour  polaire  la  droite 
qui  joint  les  deux  autres  ;  on  conclut  donc  du  théorème  précèdent, 
que  : 

Si  deux  quadrilatères  sont  inscrits  ou  circonscrits  à  une  conique , 
ou  bien  si  l'un  est  inscrit  et  l'autre  circonscrit  à  la  courbe ,  par  les 
trois  points  de  concours  des  côtés  opposés  et  des  diagonales  du  premier, 
et  les  trois  points  de  concours  des  côtés  opposés  et  des  diagonales  du 
second  on  peut  faire  passer  une  conique  (**)• 

§  III.  Suite  du  précédent.  —  Propriétés  d'un  autre  genre  des  lignes 
conjointes  relatives  à  un  cercle. 

iS.  Concevons  un  cône  du  second  degré ,  deux  cercles  sous-coa- 
traires  c,  c'  tracés  sur  sa  surface,  et  une  sphère  passant  par  ces  deux 
cercles.  Qu'on  mène  un  plan  transversal;  il  coupera  le  cône  suivant  une 
conique  ;  la  sphère  suivant  un  cercle  2  et  les  [dans  des  deux  cercles 
c ,  c'  suivant  deux  droites  qui  seront  les  lignes  conjointes  relatives  à  la 
conique  et  à  ce  cercle  2.  Ces  deux  lignes  seront  toujours  réelles, 
quoique  le  cercle  2  puisse  n'avoir  aucun  point  d'inlersech'on  réel  avec 
la  conique. 

Que  d'un  point  de  la  conique  on  abaisse  des  perpendiculaires  niTr, 
iiitt'  sur  les  deux  lignes  conjointes,  et  des  perpendiculaires  mp,  mp' 


(*)   Aperçu  historique ,  etc.  ,   pa;;e  334- 

(**)  Le  théorème  (23)  peut  donner  lieu  à  quelques  propriétés  îles  surfaces  du  se- 
cond degré  ;  par  exemple ,  ou  en  conclut  que  deux  systèmes  de  diamètres  con- 
jugués d'une  surface  du  second  degré  forment  six  droites  situées  sur  un  même 
cône  du  second  degré. 

Conséqueininent,  quand  deux  angles  tnèdres  trirectangles  ont  un  même  sommet, 
leurs  six  arêtes  sont  toujours  sur  un  cane  du  second  degré. 
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sur  les  deux  plans  des  cercles  c,  c'.  Soient  v ,  v'  les  angles  que  ces 
pians  font  avec  le  plan  transversal,  on  aura 


T  = 

mp 

sin  V 

> 

m-Tt' 

= 

mp 

sin  v' 

myr. 

irvrt' 

mp. 
sinv 

mp' 

.sinv'" 

et 


Soient  r,  r  les  points  où  l'arête  Sm  du  cône  rencontre  les  plans  'des 
deux  cercles  c,  c' ;  et  soient  et,  a'  les  angles  de  cette  arête  avec  ces 
plans,  on  aura 

mp  :^  mr  sin  a, 
mp'  =  mr'  sin  a'. 
Donc 


m'TT.mTr'  =  mr.  mr' . 


sin  et.sin  a 
sin  f.  sin  / 


Or  la  sphère  passe  par  les  deux  points  r,  r'  ;  conse'querament  le 
pi'oduit  mr.mr'  est  e'gal  au  carré  d'une  tangente  menée  du  point  m  a 
cette  sphère;  supposons  que  la  tangente  touche  la  sphère  au  point 
situé  dans  le  plan  transversal  sur  le  cercle  2  ;  et  soit  mt  la  longueur 
de  cette  tangente.   On   aura 


sin  c.  sin  V 


Or  f  et  i'  sont  constants ,  quelle  que  soit  la  position  du  point  m  sur  le 
plan  transversal.  Le  produit  sin  a,  sin  a.'  est  constant  aussi,  car  les  sinus 
des  angles  a,  a!  que  l'arête  S/n  fait  avec  les  plans  des  deux  cercles  c, 
c'  sont  égaux,  respectivement,  aux  perpendiculaires  abaissées  du 
sommet  du  cône  sur  ces  plans,  divisées  par  les  parties  Sr,  Sr'  de  l'arête 
S/n;  et  le  produit  Sr.Sr'  est  constant  puisque  les  deux  points  r,  /  sont 
sur  la  sphère. 
Ainsi  l'on  a 

mie.  mie  ,      , 

—=.-^ —  =  constante, 
mt 
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quel  que  soit  le  points  pris  sur  la  conique;  et  la  constante  est  la 
même  quels  que  soient  les  deux  cercles  sous-coalraires  c,  c'  tracés  sur 
le  cône,  et  conséqucmment  quelles  que  soient  les  deux  lignes  con- 
jointes prises  dans  le  plan  de  la. conique,  pourvu  toutefois  que  ces 
deux  lignes  soient  toujours  parallèles  à  elles-mêmes  respectivement  ; 
caries  plans  des  deux  cercles  étant  toujours  parallèles  à  deux  plans 
fixes,  leurs  intersections  par  le  plan  transversal,  qui  sont  les  deux 
lignes  conjointes,  sont  toujours  parallèles  à  deux  droites  fixes. 
On  conclut  de  là  ce  théorème  : 

Un  cercle  quelconque  étant  tracé  dans  le  plan  d'une  conique;  le 
carré  de  la  tangente  à  ce  cercle  menée  par  un  point  quelconque  de 
la  conique,  sera  au  produit  des  perpendiculaires  abaissées  de  ce 
point  sur  les  deux  lignes  conjointes ,  dans  un  rapport  constant  ; 

La  valeur  de  ce  rapport  constant  sera  la  même  pour  tous  les  sys- 
tèmes de  deux  lignes  conjointes  qui  feront  entre  elles  un  angle  de 
grandeur  constante. 

Il  faut  remarquer  que  c'est  pour  faciliter  l'énoncé  du  théorème,  que 
nous  y  introduisons  la  considération  de  la  tangente  au  cercle,  mais 
qu'il  s'applique  aux  cas  où  cette  tangente  est  imaginaire;  dans  lesquels 
cas  on  substituera  au  carré  de  la  tangente ,  le  produit  des  segments 
faits  par  le  cercle  sur  une  transversale  quelconque  issue  du  point  pris 
sur  la  conique. 

26.  Le  cercle  peut  se  réduire  à  un  point,  eu  qui  a  lieu  quand  le 
plan  de  la  conique  est  tangent  à  la  sphère  qui  passe  par  les  deux  sec- 
tions sous-contraires  c ,  c'  du  cône. 

Ainsi ,  le  cercle  relatif  à  deux  lignes  conjointes  peut  être  un  point. 
On  considère  alors  ce  point  comme  un  cercle  infiniment  petit;  et  ce 
point  peut  être  situé  en  un  lieu  quelconque  du  plan  de  la  conique. 

27.  Si  le  plan  de  la  conique  ne  rencontre  pas  la  sphère,  il  y  aura 
encore  deux  lignes  conjointes,  et  le  cercle  conjoint  sera  imagirmire. 
Le  théorème  s'applique  encore  à  ce  cas;  car  le  produit  des  segments 
qu'un  cercle  fait  sur  une  droite  issue  d'un  point  {\\e  m  est  réel,  bien 
que  ce  cercle  soit  imaginaire.  Soil  0  le  centre  du  cercle,  R  son  rayon; 

ce  produit  est  égal  à  mO  —  R*  j  dans  le  cas  actuel,  le  rayon  du  cercle 
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est  imaginaire;  son   carré  est  négatif,    et  cette   expression  devient 

«ïO  +  R",  quelle  que  soit  la  position  du  point  m. 

Ainsi  l'on  voit  comment  le  théorème  ci-dessus  s'applique  aux  cas  où 

la  tangente  au  cercle,  et  le  cercle  lui-même  deviennent  imaginaires. 
Si  le  plan  transversal  est  parallèle   à   la  droite  d'intersection  des 

plans  des  deux  cercles  c,  c' ,  les  deux  lignes  conjointes,  dans  la  co- 
nique, seront  parallèles  entre  elles;  et  si  le  plan  transversal  passe  par 
cette  droite  d'intersection,  les  deux  lignes  conjointes  se  confondront 
en  une  seule,  et  le  cercle  conjoint  aura  un  double  contact  avec  la 
conique  sur  cette  droite.  Ce  cercle  peut  être  imaginaire ,  ce  qui  aura 
lieu  si  le  plan  transversal  ne  rencontre  pas  la  sphère;  et  il  peut  se  ré- 
duire à  un  point,  ce  qui  a  lieu  si  le  plan  transversal  est  tangent  à  la 
sphère.  Le  point  représente  alors  un  cercle  conjoint  infiniment  petit  : 
c'est  le  point  de  contact  de  la  sphère  par  le  plan;  et  la  ligne  conjointe 
unique,  sur  laquelle  ce  cercle  infiniment  petit  a  un  double  contact 
avec  la  conique,  est  la  droite  d'intersection  des  plans  des  deux  cercles 
C ,  C.  Ce  point  est  le  foyer  de  la  conique,  et  cette  droite  est  la  direc- 
trice ;  car  d'après  le  théorème  général  (aS),  les  distances  de  chaque 
point  de  la  conique  à  ce  point  fixe  et  à  la  droite ,  sont  entre  elles  dans 
un  rapport  constant  :  ce  qui  est  la  propriété  caractéristique  du 
foyer. 

28.  Ces  considérations  offrent,  comme  on  voit,  un  moyen  de  dé- 
couvrir les  foyers  des  coniques  dans  le  cône  oblique;  ce  que  n'ont  pas 
fait  les  Anciens  qui  n'ont  traité  de  ces  points  que  sur  le  plan,  sans  dire 
comment  ils  y  ont  été  conduits.  J'ai  déjà  indiqué  ailleurs  d'autres 
manières  de  considérer  les  foyers  dans  le  cône  oblique.  (P^oirle  tome  II 
de  ce  Journal ,  page  5gQ  ;  et  mon  Aperçu  historique  ,  etc. ,  p.  1 32  et 
285.) 

2q.  Reprenons  le  théorème  général  (25),  et  supposons  que  le  cercle 
ait  un  double  contact  avec  la  conique;  le  théorème  prendra  cet 
énoncé  : 

Quand  un  cercle  a  un  double  contact  Çre'el  ou  imaginaire)  avec 
une  conique ,  si  de  chaque  point  de  cette  courbe  on  mène  une  tan- 

Tomelll.  —  AocT  i838.  5, 
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gente  au  cercle ,  et  une  perpendiculaire  à  la  droite  de  contact ,  le  rap- 
port de  la  tangente  à  cette  perpendiculaire  sera  constant  ; 

Et  la  valeur  de  ce  rapport  sera  la  même  ,  quelle  que  soit  le  cercle , 
pourvu  que  son  centre  soit  toujours  sur  le  même  axe  principal  de  la 
courbe. 

Le  cercle  sera  inscrit  dans  la  courbe  si  son  centre  est  situé  sur  son 
axe  majeur;  et  il  lui  sera  circonscrit  si  son  centre  est  situé  sur  l'axe 
mineur.  Dans  le  premier  cas  on  pourra  mener  une  tangente  au  cercle, 
par  chaque  point  de  ia  conique;  et  dans  le  second  cas  on  n'en  pourra 
pas  mener.  Alors  pour  appliquer  le  théorème,  on  substituera  à  la  tan- 
i;ente  son  expression  que  nous  avons  donnée  ci-dessus  (27). 

5o.  Supposons  deux  cercles  inscrits  dans  la  conique  ;  leurs  droites 
de  contact  avec  la  courbe  seront  parallèles;  conséquemmeni  le  rap- 
port constant  relatif  à  chacun  des  deux  cercles  aura  la  même  valeur. 
On  en  conclut  donc  que  la  somme  ou  la  différence  des  tangentes  me- 
nées de  chaque  point  de  la  conique  aux  deux  cercles,  est  à  la  somme  ou 
a  la  différence  des  distances  de  ce  point  aux  deux  lignes  de  contact, 
dans  un  rapport  constant,  lequel  est  le  même  quels  que  soient  les 
deux  cercles. 

Pour  chaque  point  de  la  conique  compris  entre  les  deux  cordes  de 
contact,  la  somme  des  distances  de  ce  point  à  ces  deux  droites  est 
constante  et  égale  à  la  dislance  de  ces  deux  droites;  et  pour  chaque 
point  de  la  conique  situé  au  dehors  de  l'espace  compris  entre  ces  deux 
droites,  la  différence  des  distances  de  ce  point  à  ces  droites  est  égale  à 
leur  propre  distance.  On  peut  donc  énoncer  ce  théorème  : 

Quand  deux  cercles  sont  inscrits  dans  une  conique ,  la  somme  ou  la 
différence  des  tangentes  méfiées  à  ces  cercles  par  chaque  point  de  la 
courbe  a  une  valeur  constante  ; 

Cette  valeur  est  égale  à  la  distance  des  cordes  de  contact  des  deux 
cercles  avec  la  conique,  multipliée  par  un  coefficient  constant ,  quels 
que  soient  les  deux  cercles  inscrits. 

5i.  Chacun  des  cercles  peut  se  réduire  à  un  point  qui  sera  l'un  des 
foyers  de  la  conique,  la  corde  de  contact  étant  la  directrice  corres- 
pondante. Chacun  des  cercles  peut  aussi  être  imaginaire.  Tous  ces  cas 
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seront  compris  sous  l'énoncé  général  suivant,  auquel  nous  donnons 
la  forme  des  Porismes  dEuclide  ; 

Étant  pris  sur  Vun  des  axes  principaux  dune  conique  deux  points 
fixes  0,  o' ,  on  pourra  déterminer  trois  constantes  X,  X'  et  u  telles 
que  l'on  ait  entre  elles  et  les  distances  de  chaque  point  de  la  conique 
aux  deux  points  fixes  o,  o' ,  la  relation  constante 


\  mo   +  A'  rfc  V  mo'    -j-  A'"  =  ^. 

Ce  théorème  est  une  généralisation  nouvelle  de  la  propriété  des 
foyers  ,  que  nous  avons  déjà  généralisée  ailleurs  sous  d'autres  points 
de  vue.  (  Voir  t.  Il ,  p.  396  de  ce  Journal,  et  Aperçu  historique ,  etc.^ 
p.  670  et  801)  (*). 

32.  Chaque  point  d'un  des  axes  principaux  d'une  conique  est  le 
centre  d'un  cercle  qui  a  un  double  contact  avec  la  courbe;  les  points 
de  contact  sont  les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  du  point  donné 
sur  la  conique;  et  la  droite  qui  joint  ces  deux  points  est  la  corde  de 
contact.  Le  contact  peut  être  imaginaire  ;  néanmoins  cette  droite  est 
toujours  réelle  ,  de  même  que  le  cercle  qui  a  le  double  contact  avec  la 
courbe.  Voici  comment  on  déterminera  ce  cercle  et  cette  droite;  le 
centre  du  cercle  étant  donné. 


(*)  Je  citerai  particulièrement  les  deux  théorèmes  suivants  qui  sont  suscep- 
tibles d'un  grand  nombre  de  corollaires  concernant  les  foyers  des  coniques  : 

1°.  Si ,  autour  du  foyer  d'une  conique  ,  on  fait  tourner  une  rose  des  vents  de  m 
rajons , 

n  étant  un  nombre  plus  petit  que  m  , 

La  somme  des  puissances  n  des  distances  des  m  points  où  ces  rayons  rencontre- 
ront la  conique,  à  une  droite  fxe  quelconque,  divisées  respectivement  par  les  puis- 
sances n  des  distances  de  ces  points  au  foyer  de  la  courbe  ,  sera  constante. 

2°.  Si  j  autour  du  foyer  d'une  conique  ,  on  fait  tourner  une  rose  des  vents  de  m 
rayons,  et  que  par  les  n\  points  où  ils  rencontrent  la  courbe,  on  lui  mène  ses 
tangentes , 

n  étant  un  nombre  plus  petit  que  m,  la  somme  des  puissances  n  des  distances 
de  ces  tangentes  à  un  point  fxe ,  divisées  par  les  puissances  n  de  leurs  distances 
au  foyer,  sera  une  quantité  constante. 

5i.. 
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La  normale  et  la  tangente  en  un  même  point  m  d'une  conique  di- 
visent en  deux  également  l'angle  des  deux  rayons  vecteurs  qui  abou- 
tissent à  ce  point,  et  le  supplément  de  cet  angle.  Il  s'ensuit  que  ces 
deux  droites  et  les  deux  rayons  forment  un  faisceau  harmonique  ;  et 
par  conséquent  la  normale  et  la  tangente  rencontrent  le  grand  axe  de 
la  courbe  en  deux  points  7i,  t  qui  sont  conjugués  harn.ioniques 
par  rapport  aux  deux  foyers.  Cette  propriété  sert  pour  déterminer  l'un 
de  ces  points,  quand  l'autre  est  donné. 

Maintenant,  si  du  premier  point ,  qui  est  le  pied  de  la  normale,  on 
mène  une  seconde  normale  à  la  courbe  en  /«',  la  droite  mm'  sera  la 
corde  de  contact  du  cercle  qui  a  son  centre  au  point  7z.  Or,  cette  droite 
est  la  polaire  du  point  t,  puisque  les  deux  droites  tm,  tm'  sont 
tangentes  à  la  conique;  on  a  donc  ce  théorème  : 

Un  point  situé  sur  le  grand  axe  d'une  conique  étant  pris  pour  le 
centre  d'un  cercle  qui  doit  avoir  un  double  contact  avec  la  courbe ,  la 
corde  de  contact  sera  la  polaire  d'un  second  point  qui  est  conjugué 
harmonique  du  point  proposé  par  rapport  aux  deux  foyers  de  la 
courbe. 

Si  l'on  considère  qu'il  existe  sur  le  petit  axe  d'une  conique  deux 
foyers  imaginaires ,  et  que  l'on  peut  prendre  deux  points  conjugués 
harmoniques  par  rapport  à  deux  points  imaginaires,  on  verra  que  le 
théorème  et  la  construction  qu'il  indique  s'appliquent  aux  points  situés 
sur  le  petit  axe  de  la  courbe,  comme  à  ceux  situés  siir  le  grand  axe. 

55.  Ce  théorème  servira  pour  résoudre  ce  problème  : 

Par  un  point  pris  sur  un  axe  principal  dune  conique ,  mener  les 
normales  à  cette  courbe. 

On  prendra  le  point  conjugué  harmonique  du  point  donné,  par 
rapport  aux  deux  foyers  (réels  ou  imaginaires)  situés  sur  l'axe  de  la 
courbe,  et  la  polaire  de  ce  point  par  rapport  à  la  courbe.  Les  pieds 
des  normales  cherchées  seront  sur  celte  droite  ;  de  sorte  que  si  cette 
droite  rencontre  la  conique  ,  il  y  aura  deux  normales;  et  si  elle  ne  la 
rencontre  pas,  les  normales  seront  imaginaires. 

Nous  donnerons  ci-dessous  (55)  une  autre  construction  de  ce  pi-o- 
blème. 
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34-  Considérons  deux  cei'cles  ayant  leurs  centres  sur  un  des  axes 
principaux  d'une  conique,  et  prenons  pour  les  lignes  conjointes  dans 
chaque  cercle  les  perpendiculaires  à  cet  axe  qui  joignent  les  points 
d'intersection  de  la  conique  et  du  cercle.  Les  carrés  des  tangentes 
menées  d'un  point  de  la  conique  aux  deux  cercles  seront  entre  eux 
comme  les  produits  des  dislances  de  ce  point  aux  lignes  conjointes 
des  deux  cercles  (25).  Prenons  le  point  de  la  conique  sur  l'axe  de 
sjmptose  (ou  axe  radical)  des  deux  cercles;  alors  on  sait  que  les 
deux  tangentes  seront  égales  ;  on  en  conclut  donc  que  les  produits 
des  distances  de  ce  point  aux  lignes  conjointes  des  deux  cercles  seront 
égaux.  Donc, 

Quand  deux  cercles  ont  leurs  centres  sur  un  diamètre  principal 
d'une  conique ,  si  l'on  considère  les  lignes  conjointes  perpendiculaires 
à  cet  axe ,  le  produit  des  distances  de  l'axe  radical  des  deux  cercles 
aux  deux  lignes  conjointes  du  premier,  sera  égal  au  produit  des  dis- 
tances de  cet  axe  aux  deux  lignes  conjointes  du  second. 

35.  Par  conséquent,  toute  droite  transversale  rencontre  les  lignes 
conjointes  et  l'axe  radical  en  cinq  points  dont  le  dernier  aura  le 
produit  de  ses  distances  aux  deux  premiers,  égal  au  produit  de  ses 
distances  aux  deux  autres;  c'est-à-dire  que  ces  cinq  points  appartien- 
dront à  une  involution  de  six  points,  dont  le  sixième,  conjugué  du 
cinquième,  sera  à  l'infini.  (Voir  Théorie  de  V involution  de  six  points, 
page  3 12  de  V  Aperçu  historique,  etc.) 

Or,  deux  points  conjugués,  dans  une  involution,  peuvent  se  con- 
fondre ;  ils  forment  alors  un  des  deux  points  doubles  de  l'involution, 
qui  jouissent  de  la  propriété  de  diviser  harmoniquement  le  segment 
compris  entre  deux  points  conjugués  quelconques.  Si  l'un  de  ces 
points  doubles  est  situé  à  l'infini,  l'autre  sera  le  milieu  de  chacun  de 
ces  segments. 

Ici,  quand  les  deux  cercles  sont  concentriques,  leur  aie  radical  est 
à  l'infini  ;  conséquemment  le  cinquième  et  le  sixième  point ,  dans 
l'involution  que  nous  avons  considérée ,  se  confondent  ;  ils  forment 
un  point  double  ;  et  par  suite  il  existe  un  second  point  double  qui 
est  le  milieu  de  chaque  segment  compris  entre  deux  points  conjugués. 
De  là  on  conclut  ce  théorème  : 
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Si  d'un  point  pris  sur  l'un  des  axes  principaux  dune  conique , 
comme  centre,  on  décrit  plusieurs  cercles,  les  lignes  conjointes  de 
chacun  deux ,  perpendiculaires  à  l'axe  de  la  courbe ,  seront  égale- 
ment éloignées  dune  même  droite  fixe;  et  celui  des  cercles  qui  aura 
un  double  contact  avec  la  conique ,  la  touchera  sur  cette  droite. 

Ce  théorème  donne  une  construction  nouvelle  du  problème  ci- 
dessus  (53),  où  il  s'agit  de  mener  les  normales  à  une  conique,  par 
un  point  pris  sur  un  axe  principal  de  la  courbe. 

Nous  résourirons  plus  loin  (86)  ce  problème  pour  un  point  pris 
arbitrairement  dans  le  plan  de  la  conique  ;  et  nous  aurons  occasion 
alors  de  donner  une  seconde  démonstration  du  théorème  précédent. 

36.  Chaque  cercle,  dans  ce  théorème,  indépendamment  des  deux 
lignes  conjointes  perpendiculaires  à  l'axe  de  laconique,  les  seules  qui 
seront  toujours  réelles,  pourra  avoir  deux  autres  systèmes  de  lignes 
conjointes  ;  ce  qui  aura  lieu  quand  le  cercle  rencontrera  la  conique  en 
quatre  points.  Il  est  clair  que  chacune  de  ces  lignes  aura  son  milieu 
situé  sur  la  droite  fixe  que  nous  venons  de  trouver.  Or,  la  perpendi- 
culaire abaissée  du  centre  du  cercle  sur  cette  ligne  passe  par  son  mi- 
lieu, puisqu'elle  est  une  corde  du  cercle.  Il  s'ensuit  que  cette  ligne 
est  une  tangente  d'une  parabole  qui  a  son  foyer  au  centre  du  cercle,  et 
qui  est  tangente  à  cette  droite  fixe.  Donc, 

Quand  plusieurs  cercles  ont  un  centre  commun  situé  sur  un  axe 
principal  dune  conique,  leurs  lignes  conjointes  Jion perpendiculaires 
à  cet  axe  ,  enveloppent  une  parabole  qui  a  son  foyer  au  centre  commun 
des  cercles. 

§  IV.  Propriétés  générales  dun  système  de  coniques  circonscrites  à 
un  quadrilatère. 

57.  Les  propriétés  des  lignes  conjointes  que  nous  allons  démontrer 
maintenant  résultent  de  quelques  propriétés  générales  d'un  système 
de  coniques  circonscrites  à  un  quadrilatère.  Nous  allons  présenter 
d'abord  ces  propriétés  générales 

Quand  trois  coniques  sont  circonscrites  à  un  même  quadrilatère  , 
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une  transversale  quelconque  les  rencontre  en  six  points  qui  sont  en 
involution. 

Ainsi,  soient  A ,  A',  les  points  de  la  première  conique,  B,  B' 
ceux  de  la  seconde,  el  C  ,  C  ceux  de  la  troisième,  on  aura 

CA^^  _   CB  .  CB' 
C'A.  C'A'  C'B.C'B'" 

En  effet,  la  transversale  rencontre  deux  côtés  opposés  du  quadrila- 
tère en  deux  points  P,  P'  et  les  deux  autres  côtés  en  deux  points  Q,  Q'. 
Le  quadrilatère  étant  inscrit  dans  la  première  conique,  les  six  points 

A,  A',  P,  P',  Q,  Q'  sont  en  involution.  (Théorème  de  Desargues;  Voir 
i4 perçu  historique ,  etc.;,  p.  77  et  535.)  Pareillement,  le  quadrilatère 
étant  inscrit  dans  chacune  des  deux  autres  coniques,  les  six  points 

B,  B',  P,  P',  Q,  Q',  forment  une  involution ,  et  il  en  est  de  même  des 
six  points  C,  C,  P,  F',  Q,  Q'.  Il  suit  de  là,  par  une  propriété  géné- 
rale de  l'involution,  que  j'ai  démontrée  dans  YJperçu  historique^  etc., 
p.  3 10,  que  les  six  points  A,  A',  B,  B',  C,  C   sont  en    involution. 

C,  Q.  F.  D. 

38.  Quand  plusieurs  coniques  sont  circonscrites  à  un  quadrilatère ^ 
les  polaires  d'un  point  quelconque ,  prises  dans  ces  courbes ,  passent 
par  un  même  point. 

Soit  0  un  point  quelconque  et  0'  le  point  de  concours  de  ses  po- 
laires prises  dans  les  deux  premières  courbes.  Que  la  droite  00'  ren- 
contre ces  courbes  aux  points  A,  A',  et  B,  B';  les  deux  points  0,  0' 
seront  conjugués  harmoniques  par  rapport  aux  points  A,  A',  et  par 
rapport  aux  points  B,  B'.  Ces  deux  points  sont  donc  les  points  doubles 
relatifs  à  une  involution  de  six  points  à  laquelle  appartiennent  les 
quatre  points  A,  A',  B,  B'.  Or  les  points  C,  C,  où  la  droite  00' 
rencontre  une  troisième  conique  ,  complètent  avec  ces  quatre  pre- 
miers une  involution.  Donc  les  deux  points  0,  0'  sont  conjugués 
harmoniques  par  rapport  à  ces  deux  points  C,  C  (*).  Donc  le  point  0' 


(*)  Voir,  pour  celle  propriété  des  points  doubles  dans  une  involution  ,  Y  Aperçu 
historique ,  etc.  ,  p.  3i3. 
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est  sur  la  polaire  du  poinl  0 ,  prise  dans  la  troisième  conique.  Donc 
les  polaires  du  point  0,  relatives  h  toutes  les  coniques,  passent  par  uti 
raéme  point  0'.  C.    Q.  F.  D, 

3g.  Etant  données  deux  coniques  quelconques ,  si  Von  prend  les  po- 
laires dun  même  point,  par  rapport  à  ces  courbes ,  et  que  ce  point 
se  meuve  sur  une  ligne  droite ,  le  point  d'intersection  de  ses  polaires 
engendrera  une  conique ,  qui  passera  par  les  pôles  de  la  droite ,  et 
par  les  points  de  concours  des  diagonales  et  des  côtés  opposés  du 
quadrilatère  qui  a  pour  sommets  les  quatre  points  d'intersection  des 
deux  coniques. 

En  effet,  soit  L  la  droite  sur  laquelle  se  meut  le  point  dont  on 
prend  les  polaires  dans  les  deux  coniques.  Soient  a,  b,  c ,  d  quatre 
positions  de  ce  point;  les  polaires  de  ces  quatre  points,  prises  dans  la 
première  courbe,  passeront  par  un  point  fixe  qui  sera  le  pôle  de  la  droite 
L ,  et  auront  leur  rapport  anharmonique  égal  à  celui  des  quatre  points. 
[Jperçu  historique  ,  p.  687).  Pareillement ,  les  polaires  de  ces  points , 
prises  dans  la  seconde  courbe,  passeront  par  un  point  fixe  qui  est  le 
pôle  de  la  droite  L  pris  dans  cette  courbe ,  et  auront  leur  rapport 
anharmonique  égal  à  celui  des  quatre  points,  et  égal,  par  conséquent, 
à  celui  des  quatre  premières  polaires.  Donc  ces  droites  se  coupent 
une  à  une,  respectivement,  en  quatre  points  qui  sont  sur  une  coni- 
que 2  qui  passe  par  les  deux  pôles  de  la  droite  L.  {Aperçu  histo- 
rique,  etc.,  p.  535.) 

Si  l'on  conçoit  une  troisième  conique  passant  par  les  points  d'inter- 
section des  deux  premières ,  la  polaire  du  point  mobile ,  par  rapport  à 
celte  troisième  courbe,  passera  par  le  point  d'intersection  de  ses  po- 
laires par  rapport  aux  deux  premières  (38),-  il  s'ensuit  que  la  conique 
2  passe  par  îe  pôle  de  la  droite  L  pris  dans  la  troisième  courbe. 

Si  cette  troisième  conique  est  l'ensemble  de  deux  côtés  opposés  du 
quadrilatère  qui  a  pour  sommets  les  quatre  points  d'intersection  des 
premières,  les  polaires  des  différents  points  de  la  droite  L,  prises  par 
rapport  à  ces  deux  droites  ,  passeront  par  leur  point  de  concours,  qui, 
par  conséquent ,  représente  le  pôle  de  la  droite  L.  Donc  la  conique  2 
passe  par  ce  point  de  concours.  Ainsi  le  théorème  est  démontré. 

40.  Maintenant,  la  troisième  conique  étant  quelconque,  et  le  pôle 
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de  la  droite  L  par  rapport  à  cette  courbe  étant  situé  sur  la  conique  2  , 
on  en  conclut  ce  théorème  : 

Quand  plusieurs  coniques  sont  circonscrites  à  un  même  quadrila- 
tère,  les  pôles  dune  même  droite,  pris  dans  ces  courbes,  sont  sur  wie 
conique  qui  passe  par  les  points  de  concours  des  côtés  opposés  et  des 
diagonales  du  quadrilatère. 

41.  Si  la  droite  est  à  l'infini ,  ses  pôles  seront  les  centres  des  co- 
niques ;  donc 

Quand  plusieurs  coniques  sont  circonscrites  à  un  même  qiuidrila- 
tère ,  leurs  centres  sont  sur  une  conique  qui  passe  par  les  points  de 
concours  des  côtés  opposés  et  des  diagonales  du  quadrilatère. 

42.  Dans  le  même  cas,  où  la  droite  L  est  à  l'infini,  le  théorème  ci- 
dessus  (59)  prend  cet  énoncé  : 

Étant  données  deux  coniques  quelconques ,  si  l'on  mène  dans  ces 
courbes  deux  diamètres  parallèles  entre  eux ,  mais  d'une  direction 
quelconque  ,  leurs  conjugués  se  couperont  en  un  point  qui  aura  pour 
lieu  géométrique  une  conique  passant  par  les  points  d'intersection  des 
côtés  opposés  et  des  diagonales  du  quadrilatère  qui  a  pour  sommets  les 
quatre  points  d'intersection  des  deux  courbes  ; 

Et  cette  conique  sera  le  lieu  des  centres  de  toutes  les  coniques  qu'on 
pourra  faire  passer  par  ces  quatre  points. 

45.  Ces  diverses  propriétés  des  coniques  ne  sont  pas  nouvelles; 
mais  on  les  a  démontrées  jusqu'ici  par  des  méthodes  diflérentes.  Les 
démonstrations  que  nous  venons  d'en  donner  sont  uniformes,  et  ne 
reposent  que  sur  les  propriétés  les  plus  Connues  des  sections  coniques. 

44-  Pour  appliquer  le  dernier  théorème  au  cas  où  l'une  des  co- 
niques, ou  toutes  les  deux  sont  des  paraboles,  nous  considérerons,  au 
lieu  de  deux  diamètres  parallèles  entre  eux ,  deux  tangentes  parallèles 
entre  elles  ;  et  nous  énoncerons  ainsi  le  théorème  : 

Etant  données  deux  coniques  quelconques ,  si  on  leur  mène  deux 
tangentes  parallèles ,  sous  une  direction  quelconque ,  leurs  diamètres 
aboutissants  aux  points  de  contact  se  couperont  en  un  point  qui  aura 
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pour  lieu  géométrique  une  conique  qui  passera  par  les  points  de  con- 
cours des  côtés  opposés  et  des  diagonales  du  quadrilatère  qui  a  pour 
sommets  les  quatre  points  d'intersection  des  deux  courbes  ; 

Et  cette  conique  sera  le  lieu  aussi  des  centres  de  toutes  les  coniques 
qu'on  peut  faire  passer  par  ces  quatre  points. 

45.  S'il  existe  dans  l'une  des  coniques  un  système  de  diamètres  con- 
jugues parallèles  à  deux  diamètres  conjugués  de  la  seconde  courbe, 
alors  il  est  clair  que  la  conique  en  question  est  une  hyperbole  qui  a 
ses  asymptotes  parallèles  à  ces  deux  diamètres  conjugués.  Dans  le 
cas  contraire  la  conique  sera  une  ellipse. 

§  V.    Propriétés  des  lignes  conjointes  relatives  à    une    conique  et  à 
plusieurs  cercles  concentriques. 

46.  Supposons  que  dans  le  théorème  (44)  une  des  coniques  soit  un 
cercle,  nous  aurons  ce  théorème  : 

Quand  un  cercle  est  tracé  dans  le  plan  d'une  conique  ',  si  par  son 
centre  on  mène  une  perpeiidiculaire  sur  chaque  tangente  à  cette  courbe^ 
cette  droite  rencontrera  le  diamètre  de  la  conique  aboutissant  au  point 
de  contact^  en  un  point  qui  aura  pour  lieu  géométrique  une  hyperbole 
équilatère  dont  les  asymptotes  seront  parallèles  aux  deux  axes  princi- 
paux de  la  conique  ; 

Cette  hyperbole  passera  par  le  point  d'intersection  des  lignes  con- 
jointes relatives  au  cercle  , 

Fa  elle  sera  le  lieu  des  centres  de  toutes  les  coniques  menées  par 
les  quatre  points  d'intersection  du  cercle  et  de  la  conique  proposée. 

47.  Pour  chaque  point  où  l'hyperbole  rencontre  la  conique  propo- 
sée, la  tangente  en  ce  point  est  perpendiculaire  à  la  droite  menée  de 
ce  point  au  centre  du  cercle.  Cette  droite  est  donc  la  normale  abaissée 
du  centre  du  cercle  sur  la  conique.  Donc 

L'hyperbole  passe  par  les  pieds  des  quatre  normales  qu'on  peut 
abaisser  du  centre  du  cercle  sur  la  conique  proposée. 

48.  Le  théorème  précédent  est  susceptible  de  nombreuses  consé- 
quences que  nous  allons  développer. 
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D'abord  ,  l'hyperbole  est  la  même  quelle  que  soit  la  conique  menée 

par  quatre  points  fixes  pris  sur  le  cercle,  puisqu'elle  est  le  lieu  des 

centres  de  toutes  les  coniques  qu'on  peut  faire  passer  par  ces  quatre 

points  ;  on  conclut  de  là  que  : 

Si  par  quatre  points  pris  sur  un  cercle  on  fait  passer  plusieurs  co- 
niques,  leurs  centres  et  les  pieds  des  normales  abaissées  du  centre  du 
cercle  sur  ces  courbes  seront  sur  une  même  hyperbole  équilatère  ;  et 
les  diamètres  principaux  de  chacune  des  coniques  seront  parallèles  aux 
asymptotes  de  Vhjperbole. 

49.  Ne  considérons  qu'une  conique;  l'hyperbole  est  déterminée  par 
la  condition  de  passer  par  les  pieds  des  normales  abaissées  du  centre 
du  cercle  sur  cette  courbe,  quel  que  soit  le  rayon  du  cercle;  on  a 
donc  ce  théorème  : 

Si  plusieurs  cercles  concentriques  sont  décrits  dans  le  plan  dune 
conique ,  les  lignes  conjointes  relatifs  à  chaque  cercle  auront  leurs 
points  de  concours  sur  une  hjperbole  équilatère  qui  passera  par  les 
pieds  des  normales  abaissées  du  centre  des  cercles  sur  la  conique. 

Ce  théorème  offre  une   construction  de  l'hyperbole  par  points. 

50.  Étant  donné  un  quadrilatère  quelconque  ABCD ,  on  peut 
prendre  le  point  milieu  dun  de  ses  côtés  AB  pour  le  centre  d'une  co- 
nique qui  passera  par  ses  quatre  sommets  j  car  par  trois  points  ou  peut 
mener  une  conique  qui  ait  son  centre  en  un  point  donné.  Que  ces  trois 
points  soient  les  sommets  B,  C,  D,  et  que  le  centre  de  la  conique  soit  le 
point  milieu  du  côté  AB,  elle  passera  nécessairement  par  le  quatrième 
sommet  A. 

Ce  que  nous  disons  de  deux  côtés  opposés,  s'entend  des  deux 
diagonales. 

Il  suit  de  là  que  Vhjperbole  équilntère,  dans  le  théorème  (46),  passe 
par  les  points  milieux  des  côtés  et  des  diagonales  du  quadrilatère  qui 
a  pour  sommets  les  points  d'intersection  du  cercle  et  de  la  conique. 

5c.  Dans  un  quadrilatère,  les  trois  droites  qui  joignent  les  milieux 
des  côtés  opposés  et  les  milieux  des  diagonales  passent  par  un  même 
point  où  chacune  d'elles  est  divisée  en  deux  parties  égales.  Ce  point 

52.. 
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est  donc  le  centre  d'une  conique  passant  par  les  milieux  des  quatre  cô- 
tés et  des  trois  diagonales  ;  car  par  les  milieux  de  deux  côte's  contigus 
et  d'une  diagonale ,  on  pourra  mener  une  conique  qui  ait  son  centre 
au  point  en  question  ;  et  cette  conique  passera  par  les  milieux  des  deux 
autres  côtés  et  de  la  seconde  diagonale. 

On  conclut  donc  du  théorème  (46)   et  du  précédent ,  celui-ci  : 

Quand  un  quadrilatère  est  inscrit  dans  un  cercle ,  les  points  de 
concours  de  ses  côte's  opposés  et  de  ses  diagonales  ,  les  milieux  de  ces 
six  droites  et  le  centre  du  cercle  sont  dix  points  situés  sur  une  même 
hyperbole  équilatère  qui  a  son  centre  au  centre  de  gravité  des  quatre 
sommets  du  quadrilatère  supposés  de  même  masse ,  et  ses  asjmptotes 
parallèles  aux  droites  qui  divisent  en  deux  également  l'angle  de  deux 
côtés  opposés  et  son  supplément. 

52.  On  conclut  encore  du  théorème  5o,  que  : 

Étant  donnée  une  conique ,  si  dun  point  fixe  quelconque ,  comme 
centre,  on  décrit  plusieurs  circonférences  de  cercles^  les  cordes  qu'elles 
intercepteront  dans  la  conique  auront  leurs  milieux  situés  sur  une  hy- 
perbole équilatère. 

Cette  hyperbole  passe  par  les  pieds  des  normales  à  la  conique,  menées 
par  le  centre  commun  des  cercles  (49). 

53.  On  peut  encore  dire  que 

Si  Von  a  une  conique ,  et  qu'on  prenne  ses  lignes  conjointes  relatives 
à  plusieurs  cercles  décrits  d'un  même  centre,  les  pieds  des  perpendi- 
culaires abaissées  de  ce  centre  sur  ces  lignes  seront  sur  une  hyper- 
bole équilatère  qui  passera  par  ce  point  et  par  le  centre  de  la 
conique  ; 

Et  la  droite  qui  joindra  les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  sur 
deux  lignes  conjointes  relatives  à  un  même  cercle,  passera  par  le  centre 
de  V hyperbole  (5i). 

54.  Si  le  centre  commun  des  cercles  est  pris  sur  un  des  axes  princi- 
paux de  la  conique,  deux  lignes  conjointes  de  chaque  cercle  seront 
perpendiculaires  à  cet  axe  ;  et  si  le  cercle  rencontre  la  conique  en  quatre 
points,  il  y  aura  deux  autres  systèmes  de  deux  lignes  conjointes  qui 
se  couperont  sur  ce  même  axe.  L'hyperbole  équilatère  deviendra  donc. 
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dans  ce  cas,  l'ensemble  de  deux  droites  rectangulaires,  dont  1  une  sera 
l'axe  de  la  conique,  et  l'autre  sera  le  lieu  des  perpendiculaires  abaissées 
du  centre  commun  des  cercles  sur  les  lignes  conjointes  inclinées  sur 
l'axe.  Les  milieux  de  ces  lignes  seront  les  pieds  de  ces  perpendiculaires; 
ce  qui  donne  une  nouvelle  démonstration  des  deux  théorèmes  rî5 
et  36. 

55.  Il  suit  du  théorème  5 1 ,  que  : 

Etant  donnée  une  conique,  si  dun  point  Jixe ,  comme  centre, 
avec  un  rayon  quelconque ,  on  décrit  un  cercle  qui  la  rencontre  en 
quatre  points ,  ces  quatre  points ,  supposés  de  même  masse,  auront 
leurs  centre  de  gravité  en  un  point  fixe ,  quel  que  soit  le  rayon  du 
cercle. 

56.  Que  dans  ce  théorème  et  dans  celui  de  l'article  62  ,  on  suppose 
que  la  conique  soit  l'ensemble  de  deux  droites ,  il  s'ensuivra  que  : 

Si  dans  le  plan  dun  angle  on  décrit  plusieurs  cercles  concentriques, 
dont  chacun  rencontre  les  deux  côtés  de  l'angle  en  quatre  points  : 

1°.  Ces  quatre  points  ,  supposés  de  même  masse ,  auront  pour  centre 
de  gravité  un  même  point  fixe; 

2°.  Les  droites  qui  joindront  deux  à  deux  ces  quatre  points  au- 
ront leurs  milieux  sur  une  hyperbole  équilatère  ayant  son  centre  en 
ce  point  fixe. 

Nous  verrons  plus  loin  (art.  81 J,  que  ces  droites  enveloppent  une 
courbe  du  quatrième  degré  qui  a  deux  branches  paraboliques. 

Si  le  centre  commun  des  cercles  est  pris  sur  la  droite  qui  divise 
l'angle  donné  en  deux  également,  l'hyperbole  se  réduira  à  une  ligne 
droite  (54),  et  par  conséquent,  les  cordes  interceptées  dans  les 
cercles ,  entre  les  côtés  de  l'angle ,  envelopperont  une  parabole. 

57.  Le  théorème  53  peut  être  généralisé  de  cette  manière  : 

Si  dans  une  conique  on  prend  les  lignes  conjointes  relatives  à  plu- 
sieurs cercles  décrits  d'un  même  centre ,  et  que  Ion  abaisse  de  ce  point, 
sous  un  angle  de  grandeur  donnée ,  des  obliques  sur  ces  droites  : 

\°.  Les  pieds  de  ces  obliques  seront  sur  une  hyperbole  équilatère  pas- 
sant  par  le  centre  commun  des  cercles; 
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2°.  La  droite  qui  joindra  les  pieds  des  obliques  abaissées  sur  deusc 
lignes  conjointes  relatii'es  à  un  même  cercle  passera  par  le  centre  de 
l'hyperbole. 

En  eflTel ,  chaque  oblique  est  proportiormelle  à  la  perpendiculaire 
abaissée  sur  la  même  ligne,  puisque  cette  oblique  et  cette  perpendi- 
culaire font  entre  elles  un  angle  de  grandeur  constante.  Donc  si  l'on 
fait  éprouver  à  toutes  les  obliques  un  mouvement  de  rotation  autour 
du  point  fixe ,  égala  cet  angle,  elles  viendront  se  superposer  sur  les 
perpendiculaires ,  et  leurs  extrémités  formeront  une  courbe  semblable 
à  celle  sur  laquelle  se  trouvent  les  pieds  des  perpendiculaires  ;  mais 
celle-ci  est  une  hyperbole  équilatère  :  le  lieu  des  extrémités  des  obli- 
aues  sera  donc  aussi  une  hyperbole  équilatère.  Ce  qui  démontre  la  pre- 
mière partie  du  théorème. 

La  droite  qui  joint  les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  sur  deux 
lignes  conjointes  passe  par  le  centre  de  la  première  hyperbole;  donc 
la  droite  qui  joindra  les  extrémités  des  deux  obliques  superposées  sur 
ces  perpendiculaires  passera  aussi  par  le  centre  de  la  seconde  hyper- 
bole. Ce  qui  aura  lieu  encore  quand  les  obliques  auront  repris  leur 
véritable  position. 

Ainsi  le  théorème  est  d.^monlré. 

§  VI.  Propriétés  des  lignes  conjointes  considérées  dans  un  système  de 
coniques  concentriques  et  homothétiques  ^  et  relatives  à  plusieurs 
cercles  concentriques. 

58.  Si  d'un  point  fixe  on  abaisse  des  normales  sur  une  conique  E , 
leurs  pieds  sont  sur  une  hyperbole  équilatère  qui  passe  par  le  point 
fixe  et  par  le  centre  de  la  conique,  et  dont  les  asymptotes  sont  parallèles 
aux  axes  principaux  de  cette  courbe.  On  forme  cette  hyperbole  en 
abaissant  du  point  fixe,  une  perpendiculaire  sur  chaque  tangente  à  la 
conique,  et  en  prenant  le  point  d'intersection  de  cette  perpendiculaire 
et  du  diamètre  conjugué  à  la  tangente.  Ce  point  appartient  à  l'hyper- 
bole (46  et  47)'  Cette  courbe  sera  donc  la  même  pour  une  autre 
conique  E'  concentrique  et  homothétique  h  la  proposée  E;  on  a  donc 
ce  théorème  : 
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Quand  plusieurs  coniques  sont  concentriques  et  homothéliques  . 
5/  dun  point  JLxe  quelconque  on  abaisse  sur  ces  courbes  des  nor- 
males ,  leurs  pieds  seront  sur  une  hyperbole  équilatère. 

5q.  Si  l'on  couçoit  un  cercle  décrit  du  point  fixe  comme  centre , 
ses  cordes  communes  avec  l'une  des  coniques  auront  leurs  milieux 
situe's  sur  l'hyperbole  équilatère  (52);  ces  milieux  sont  les  pieds  des 
normales  abaissées  du  centre  du  cercle  sur  ces  cordes;  donc 

Quand  plusieurs  coniques  sont  concentriques  et  homothétiques ,  ii  l'on 
décrit  un  cercle  quelconque ,  les  pieds  des  perpendiculaires  abais- 
sées de  son  centre  sur  ses  lignes  conjointes  relatives  à  ces  courber 
sei-ont  tous  sur  Vhyperbole  équilatère  lieu  des  pieds  des  normales 
abaissées  du  centre  du  cercle  sur  les  coniques. 

60.  Si  du  point  fixe ,  comme  centre,  on  décrit  plusieurs  cercles 
C ,  C, .  .  . ,  chacun  d'eux  rencontrera  l'une  quelconque  E'  des  coniques 
homotbétiques  et  concentriques,  en  quatre  points  par  lesquels  ou 
pourra  faire  passer  une  infinité  de  coniques;  toutes  ces  courbes  auront 
leurs  centres  sur  l'hyperbole  équilatère  ;  car  cette  hyperbole  est  déter- 
minée par  la  condition  de  passer  par  les  pieds  des  normales  abaissées 
du  centre  des  cercles  sur  la  conique  E'.  Conséquemment,  d'une  part, 
elle  sera  la  même  quel  que  soit  le  rayon  du  cercle  C,  et,  et  d'autre 
part,  quelle  que  soit  la  conique  E',  puisque  les  pieds  des  normales 
abaissées  sur  toutes  les  coniques  E,  E', .  , .  sont  sur  la  même  hyper- 
bole (58).  Nous  pouvons  donc  énoncer  ce  théorème  : 

Qiuind  on  a  plusieurs  coniques  E,  E  , . . . .  cofwentriques  et  ho- 
mothétiques  entre  elles  ^  et  plusieurs  cercles  décrits  et  un  même  centre 
quelconque ,  si  par  les  points  d'intersection  d'un  des  cercles  et  dune 
des  coniques  E_,  on  fait  passer  d'autres  cotiiques ,  leurs  centres  se- 
ront sur  une  même  hyperbole  équilatère  ,  quels  que  soient  ce  cercle  et 
la  conique  E, 

61.  Donc  un  point  de  cette  hyperbole  sera  le  centre  d'une  infinité 
de  coniques,  dont  chacune  passera  par  les  quatre  points  d'intersection 
d'une  des  coniques  E,  E', .  .  .  par  un  des  cercles  C,  C, . .  . .  Je  dis 
que  toutes  ces  coniques  concentriques  sont  homothétiques  entre  elles. 

En  effet,  considérons  l'une  des  coniques  E,  et  l'un  des  cercles  C  ; 
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prenons  sur  l'hyperbole  un  point  m;  ce  point  sera  le  cenlre  d'une 
conique  U  passant  par  les  quatre  points  d'intersection  de  la  conique  E 
et  du  cercle  C.  Il  faut  prouver  que  cette  conique  U  est  déterminée 
d'espèce  ,  quels  que  soient  la  conique  E  et  le  cercle  C. 

Soit  a  l'un  des  points  où  l'hyperbole  rencontre  la  conique  E;  me- 
nons en  ce  point  la  tangente  à  cette  courbe  E,  et  menons  par  le 
point  VI  une  parallèle  mb  à  cette  tangente.  Cette  parallèle  et  la  droite 
ma  seront  deux  diamètres  conjugués  de  la  conique  U  ;  car,  cette 
courbe  U,  la  conique  E  et  le  cercle  C  passant  par  quatre  mêmes  points, 
si  l'on  prend  dans  ces  trois  courbes  les  diamètres  conjugués  à  une  même 
direction  quelconque  ,  ils  concourront  en  un  même  point  de  l'hyper- 
bole (58).  Or,  si  cette  direction  est  celle  de  la  tangente  à  la  conique  E 
au  point  a,  ce  point  a  sera  le  point  de  concours  des  trois  diamètres. 
Donc,  la  droite  ma  est  le  diamètre  de  la  conique  U  conjugué  à  la 
droite  mb  menée  parallèlement  à  la  tangente  en  rt  à  la  conique  E. 

Pour  chacun  des  autres  points  d'intersection  de  la  conique  E  et  de 
l'hyperbole,  on  aura  pareillement  un  système  de  deux  diamètres  con- 
jugués delà  conique  U.  Cette  courbe  est  donc  déterminée  d'espèce: 
mais  ces  diamètres  conjugués  sont  les  mêmes,  quel  que  soit  le  cercle  ; 
donc  si  deiix  cercles  concentriques  rencontrent  une  même  conique ,  et 
si  par  les  points  dintersectioji  du  premier  cercle ,  dune  part ,  et  par 
les  points  d'intersection  du  second  cerclcj  d  autre  part  ^  on  fait  passer 
deux  coniques  qui  aient  le  même  centre ,  ces  deux  courbes  seront 
homothétiques . 

La  démonstration  que  nous  venons  de  donner  de  ce  théorème  s'ap- 
plique au  cas  où  l'on  considère  deux  coniques  homothétiques  E  ,  E', 
et  un  cercle  C;  et  l'on  en  conclut  que  si  par  les  quatre  points  d'inter- 
section de  la  première  conique  et  du  cercle,  d'une  part,  et  par  les 
quatre  points  d'intersection  de  la  seconde  conique  et  du  cercle ,  d'autre 
part,  on  fait  passer  deux  coniques  concentriques,  elles  seront  homo- 
thétiques. 

Ainsi,  en  considérant  deux  coniques  E,  E'  et  deux  cercles  C,  C , 
si  l'on  décrit  trois  coniques  qui  aient  pour  centre  commun  un  point  m 
de  l'hyperbole  équilatère,  dont  la  première  passe  par  les  points 
d'intersection  de  E  et  C ,  la  deuxième  par  les  points  d'intersection 
de  E  et  C,  et  la  troisième  par  les  points  d'iutersection  de  C  et  E' , 
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la  première  et  la  deuxième  seront  homothétiques  entre  elles  ;  la 
deuxième  et  la  troisième  seront  aussi  homothétiques  entre  elles;  donc 
la  troisième  sera  homofhe'tique  à  la  première. 

62.  On  a  donc  ce  théorème  : 

Quand  plusieurs  coniques  E ,  E', .  •  •  ^ont  concentriques  et  homo- 
thétiques entre  elles ,  et  que  plusieurs  cercles  C ,  C, .  . .  sont  décrits 
d'un  même  centre  quelconque ,  si  l'on  conçoit  l'hyperbole  équilatère 
lieu  des  pieds  des  normales  abaissées  de  ce  point  sur  les  coniques , 
chacun  des  points  de  cette  courbe  sera  le  centre  commun  d'une  infinité 
de  coniques  homothétiques  entre  elles,  dont  chacune  passera  par  les 
quatre  points  d'intersectioTi  d'une  des  coniques  E ,  E', .  .  .  par  l'un  des 
cercles  C ,  C, .  • . 

65.  Il  résulte  de  ce  théorème,  que 

Quand  deux  coniques  se  coupent  en  quatre  points  situés  sur  un 
cercle j  deux  autres  coniques^  concentriques  et  homothétiques  aux  deux 
premières j  respectivement  ^  se  couperont  en  quatre  points  situés  sur 
un  second  cercle  concentrique  au  premier. 

Soient  E,  U  les  deux  coniques  proposées,  et  C  le  cercle  sur  lequel 
elles  se  coupent;  soient  E',  U'  les  deux  coniques  qui  leur  sont  homo- 
thétiques et  concentriques,  une  à  une  respectivement;  il  faut  prouver 
qne  ces  deux  courbes  se  couperont  sur  un  cercle  concentrique  au 
cercle  C.  Or,  on  peut  considérer  le  cenlre  delà  conique  U  comme  le 
centre  d'une  seconde  conique  U"  homothétique  à  U  et  qui  passera  par 
les  points  d'intersection  de  la  conique  E'  et  d'un  cercle  quelconque  C 
concentrique  à  €(62).  Prenons  pour  ce  cercle  C  celui  qui  passe  par  un 
des  quatre  points  d'intersection  des  deux  coniques  E',  U';  la  conique  U' 
se  confondra  avec  la  conique  U' ,  puisqu'elles  seront  concentriques  et 
homothétiques,  et  qu'elles  auront  un  point  commun.  Donc ,  les  deux 
coniques  E',  U'  se  coupent  sur   un  cercle  concentrique  au  cercle  C. 

C.  Q  F.  D. 

64.  Si  l'on  suppose  que  les  deux  coniques  U,  U'  se  confondent,  on 
en  conclura  ce  théorème  : 

Quand  deux  coniques  se  rencontrent  en  quatre  points  situés  sur 
un  cercle  j  toute  conique  concentrique  et  homothétique  à  l'une  d'elles 
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rencontrera    l'autre  en  quatre  points  qui  seront  sur  un  second  cercle 
concentrique  au  premier. 

65.  L'uae  des  deux  coniques  peut  être  l'easemble  de  deux  ligues 
conjoiules;  la  conique  homothétique  sera  une  hyperbole  ayant  ces 
deux  lignes  pour  asymptotes.  Donc 

Deux  lignes  conjointes  d'une  conique  étant  prises  pour  asymptotes 
d'une  hyperbole,  les  quatre  points  d'intersection  de  la  conique  et  de 
l'hyperbole  seront  sur  un  cercle  concentrique  au  cercle  conjoint  relatif 
aux  deux  lignes  conjointes. 

66.  Concevons  un  quadrilatère  inscrit  dans  un  cercle;  on  peut  regar- 
der deux  côtés  opposés  comme  une  conique,  et  les  deux  autres  côtés 
opposés  comme  les  deux  lignes  conjointes  ;  donc  si  l'on  décrit  une 
hyperbole  qui  ait  ces  deux  côtés  pour  asymptotes,  elle  rencontrera  les 
deux  premiers  côtés  en  quatre  points  qui  seront  sur  un  cercle  concen- 
trique au  premier. 

Donc 

Etant  donnée  une  hyperbole ,  si  l'on  tire  deux  droites  qui  rencon- 
trent ses  asymptotes  en  quatre  points  situés  sur  un  cercle ,  elles 
rencontreront  l'hyperbole  en  quatre  autres  points  qui  seront  sur  un 
second  cercle  concentrique  au  premier. 

67.  Plus  généralement , 

Étant  données  deux  coniques  concentriques  et  homothétiques ,  si 
l'on  tire  deux  droites  qui  rencontrent  la  première  en  quatre  points 
situés  sur  un  cercle ,  ces  deux  droites  rencontreront  la  seconde  courbe 
en  quatre  points  qui  seront  sur  un  second  cercle  concentrique  au 
premier. 

Cela  est  évident  ;  caries  deux  droites  seront  des  lignes  conjointes 
par  rapport  à  la  seconde  conique,  comme  par  rapport  à  la  première; 
ensuite  les  milieux  des  segments  compris  sur  chaque  droite  dans  les 
deux  coniques,  se  confondront;  d'où  il  suit  que  les  cercles  auront  le 
même  centre. 
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§  VII.  Propriétés  cl'im  système  de  coniques  inscrites  dmis  un  même 
quadrilatère ,  et  au  nombre  desquelles  se  trouve  un  cercle. 

68.  jNous  avons  été  conduit  aux  théorèmes  contenus  dans  les  deux 
paragraphes  précédents  ,  par  la  considération  d'un  système  de  coniques 
circonscrites  à  un  même  quadrilatère,  et  au  nombre  desquelles  se 
trouve  un  cercle.  Si  maintenant  on  considère  un  système  de  coniques 
inscrites  dans  un  même  quadrilatère,  et  au  nombre  desquelles  se 
trouve  un  cercle ,  on  parviendra  par  une  marche  semblable  à  divers 
autres  théorèmes.  INIais  on  peut  aussi  déduire  ces  théorèmes  de  ceux 
qui  précèdent,  par  une  transformation  polaire  faite  au  moyen  d'un 
cercle  auxiliaire  concentrique  au  cercle  de  la  figure.  C'est  la  marche 
que  nous  allons  suivre ,  comme  étant  la  plus  expéditive. 

Gg.  Du  théorème  5,  on  conclut  que 

Quand  un  quadrilatère  est  circonscrit  à  un  cercle ,  les  trois  angles 
au  centre  soutendus  respectivement  par  les  deux  diagonales  et  par  la 
droite  qui  joint  les  points  de  concours  des  côtés  opposés  j  sont  divisés 
chacun  en  deux  également  par  une  même  droite. 

70.  On  voit,  soit  par  le  théorème  de  l'article  4,  soit  par  celui  de 
l'article  48,  que,  quand  plusieurs  coniques  sont  circonscrites  à  un  qua- 
drilatère, et  que  parmi  elles  se  trouve  un  cercle,  les  diamètres  prin- 
cipaux de  ces  courbes  sont  parallèles  à  deux  droites  fixes.  Faisant  la 
transformation  polaire  par  rapport  à  un  cercle  auxiliaire  concentrique 
à  celui  de  la  figure,  on  obtient  ce  théorème  : 

Quand  plusieurs  coniques  sont  inscrites  dans  un  quadrilatère,  et 
que  parmi  elles  se  trouve  un  cercle,  l'angle  formé  par  les  tangentes 
menées  du  centre  de  ce  cercle  à  l'une  quelconque  des  coniques  sera  di- 
visé en  deux  également  par  une  droite  fixe. 

Le  théorème  précédent  n'est  qu'un  corollaire  de  celui-ci,  parce  que 
chaque  diagonale  du  quadrilatère  peut  être  considérée  comme  une 
conique  inscrite  dans  le  quadrilatère. 

71.  Reprenons  le  théorème  48;  faisons  la  transformation  polaire , 

53.. 
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cop.inie  noii5  l'avons  dit;  l'hyperbole  passe  par  le  centre  du  cercle 
auxiliaire;  par  conséquent  elle  deviendra  une  parabole;  et,  ses  asymp- 
totes étant  à  ani;le  droit,  les  tangentes  menées  du  centre  du  cercle  à 
cette  parabole  seront  à  angle  droit;  de  sorte  que  sa  directrice  passera 
parce  point.  On  a  donc  ce  théorème  : 

Si  dans  un  quadrilatère  circonscrit  à  un  cercle  on  inscrit  plusieurs 
coniques,  les  polaires  du  centre  du  cercle  ,  prises  dans  ces  courbes, 
envelopperont  une  parabole  dont  la  directrice  passera  par  le  centre  du 
cercle  ;  et  si  de  ce  point  on  abaisse  des  normales  sur  les  coniques  et  que 
par  leurs  pieds  on  mène  les  tangentes  à  ces  courbes ,  toutes  ces  droites 
seront  tangentes  à  la  parabole. 

72.  Du  théorème  49  »  on  conclut  que 

Siplicsicurs  cercles  sont  décrits  d'un  même  centre  dans  le  plan  d'une 
conique,  et  qu'on  prenne  les  lignes  conjointes  relatives\à  chaque  cercle, 
et  la  polaire  de  leur  point  de  concours  par  rapport  à  la  conique,  toutes 
ces  polaires  em'clopperont  une  parabole,  dont  la  directrice  passera  par 
le  centre  commun  des  cercles ,  et  qui  sera  inscrite  dans  le  quadrilatère 
formé  par  les  tangentes  à  la  conique  menées  par  les  pieds  de  ses 
normales  abaissées  de  ce  centre. 

73.  Du  théorème  5i  ,  on  conclut  le  suivant  : 

Quand  un  quadrilatère  est  circonscrit  à  un  cercle ,  si  l'on  tire  les 
rayons  du  cercle  qui  aboutissent  aux  sommets  et  aux  points  de  con- 
cours des  côtés  opposés  et  des  diagonales ,  et  que  par  ces  sept  points 
on  mène  des  perpendiculaires  à  ces  rajons  respectivement ,  ces  perpen- 
diculaires,  la  droite  qui  joint  les  points  de  concours  des  côtés  opposés, 
et  les  deux  diagonales ,  seront  dix  droites  tangentes  à  une  même  para- 
bole dont  la  directrice  passera  par  le  centre  du  cercle. 

74.  Du  théorème  53 ,  on  conclut  le  suivant  : 

Plusieurs  cercles  concentriques  étant  situés  dans  le  plan  d'une 
conique,  si  par  le  point  de  concours  des  tangentes  communes  à  la 
conique  et  à  chaque  cercle ,  on  mène  une  droite  perpendiculaire  au 
rajon  du  cercle  qui  aboutit  à  ce  point ,  toutes  ces  droites  enveloppe- 
ront une  parabole  dont  la  directrice  passera  par  le  centre  commun 
des  cercles. 
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75.  Cette  parabole,  dont  les  théorèmes  précëdenls  apprennent  à 
construire  les  tangentes  de  différentes  manières  ,  donne  Heu  à  une  so- 
lution de  ce  problème  : 

D'un  point  donné,  abaisser  les  normales  sur  une  section  conique. 

En  effet,  la  parabole  étant  construite,  il  suffira  de  mener  les  tan- 
gentes communes  à  cette  courbe  et  à  la  conique  proposée;  leur-, 
points  de  contact  sur  cette  conique  seront  les  pieds  des  normales 
demandées. 

Nous  donnerons  dans  le  §  VIII,  (art.  86),  une  autre  solution 
de  ce  problème. 

76.  Si  la  conique  a  l'un  de  ses  axes  nul,  de  manière  qu'elle  se  ré- 
duise à  une  droite  ternjiaée  à  deux  points  fixes,  ce  théorème  pren- 
dra l'énoncé  suivant  qui  résulte  aussi ,  par  une  transform-alion  polaire, 
du  théorème  56. 

Si  l'on  a  plusieurs  cercles  concentriques ,  et  que  l'on  circonscrive  à 
chacun  d'eux  un  quadrilatère  qui  ait  pour  points  de  concours  de  ses 
cotés  opposés  deux  points  Jixes  pris  arbitrairement,  les  droites  menées 
par  les  sommets  de  ces  quadrilatères  perpendiculairement  aux  droites 
issues  du  centre  commun  des  cercles  et  qui  aboutissent  à  ces  sommets , 
envelopperont  une  parabole  dont  la  directrice  passera  par  le  centre 
des  cercles. 

77.  On  sait  que  les  perpendiculaires  abaissées  d'un  point  fixe  sur  les 
tangentes  d'une  parabole  sont  sur  une  courbe  du  troisième  degré  qui 
a  un  point  double,  ou  conjugué,  situé  au  point  fixe  \*).  Cette  courbe 


(*)  Cela  est  facile  à  déinoiitrer.  Il  suffit  de  faire  voir  qu'une  droite  quelconque 
ne  rencontrera  la  courbe  qu'eu  trois  points.  Or,  que  l'on  conçoive  un  angle  droit 
dont  le  sommet  parcourre  celte  droite  et  dont  un  côte  glisse  sur  le  point  fixe;  \c 
deuxième  côté  enveloppera  une  parabole.  Quand  le  sommet  de  l'angle  sera  situe- 
en  l'un  des  points  où  la  droite  rencontre  la  courbe  en  question,  son  deuxième 
côté  sera  tangent  à  la  parabole  proposée.  Donc  à  iliaque  point  de  rencontre 
delà  droite  avec  la  courbe  en  question  correspond  une  tangente  commune  à  deux 
paraboles.  Or,  deux  paraboles  ne  peuvent  avoir  que  trois  tangentes  communes  , 
parce  qu'elles  en  ont  une  quatrième  située  à  l'infini  ;  donc  la  droite  ne  rencontre 
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est  la  cissoïde  de  Dioclès  quand  le  point  fixe  est  le  sommet  de  la  para- 
bole; et  elle  est  une  Jocale  h  nœud  quand  le  point  fixe  est  situé  sur 
la  directrice.  Cellejbcale  a  été  ainsi  nommée  par  M.  Quetelet,  parce 
que  c'est  dans  le  cône  qu'elle  s'est  d'abord  présentée.  Elle  est  le  lieu 
des  foyers  des  sections  faites  dans  un  cône  droit  à  base  circulaire,  par 
des  plans  menés  par  une  tangente  à  ce  cercle.  Cette  courbe  jouit  de 
plusieurs  propriétés  assez  remarquables  qui  s'appliquent,  par  une  pro- 
jection, à  toutes  les  courbes  du  troisième  degré  qui  ont  un  point 
double  ou  conjugué. 

78.  D'après  cela,  on  conclut  du  théorème  71  ,  que  : 

Quand  plusieurs  coniques  sont  inscrites  dans  un  quadrilatère  .  et 
que  parmi  elles  se  trouve  un  cercle^  les  pieds  des  perpendiculaires 
abaissées  du  centre  du  cercle  sur  les  polaires  de  ce  point  prises  par 
rapport  aux  coniques ,  et  les  pieds  des  norirmles  abaissées  du  même 
point  sur  ces  courbes ,  sont  tous  situés  sur  une  focale  qui  a  son 
nœud  en  ce  point. 

Les  foyers  des  coniques,  et  les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées 
du  point  fixe  sur  les  axes  principaux  de  ces  courbes  sont  aussi  sur 
la  focale. 

Je  démontrerai  ce  théorème  ailleurs,  avec  plusieurs  autres  propriétés 
des  focales,  qui  ne  peuvent  trouver  place  ici. 

79.  Du  théorème  74 ?  on  conclut  que  : 

Plusieurs  cercles  étant  décrits  d'iai  même  centre  dans  le  plan  d'une 


la  courbe  eu  question  qu'en  trois  points  ;  donc  celte  courbe  est  du  Iroisiènie 
deyré.  Elle  a  un  point  double  au  point  fixe ,  parce  que  par  ce  point  ou  peut  mener 
deux  tangentes  à  la  parabole  proposée,  et  que  ce  point  est  lui-même  le  pied  des 
normales  abaisse'es  sur  ces  tangentes.  Quand  ces  tangentes  sont  imaginaires,  le 
point  double  se  change  en  un  point  conjugué. 

Ou  prouve  par  le  même  raisonnement  que  les  pieds  des  normales  abaissées  d'un 
point  fixe  sur  les  tangentes  d'une  ellipse  ou  d'une  hyperbole ,  sont  sur  une  courbe 
du  quatrième  degré  qui  a  un  point  double,  ou  conjugué,  situé  au  point  fixe. 

Pour  le  cercle,  cette  courbe  du  quatrième  degré  est  le  limaçon  de  Pascal,  qui 
est,  comme  on  sait,  une  épicycloïde  et,  en  même  temps,  une  conchoïde  du 
cercle. 
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conique,  les  points  de  concours  des  tangentes  communes  à  la  conique 
et  à  chaque  cercle  sont  situés  sur  une  jocale  qui  a  son  nœud  au  centre 
commun  des  cercles. 

80.  Le  théorème  76  donne  le  suivant  : 

Plusieurs  cercles  étant  décrits  d'un  même  centre,  si  ton  circons- 
crit à  chacun  d'eux  un  quadrilatère  dont  les  côtés  opposés  aient  pour 
points  de  concours  deux  points  Jîxes ,  les  sommets  de  tous  ces  quadri- 
latères seront  sur  une  focale  à  nœud  dont  le  nœud  sera  au  centre  com- 
mun des  cercles. 

81.  La  focale  étant  une  courbe  du  troisième  degré  qui  a  un  point 
double,  par  un  point  pris  au-deliors  de  celte  courbe,  on  peut  lui  me- 
ner, en  général,  et  au  plus,  quatre  tangentes.  Il  s'ensuit  que  sa  po- 
laire est  une  courbe  du  quatrième  degré  qui  a  une  tangente  double, 
c'est-à-dire  qu'une  certaine  droite  la  touche  en  deux  points.  Si  la 
transformation  polaire  est  faite  par  rapport  à  un  cercle  auxiliaire  ayant 
son  centre  au  nœud  de  la  focale  ,  la  tangente  double  de  la  courbe  du 
quatrième  degré  sera  située  à  l'infini.  Cette  courbe  aura  donc  deux 
branches  paraboliques.  On  conclut  donc  du  théorème  7g,  le  suivant  : 

Les  lignes  conjointes  d'une  conique,  relatii>es  à  plusieurs  cercles 
concentriques,  enveloppent  une  courbe  du  quatrième  degré  qui  a  une 
tangente  double  située  à  l'infini  ;  c'est-à-dire  qui  a  deux  branches  pa- 
raboliques. 

Quand  la  conique  est  l'ensemble  de  deux  droites,  on  en  conclut 
la  propriété  que  nous  avons  énoncée  précédemment  sans  démons- 
tration (art.  56), 

§VIII.  Problèmes  divers  sur  les  lignes  conjointes ,  ou  qui  s'y  rapportent. 

8a.  Problème.  Étant  données  deux  lignes  conjointes  dans  une  co- 
nique ,  on  demande  de  déterminer  le  cercle  conjoint. 

Si  les  deux  lignes  conjointes  rencontrent  la  conique,  elles  seront 
deux  cordes  de  cette  courbe;  par  les  milieux  de  ces  cordes  on  leur  mè- 
nera des  perpendiculaires  dont  le  point  de  concours  sera  le  centre  du 
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cercle  cherché.  Son  rayon  sera  la  distance  de  ce  point  à  l'une  des  ex- 
trémités des  deux  cordes. 

Si  l'une  des  deux  lignes  conjointes  ne  rencontre  pas  la  conique,  on 
considérera  que  ses  deux  points  d'intersection  avec  la  courbe ,  et 
avec  le  cercle,  sont  imaginaires,  mais  que  leur  milieu  est  toujours 
réel;  c'est  le  point  où  le  diamètre  de  la  conique ,  conjugué  à  la  direc- 
tion de  cette  droite,  la  rencontre.  Par  ce  point  on  élèvera  uue  perpen- 
diculaire sur  cette  droite;  elle  passera  par  le  centre  du  cercle  cherché, 
qui  dès-lors  sera  déterminé ,  puisque  ce  cercle  doit  passer  par  les 
deux  points  d'intersection  réels  de  l'autre  ligne  conjointe  avec  la 
conique. 

Si  aucune  des  deux  lignes  conjointes  ne  rencontre  la  conique ,  ou 
déterminera,  comme  nous  venons  de  le  dire,  les  points  milieux  de 
ces  deux  droites,  et  par  ces  points  ou  leur  mènera  des  perpendi- 
culaires dont  le  point  de  concours  sera  le  centre  du  cercle  cher- 
ché. 

Il  reste  à  déterminer  le  rayon  de  ce  cercle.  Pour  cela  nous  nous 
servirons  d'une  propriété  de  l'involution  des  six  points  que  nous 
avons  démontrée  dans  Y  Aperçu  historique ,  etc. ,  p.  Sa  i  ;  et  dont  voici 
l'énoncé  : 

(f  Qnand  six  points  A  et  A',  B  et  B',  C  et  C  situés  en  ligne 
»  droite,  forment  une  involution ,  on  a,  en  appelant  a,  Q,  y 
»  les  points  milieux  des  segments  AA',  BB',  CC,  l'équation 

aA..Cy  —  CB.ya  -f-   •)£.&.€  =  aê .Sy .ya.:i) 

Une  conique ,  un  cercle  et  leurs  deux  lignes  conjointes  sont  ren- 
contrés par  uue  transversale  quelconque  en  six  points  qui  sont  en  in- 
volution. Supposons  donc  que  dans  cette  équation  les  points  A,  A', 
appartiennent  à  la  conique,  les  points  B,  B'  aux  deux  lignes  conjointes, 
et  les  points  C ,  C  au  cercle  cherché  ;  les  points  a  ,  ê  seront  connus  ; 
le  point  y  le  sera  aussi  ,  parce  que  ce  sera  le  pied  de  la  perpendicu- 
laire abaissée  du  centre  du  cercle  sur  la  transversale;  l'équation  fera 
donc  connaître  immédiatement  le  segment  ^C  et  par  suite  le  point  C 
qui  appartient  au  cercle.  Si  l'on  mène  la  transversale  par  le  centre  du 
cercle,  ^C  sera  son  rayon. 
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Supposons  que  les  deux  lignes  conjointes  se  confondent  en  une 
seule,  qui  sera  perpendiculaire  à  l'un  des  axes  principaux  de  la  co- 
nique. Si  cette  droite  rencontre  la  conique,  la  construction  du  cercle 
conjoint  n'offre  point  de  difliculté.  Si  la  droite  ne  rencontre  pas  la 
conique,  on  déterminera  le  centre  du  cercle  de  cette  manière  :  on  pren- 
dra le  pôle  de  la  droite  par  rapport  à  la  courbe ,  et  le  point  conjugué 
harmonique  de  ce  pôle  par  rapport  aux  deux  foyers  situés  sur  l'axe 
principal;  ce  point  sera  le  centre  du  cercle.  Cette  construction  résulte 
de  ce  qui  a  été  démontré  (52).  Quant  au  rayon  du  cercle  ,  on  le  déter- 
minera par  la  relation  d'involution  ci-dessus,  qui  se  simplifie,  parce 
que  le  segment  ëB  est  égal  à  zéro. 

Ainsi  le  problème  est  résolu  dans  tous  les  cas  qu'il  peut  pré- 
senter. 

85.  Problème.  Etant  donnés  une  conique  et  un  cercle ,  on  demande 
de  déterminer  leurs  lignes  conjointes. 

Ce  problème  est  l'inverse  du  précédent,  dont  cependant  il  diffère 
essentiellement  par  sa  nature;  car  le  premier  n'admettait  qu'une  so- 
lution ,  et  devait  se  résoudre  sans  diiliculté  par  les  seuls  principes  de  la 
Géométrie  élémentaire,  c'est-à-dire  avec  la  ligne  droite  et  le  cercle.  La 
nouvelle  question,  au  contraire,  admet  trois  solutions,  puisqu'il  y  a  en 
général  trois  systèmes  de  deux  lignes  conjointes;  par  conséquent  elle 
exige  la  construction  de  sections  coniques  ou  d'autres  courbes  d'un 
ordre  supérieur,  et  elle  n'est  pas  sans  quelque  difficulté. 

Si  le  cercle  rencontre  la  conique  en  quatre  points,  les  trois  systèmes 
de  deux  lignes  conjointes  seront  déterminés  par  cela  même.  Si  le 
cercle  rencontre  la  conique  en  deux  points  seulement,  la  droite  qui 
joindra  ces  deux  points  sera  l'une  des  lignes  conjointes  cherchées;  on 
déterminera  l'autre  par  cette  proposition,  qu'une  transversale  quel- 
conque rencontre  la  conique,  le  cercle  et  les  deux  lignes  conjointes, 
en  six  points  qui  forment  une  involution. 

Enfin,  supposons  que  le  cercle  ne  rencontre  pas  la  conique,  ce  qui 
est  le  cas  qui  offre  quelque  difficulté  et  qui  exige  l'emploi  des  sections 
coniques. 

Nous  déterminerons  d'abord  le  point  de  concours  des  deux  lignes 
conjointes. 

TomellI.  — AoDi  i838.  54 
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Pour  cela,  il  suffit  de  rappeler  le  théorème  Sg  d'après  lequel,  si 
l'on  tire  arbitrairement  une  transversale,  et  qu'on  prenne  les  polaires 
de  chacun  de  ses  points,  par  rapport  à  la  conique  et  au  cercle,  ces 
polaires  se  couperont  en  un  point  dont  le  lieu  sera  une  conique  qui 
passera  par  le  point  de  concours  des  deux  lignes  conjointes. 

On  décrira  ainsi  deux  coniques,  qui  feront  connaître  ce  point  de 
concours. 

Les  deux  coniques  se  couperont  en  quatre  points  dont  l'un  sera 
étranger  à  la  question  ;  ce  sera  le  point  d'intersection  des  polaires  du 
point  où  les  deux  transversales  qui  ont  servi  pour  décrire  les  deux 
coniques ,  se  rencontrent.  Les  trois  autres  points  d'intersection  des 
deux  coniques  appartiendront  aux  trois  systèmes  de  deux  lignes  con- 
jointes. Dans  deux  de  ces  systèmes  les  lignes  conjointes  seront  imagi- 
naires, mais  leur  point  de  concours  néanmoins  sera  réel.  De  sorte  que 
les  trois  points  d'intersection  des  deux  coniques  seront  réels.  Nous  ne 
savons  pas  encore  quel  est  celui  de  ces  trois  points  qui  appartient  aux 
deux  lignes  conjointes  réelles. 

Prenons  pour  l'une  des  deux  coniques,  l'hyperbole  équilalère  qui 
répond  au  cas  où  la  transversale  est  située  à  l'infini.  Nous  avons  vu 
que  cette  hyperbole  passe  par  les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées 
du  centre  du  cercle  sur  les  deux  lignes  conjointes  (55).  Il  faudra  donc 
mener  une  droite,  de  ce  centre  à  chacun  des  trois  points  trouvés,  et 
décrire  sur  celte  droite,  comme  diamètre,  une  circonférence  de  cercle, 
réelle  de  ces  trois  circonférences  qui  rencontrera  l'hyperbole  en  deux 
points,  autres  que  les  extrémités  de  son  diamètre ,  déterminera  les  deux 
lignes  conjointes  cherchées  ;  car  elles  passeront  par  ces  deux  points. 

Ainsi  le  problème  est  résolu. 

84.  Nous  avons  vu  qu'un  cercle  peut  se  réduire  à  un  point  et  même 
devenir  imaginaire,  et  que,  dans  l'un  et  l'autre  cas,  il  y  a  toujours 
deux  lignes  conjointes  (26  et  27).  La  solution  que  nous  venons  de 
donner  pour  dé'^rminer  ces  lignes  s'applique  d'elle-même  à  ces  deux 
cas.  11  nous  faut  seulement  dire  ce  que  devient  alors  la  polaire  d'un 
point.  Qnand  le  cercle  a  son  rayon  nul,  et  se  réduit  à  un  point  0, 
la  polaire  d'un  point  quelconque  m  passe  par  ce  point  0  et  est  perpen- 
diculaire à  la  droite  menée  du  point  m  à  ce  point  0.  Quand  le  cercle 
est  imaginaire,  le  carré  de  son  rayon  est  négatif  et  a  une  valeur  don- 
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née.  La  polaire  d'un  point  m  est  toujours  perpendiculaire  à  la  droite 
menée  de  ce  point  au  centre  du  cercle,  et  la  rencontre  en  un  point  m', 
tel  que  le  produit  Oin.Oin'  est  égal  au  carré  du  rayon.  Ce  produit  est 
donc  négatif;  ce  qui  indique  que  le  point  m',  au  lieu  d'être  situé  sur 
la  droite  Om,  comme  dans  le  cas  d'un  cercle  réel,  est  situé  sur  le  pro- 
loni,'ement  de  cette  droite  au-delà  du  point  0. 

Ainsi  il  sera  facile  de  déterminer  la  polaire  d'un  point  quelconque , 
et  par  conséquent  de  décrire  deux  coniques  qui  passeront  par  les 
points  de  concours  des  lignes  conjointes.  L'une  de  ces  coniques  sera 
l'hyperbole  équilatère ,  et  l'on  achèvera  la  solution  comme  dans  le 
cas  d'un  cercle  réel. 

85.  Celte  construction  des  points  de  concours  des  lignes  conjointes 
d'une  conique  relative  à  un  cercle  imaginaire,  s'applique  naturelle- 
ment à  un  autre  problème  qui,  au  premier  abord,  peut  paraître  très 
différent  de  celui  que  nous  venons  de  résoudre  ,  mais  qui  s'y  ramène 
aisément.  Ce  problème  est  celui-ci  : 

Probième.  Étant  donné  un  cône  du  second  degré',  dont  on  connaît 
la  base  et  le  sommet;  on  demande  de  déterminer  ses  axes  prin- 
cipaux. 

Les  trois  axes  principaux  du  cône  forment  un  système  de  trois  axes 
conjugués;  et  un  tel  système  jouit  de  cette  propriété  que  les  points 
où  les  trois  axes  rencontrent  la  base  du  cône  sont  tels  que  chacun  d'eux 
a  pour  polaire  la  droite  qui  joint  les  deux  autres.  Ce  qui  caractérise 
les  trois  axes  principaux ,  c'est  que  chacun  d'eux  est  perpendiculaire 
au  plan  des  deux  autres.  Il  faut  donc  trouver  dans  le  plan  de  la  co- 
nique qui  sert  de  base  au  cône  un  système  de  trois  points  dont  cha- 
cun soit  le  pôle  de  la  droite  qui  joint  les  deux  autres,  par  rapport  à 
cette  conique,  et  qui  soient  tels  que  la  droite  menée  du  sommet  du 
cône  à  chacun  de  ces  points  soit  perpendiculaire  au  plan  mené  par  sa 
polaire. 

Du  sommet  S  du  cône  abaissons  la  perpendiculaire  sur  le  plan  de 
sa  base;  soit  O  son  pied,  et  supposons  que  ce  point  soit  le  centre  d'un 
cercle  imaginaire  dont  le  carré  du  rayon  soit  égal,  avec  le  signe  moins, 
au  carré  de  la  perpendiculaire.  Si  l'on  prend  la  polaire  d'un  point 
quelconque  m  par  rapport  à  ce  cercle ,  elle  rencontrera  le  prolonge- 

54. 
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ment  de  la  droite  mO  en  un  point  m',  tel  qu'on  aura  Om.Oin'  =  OS  : 
ce  qui  prouve  que  le  tiiangle  mSm'  est  rectangle  en  S.  De  sorte  que  la 
droite  Oui  est  perpendiculaire  au  plan  mené  par  le  sommet  du  cône 
et  par  la  polaire  du  point  m  prise  par  rapport  au  cercle  imaginaire. 
On   conclut  de  là  ce  lliéorème  : 

Si  autour  d'un  point  Jixe  de  l'espace,  comme  sommet ,  on  fait  tour- 
ner un  angle  trièdre  trirectangle ,  ses  arêtes  rencontreront  un  plafi 
Jixe  en  twis  points  dont  chacun  sera  le  pôle  de  la  droite  qui  joint  les 
deux  autres,  par  rapport  à  un  certain  cercle  imaginaire. 

Le  centre  de  ce  cercle  sera  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du 
point  fixe  sur  le  plan,  et  le  carré  de  son  rayon  sera  égal  au  carré  de 
cette  perpendiculaire  pris  avec  le  signe  moins. 

D'après  cela ,  la  solution  du  problème  proposé  se  réduii  a  à  la  re- 
chercbe  des  points  de  concours  des  lignes  conjointes  relatives  à  ce 
cercle  imaginaire  et  à  la  conique  qui  est  la  base  du  cône  ;  et  nous  avons 
appris  dans  la  question  précédente  à  construire  ces  points  de  con- 
cours par  les  intersections  de  deux  coniques  dont  une  peut  être  une 
hyperbole  équilatère. 

Ainsi  le  problème  est  résolu. 

J'ai  déjà  donné  deux  solutions  générales  de  ce  problème,  très  difle- 
rentes  de  celle  qui  précède.  (Voir  Aperçu  historique ,  etc. ,  page  82.) 
J'aurai  encore  occasion  ailleurs  d'en  donner  d'autres. 

86.  Problème.  Uji  point  étant  pris  arbitrairement  dans  le  plan  d'une 
conique,  on  demande  de  mener  les  normales  à  cette  courbe,  qui  passent 
par  ce  point. 

Nous  avons  déjà  résolu  ce  problème  d'une  manière  générale,  au 
moyen  d'une  parabole  (yS)  ;  mais  dans  la  pratique  on  se  servira  de 
l'hyperbole  équilatère  dont  nous  avons  douné  plusieurs  coustructions 
dilTéreiites  (46,  49  et  Saj,  et  dont  les  points  d'intersection  avec  la  co- 
nique proposée  sont  les  pieds  des  normales  cherchées. 

Le  problème  admet ,  en  général,  quatre  solutions.  Deux  pourront 
être  imaginaires;  mais  les  deux  autres  seront  toujours  réelles.  Car  si  la 
conique  proposée  est  une  ellipse,  comme  l'hyperbole  passe  par  soo 
centre,  elle  rencontrera  nécessairement  l'ellipse,  au  moins  en  deux 
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points  ;  et  si  la  conique  est  une  hyperbole,  comme  les  asymptotes  de 
l'hyperbole  équilatère  sont  parallèles  aux  axes  principaux  de  cette  hy- 
perbole, celle-ci  rencontrera  l'une  au  moins  de  ces  asymptotes,  celle 
qui  est  parallèle  à  son  axe  transverse,  et  par  conséquent  elle  ren- 
contrera la  branche  de  l'hyperbole  équilatère,  correspondante  à  cette 
asymptote. 

Si  la  conique  proposée  est  une  parabole  ,  l'un  de  ses  points  d'inter- 
section avec  l'hyperbole  équilatère  sera  situé  à  l'infini,  puisqu'une 
asymptote  de  l'hyperbole  est  parallèle  à  l'axe  de  la  parabole  (46)-  Dans 
ce  cas  le  problèniv';  n'admet  plus  que  trois  solutions  dont  deux  peuvent 
être  imaginaires. 

C'est  cette  hyperbole  équilatère  dont  Apollonius  s'est  servi  pour 
résoudre  le  même  problème  dans  les  propositions  58, . .  .  63  du  cin- 
quième livre  de  ses  Coniques^  qui  traite,  comme  on  sait,  des  maxima 
et  minima  ,  spéculations  difficiles  pour  le  temps  et  qui  étaient  entière- 
ment dues  au  génie  d'Apollonius.  Viviani ,  qui,  avant  qu'on  eût  re- 
trouvé ce  cinquième  livre,  l'avait  rétabli  sur  les  faibles  indications 
laissées  par  Pappus  dans  le  septième  livre  de  ses  Collections  mathé- 
matiques, a  aussi  traité  le  problème  en  question,  et  s'est  servi  de  la 
même  hyperbole  équilatère  pour  le  résoudre.  (Voir  De  maximis  et 
minimis  Geometrica  divinatio  in  quintum  Conicorum  Apollonii  adhuc 
desideratum ,'\n-io\. ,  Florentise,  i65g;  propositions  20,  22  et  23 
du  second  livre)  (*). 


(*)  Dans  le  cas  particulier  de  la  parabole ,  Viviani  démontre  ce  théorème  : 
Quand  plusieurs  paraboles  ont  le  même  sommet  et  le  même  axe,  les  pieds  des  per- 
pendiculaires abaissées  sur  ces  courbes  d'un  point  de  leur  axe ,  sont  sur  une  el- 
lipse. (Liv.  II,  propos.  21.)  Celte  propriété  des  paraboles  a  encore  lieu  quand  le 
point  par  lequel  on  leur  mène  des  normales  est  pris  en  dehors  de  leur  axe.  Cette 
remarque  est  due  à  Sluze.  (/^oirchap.  VI  de  ses  Miscellanea ,  iu-4°,  1668.)  L'el- 
lipse, lieu  des  pieds  des  normales  aux  paraboles,  passe  par  le  sommet  de  ces 
courbes  et  a  l'un  de  ses  axes  principaux  perpendiculaire  à  leur  axe  commun.  Il 
suit  de  là,  par  notre  proposition  (16) ,  que  les  pieds  des  trois  normales  abaissées 
d'un  même  point  sur  une  parabole,  et  le  sommet  de  cette  courbe,  sont  quatre  points 
situés  sur  un  même  cercle.  Sluze  a  déterminé  par  l'analyse  l'équation  de  ce 
cercle. 

Ce  jjéomètre  fut  l'un  des  premiers  et  des  plus  célèbres  promoteurs  de   Vanaljse 
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Pour  construire  l'hyperboie,  Apollonius  et  Viviani  de'terminent  ses 
asymptotes;  ce  qui  suffit,  puisqu'elle  doit  passer  par  le  point  par  le- 
quel on  veut  mener  les  normales  à  la  conique  proposée. 

Cette  solution  a  été  reproduite  par  de  la  Hire ,  dans  son  grand 
Traité  des  Coniques  (livre  7,  propositions  18,. ,  .23),  et  ensuite  par 
plusieurs  autres  auteurs.  Notre  construction  de  l'hyperbole  par  points, 
qui  résulte  du  théorème  52  ,  offre  une  solution  plus  facile  et  plus 
expéditive  que  celle-là.  Du  point  donné,  comme  centre,  on  décrira 
plusieurs  cercles,  et  l'on  prendra  les  milieux  des  cordes  qu'ils  souten- 
dront  dans  la  conique;  ces  points  appartiendront  à  1  hyperbole. 

Si  l'on  voulait  déterminer  directement  et  à  priori  le  centre  de  l'hy- 
perbole, on  le  ferait  par  la  seconde  partie  du  théorème  55. 

87.  Celte  solution  s'applique  au  problème  suivant,  qui  est  plus 
général,  et  qu'on  aurait  pu  regarder  comme  plus  difficile  : 

Problème.  D'un  point  donné ,  on  demande  d'abaisser  sur  une  co- 
nique des  obliques  dont  chacune  fasse  avec  la  courbe ,  au  point  d'inci- 
dence ,  un  angle  de  grandeur  donnée. 

Du  point  donné,  comme  centre,  on  décrira  des  cercles,  et  l'on 
abaissera  sur  les  cordes  qu'ils  intercepteront  dans  la  conique ,  des 
obliques  faisant  avec  elles  des  angles  égaux  à  l'angle  donné.  Les  pieds 
de  ces  obliques  seront  sur  une  hyperbole  équilatère,  dont  les  points 
d'intersection  avec  la  conique  seront  les  pieds  des  obliques  demandées. 
Cela  résulte  du  théorème  07. 

88.  On  peut  encore  construire  l'hyperbole  de  cette  manière ,  qui 
correspond  au  théorème  46- 

Du  point  donné ,  on  abaissera  sur  chaque  tangente  à  la  conique  une 
oblique  faisant  avec  elle,  dans  un  sens  déterminé,  l'angle  donné.  Celte 
oblique  rencontrera  en  un  point  le  diamètre  de  la  conique  qui  aboutit 
au  point  de  contact  de  la  tangente;  ce  point  se  trouvera  sur  rhyjïer- 
bole  équilatère  en  question  ,  dont  les  points  d'intersection  avec  la  co- 
nique seront  les  pieds  des  obliques  cherchées. 


appliquée  à  la  Géométrie  que  venait  de  cre'er  Descartes.  Il  excellait  aussi  dans 
celte  autre  partie  de  la  Géome'trie  ,  cullive'e  dans  le  même  temps  par  Pascal  à  b 
manière  des  Anciens,  et  qui  traite  des  dimensions  des  Bgures. 
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En  eflet ,  supposons  que  la  conique  proposée  ait  un  centre ,  il  faudra 
abaisser  du  point  donne  une  oblique  sur  chaque  diamètre  D  de  cette 
courbe  et  prendre  le  point  de  rencontre  de  cette  oblique  avec  le  dia- 
mètre conjugué  A.  Les  obliques  abaissées  sur  deux  diamètres  D,  D' 
font  avec  eux,  respectivement,  des  angles  égaux  à  l'augle  donné;  con- 
séquemment  elles  font  entre  elles  un  angle  égal  à  celui  des  deux 
diamètres.  Donc  le  rapport  anharmonique  de  quatre  obliques  est  égal 
à  celui  des  quatre  diamètres  correspondants  D  ,  D',  etc.  ;  or  celui-ci  est 
égal  à  celui  des  quatre  diamètres  A,  A',  etc. ,  conjugués  à  ceux-là  ; 
donc  le  rapport  anharmonique  des  quatre  obliques  est  égal  à  celui  des 
quatre  diamètres  A ,  A',  etc.  ;  donc  ces  obliques  rencontrent  ces  dia- 
mètres respectivement,  en  quatre  points  situés  sur  une  conique  qui 
passe  par  le  point  de  concours  de  ces  diamètres  et  par  celui  des 
obliques  (Jperçu  historique j,  etc.,  p.  535).  On  reconnaît  aisément 
que  cette  conique  passera  par  les  pieds  des  obliques  abaissées  sur  la 
conique  proposée.  Ce  qui  démontre  la  proposition. 

§  IX.  Sur  les  cônes  conjoints  dans  les  surfaces  du  second  degré. 

89.  Aux  lignes  conjointes  dans  les  coniques  ,  correspondent  dans  la 
Géométrie  à  trois  dimensions ,  les  cônes  qui  passent  par  la  courbe  à 
double  courbure  provenant  de  l'intersection  d'une  surface  du  second 
degré  par  une  sphère.  La  considération  de  ces  cônes  peut  donner  lieu 
à  de  nombreux  théorèmes  analogues  à  ceux  qui  se  présentent  dans  la 
théorie  des  lignes  conjointes. 

Pour  abréviation,  on  peut  appeler  ces  cônes,  cônes  conjoints  rela- 
tifs aux  sphères  auxquelles  ils  correspondent. 

M.  Terquera  ,  dans  son  intéressant  article  sur  les  lignes  conjointes 
des  coniques  ,  avait  annoncé  que  les  mêmes  considérations  avaient  lieu 
dans  les  surfaces  du  second  degré.  En  effet,  ce  savant  géomètre,  dans 
un  des  derniers  numéros  de  ce  Journal  (tome  III,  p.  100),  a  fait 
connaître  déjà  quelques  résultats  curieux  de  cette  théorie  qui  l'a  con- 
duit particulièrement  à  une  construction  élégante  des  deux  centres  de 
courbure  d'une  surface  du  second  degré  ,  en  chacun  de  ses  points. 
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M.  Terquem  définit  les  cônes  en  question  par  cette  condition  que  : 
le  produit  des  segments  compris  sur  chaque  arête  d'un  cône ,  entre  la 
surface  du  second  degré  et  le  sommet  du  cône ,  doit  être  constant.  En 
effet  le  cône  déterminé  par  cette  condition  rencontre  la  surface  du 
second  degré  suivant  une  courbe  à  double  courbure  par  laquelle  on 
peut   faire  passer  une  splière. 

Je  me  propose  de  traiter,  dans  un  autre  écrit,  des  propriétés  gé- 
nérales de  ces  cônes.  Je  vais  me  borner  ici  à  en  énoncer  quelques-  unes 
qui  feront  voir  que  la  matière  est  féconde,  et  qui  pourront  engager 
quelques  lecteurs  à  s'en  occuper. 

go.  Un  cône  conjoint  relatif  à  une  surface  du  second  degré'  quel- 
conque ,  a  toujours  ses  axes  principaux  parallèles  à  ceux  de  la  sur- 
face ,  et  les  plans  de  ses  sections  circulaires  parallèles  aussi  à  ceux  de 
la  surjace. 

Cette  propriété  admet  un  grand  nombre  de  corollaires  ;  car  elle  fait 
voir  qu'une  série  de  cônes  conjoints  qui  ont  un  sommet  commun 
jouissent  de  toutes  les  propriétés  que  nous  avons  trouvées  relative- 
ment aux  plans  cycliques  des  cônes  du  second  degré  (*).  Nous  ne  les 
rapporterons  pas  ici;  nous  nous  bornerons  à  énoncer  seulement  le 
théorème  suivant,  qui  peut  servir  comme  moyeu  de  description  des 
cônes  conjoints  : 

La  somme  des  angles  que  chaque  plan  tangent  à  un  même  cône 
conjoint ,  fait  avec  les  plans  des  sections  circulaires  de  la  surface 
du  second  degré ,  est  constante. 

91.  Chacun  de  ces  plans  tangents  coupe  la  surface  suivant  une 
conique  dont  un  des  axes  principaux  est  parallèle  à  l'arête  de  contact 
de  ce  plan  tangent. 

Il  suit  de  là  que  le  plan  tangent  commun  à  deux  cônes  conjoints  qui 
ont  le  même  sommet,  les  touche  suivant  deux  arêtes  qui  font  entre 
elles  un  angle  droit. 


(•)  Voir  Mémoire  de  Géométrie  sur  les  propriétés  générales  des  cônes  du  second 
degré,  iu-4°,  Bachelier.  —  Mémoires  de  l'académie  de  Bruxelles,  t.  VI. 
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92.  Deux  cônes  conjoints  quelconques  ont  leui'  courbe  d'intersec- 
tion située  sur  une  sphère  qui  passe  par  le  cercle  d'intersection  des 
deux  sphères  relatives  à  ces  cônes. 

95.  II  y  a,  en  général,  quatre  cônes  conjoints  répondant  à  une 
même  sphère;  il  ne  peut  y  en  avoir  plus  de  quatre  j  mais  ils  peuvent 
être  imaginaires. 

94.  Les  sommets  de  ces  quatre  cônes,  le  centre  de  la  sphère  et  le 
centre  de  la  surface  du  second  degré  sont  six  points  qui  suffisent  pour 
déterminer  une  courbe  à  double  courbure  du  troisième  ordre ,  c'est-à- 
dire  qui  n'est  rencontrée  par  un  plan  transversal  quelconque  qu'en 
trois  points. 

95.  Cette  courbe  rencontre  la  surface  du  second  degré  en  six  points 
qui  sont  les  pieds  des  normales  abaissées  du  centre  de  la  sphère  sur 
cette  surface. 

96.  Il  suit  de  là  que  ,  d'un  point  de  l'espace  on  ne  peut  abaisser  que 
six  normales  sur  une  surface  du  second  degré  ;  et  que  ces  six  droites 
sont  les  arêtes  d'un  même  cône  du  second  degré. 

97.  Les  droites  menées  par  le  point  fixe  parallèlement  aux  axes 
principaux  de  la  surface;  la  droite  qui  aboutit  au  centre  de  cette  sur- 
face, et  les  trois  axes  principaux  du  cône  qui  lui  est  circonscrit  et  qui 
a  pour  sommet  le  point  fixe,  sont  sept  autres  génératrices  du  même 
cône  du  second  degré. 

98.  Ce  cône  passe  par  les  sommets  de»  cônes  conjoints  i-elatifs  à  la 
surface  du  second  degré  et  à  une  sphère  d'un  rayon  quelconque,  et 
ayant  pour  centre  le  point  d'où  l'on  a  abaissé  les  normales. 

9g.  Quand  plusieurs  surfaces  du  second  degré  sont  homolhétiques 
et  concentriques ,  si  par  un  point  fixe  quelconque  on  leur  mène  des 
normales  ,  toutes  ces  droites  formeront  un  cône  du  second  degré,  et 
leurs  pieds  sur  les  surfaces  seront  sur  une  courbe  à  double  courbure 
du  troisième  ordre. 

Les  axes  principaux  des  cônes  circonscrits  aux  surfaces  et  ayant  pour 
sommet  commun  le  point  fixe,  seront  des  arêtes  du  même  cône  du 
second  degré. 

Tome  III.  —  AocT  i838.  55 
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loo.  Quand  plusieui's  surfaces  du  second  degré  sont  concen- 
triques, si  des  différents  points  d'une  ligne  droite  prise  ai'bitraire- 
raent  dans  l'espace,  on  abaisse  des  normales  sur  ces  surfaces,  leurs 
pieds  seront  sur  une  hyperboloïde  à  une  nappe. 

lor.  Quand  par  la  courbe  d'intersection  d'une  surface  du  second 
degré  et  d'une  sphère  on  fait  passer  une  infinité  d'autres  surfaces  du 
second  degré,  les  normales  abaissées  du  centre  de  la  sphère  sur  ces  sur- 
faces ,  formeront  un  cône  du  second  degré ,  et  leurs  pieds  sur  les  sur- 
faces seront  sur  une  courbe  à  double  courbure  du  troisième  ordre; 

Cette  courbe  sera  aussi  le  lieu  des  centres  de  toutes  les  surfaces. 
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JSote  sur  l intégration  dune  équation  aux  différentielles 
partielles  qui  se  présente  dans  la  théorie  du  son  ; 

Par  J.  LIOU ville  (*). 


Dans  les  nouveaux  Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences  (année  1 8 1 8), 
M.  Poisson  a  donné  l'intégrale  de  l'équation 

<f'A         ,  /d'x        d  X       d'x\ 
^"^  d?  =  "  (^  +  -^^  +  dl} 

Eu  désignant  par   F(x,  j,   z) ,  a*'^(a:,  f,  z)  les  valeurs  de  A  et 

d\  ^  -1       X  ' 

^  pour  f=o,  11  a  trouve 

{b]     X=î  y—  f      I       -^{x-^-at  cos%  y-\-at  s\a  0  s\a«,  z-\-at  siu  0  cos  i>)l  s'iiiO  dodu 

F(x-f-a<  cosO,jr-\.at sin  5  sin a, z-{-at  siu 5  cos  «}(  sin 0  dida. 


_i_  d  p"  r"^ 

4?r'  dlj  oJ  0 


Les  deux  méthodes  qui  le  conduisent  à  ce  résultat  sont  assez  simples, 
surtout  la  seconde;  d'ailleurs,  il  montre  que  l'on  peut  aisément  en 
vérifier  à  posteriori  l'exactitude. 

Mais,  dans  un  autre  Mémoire  sur  la  propagation  du  mouvement 
dans  les  milieux  élastiques  (**},  l'illustre  géomètre  considère,  au  lieu 
de  l'équation  [a),  l'équation  suivante  : 


(0 


d'<p 


i'<p  rJ'9      d'o      d'-a  ...  ,n 

5r  =  ''=U'  +  ^-  +  i  +  ^^^'-^'^U' 


(*}  Cette  Note  a  déjà  paru  dans  le   Compte    rendu  des   séances  de  l Académie 
des  Sciences  (séance  du  aS  juillet  i838). 

(**)  Nouveaux  Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences,  loiue  X. 
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à  laquelle  on  doit  joindre  les  conditions  définies  que  voici  : 

?>  =  o,  —■=h{x,j,z)  pour  t  =  o, 

4('^5  7'5  *)?  ^  {^  )Jf  2)  étant  deux  fonctions  connues  de  x ,  j,  z.  Et 
le  procédé  qu'il  emploie  poiu'  ramener  l'intégration  de  l'équation  (<?)  à 
celle  de  l'équation  rt,  ou  plutôt  pour  simplifier  l'intégrale  de  l'équa- 
tion (c),  exige  d'assez  longs  calculs.  Or,  on  peut  éviter  ces  calculs  en 
adoptant  la  marche  que  je  vais  indiquer. 

Je  difTérencie  l'équation  (c)  par  rapport  à  ^,  et  je  pose  —  =:  A;  je 

trouve  ainsi  que  A  doit  satisfaire  précisément  à  l'équation  (a);  de  plus 
pour  <  =  o ,  il  vient 

>  =  J  =  F(^,  r,^), 

puis 

dx  d'(p  rd'o  d'ip     ,     d'tp     .      .,  ~\ 

ou  simplement 

puisque  (p  s'évanouit  en  même  temps  que  t.  La  valeur  de  A  ou  -j^ 

est  donc  celle  écrite  ci-dessus  et  fournie  par  la  formule  {b)  ;  pour  en 
déduire  (p  il  suffit  d'intégrer  à  partir  de  <  =  o ,  ce  qui  donne 

(p  =z  y—  I      I      ¥  (x-\-atcosO,  j- -\- atsïaO  slna,  z-\-at  s'inS  cosa)i  iinS  di  det 

i\7tj    ojo 

+j— I       I     f      xK-r-f  ç  cosfi,  jr-f-ç  sine  sins/,z-|-ç  sinS  cosâ))çsin(/ <fçrfS  rfa. 

C'est  la  formule  de  M.  Poisson ,  telle  qu'on  la  lit  au  n°  5  de  son 
Mémoire. 
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Calcul  des  effets  de  la  Machme  h  élever  de  l'eau,  au  moyen 
des  oscillations ,  de  l'invention  de  M.  de  Caltgny; 

Par  g.   CORîOUS(*). 


Voici  sommairement  en  quoi  consiste  la  machine  de  M.  de  Caligny: 

L'eau  d'une  source  ou  réservoir  en  A  communique  avec  un  tuyau 
CE  et  se  trouve  d'abord  arrêtée  en  E  par  un  clapet  fermé.  On  ouvre  ce 
clapet  et  l'eau  monte  de  E  en  F.   Arrivé  à  ce  dernier  point ,  à   une 


(*)  Le  Mémoire  de  M.  de  Caligny  a  été  i'objel  d'un  rapport  de  M.  Coriolis  que 
l'on  trouvera  dans  le  Compte  rendu  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences 
(20  août  i838).  L'auteur  lui-même  s'était  occupé  du  calcul  des  effets  que  sa  machine 
peut  produire.  A  l'aide  de  considérations  purement  géométriques  ,  il  a  obtenu  des 
résultats  semblables  à  ceux  que  M.  Coriolis  déduit  aujourd'hui  de  l'analyse.  La  * 
Note  que  M.  de  Caligny  nous  a  remise  et  que  nous  imprimons  dans  ce  cahier  fera 
suffisamment  connaître  l'esprit  de  la  méthode  qu'il  a  suivie  dans  son  Mémoire. 

J.  L. 
Tome  ni.  —  .Septembre  i838.  56 
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hauteur  A'F  moindre  que  A'E,  le  liquide  se  verse  pendant  un  certain 
temps  dans  un  bassin  G  tant  qu'il  continue  à  avoir  une  vitesse  ascen- 
sionnelle. Quand  cette  vitesse  est  devenue  nulle  et  que  l'orifice  F  cesse 
de  verser  de  l'eau ,  le  clapet  en  E  referme  l'issue  de  communication  avec 
le  tuyau  EC  et  ouvre  celle  qui  établit  la  communication  de  la  colonne  EF 
avec  le  tuyau  EB'.  Alors  la  colonne  EF  redescend  et  fait  une  oscillation 
pendant  laquelle  le  tuyau  EB'  verse  dans  un  bassin  ou  bief  B'  dont 
le  niveau  est  inférieur  au  niveau  AA'  du  bief  supérieur. 

La  hauteur  du  point  F  est  prise  de  telle  sorte  que  BF  soit  un  peu 
plus  grand  que  BE;  le  petit  excès  est  seulement  destiné  à  compenser 
le  frottement  et  la  perte  de  force  vive  de  sortie  en  B'  qui  empêcherait 
l'oscillation  descendante  de  la  colonne  EF  d'abaisser  l'eau  du  tuyau 
vertical  jusqu'en  E.  Les  choses  étant  ainsi  disposées  ;  après  le  verse- 
ment en  F,  l'eau  ayant  perdu  sa  vitesse  dans  la  colonne  EF,  le  clapet  E 
ferme  l'issue  avec  le  tuyau  EC,  la  colonne  EF  doit  descendre  jusqu'en  E 
et  verser  dans  le  bassin  B'  un  volume  qui  lui  est  égal.  Le  même  jeu 
recommence  quand  le  clapet  E  ferme  de  nouveau  la  communication 
avec  le  tuyau  EB',  et  l'ouvre  entre  les  tuyaux  CE  et  EF. 

Le  jeu  du  clapet  qui  est  fortement  aidé  par  le  mouvement  même 
de  l'eau,  pourrait  être  assuré  par  une  queue  portant  un  vase  qui  se 
remplirait  et  se  viderait  alternativement  et  qui  prendrait  ainsi  un 
mouvement  alternatif  de  bascule. 

Nous  poserons  les  notations  suivantes  : 

l,  longueur  du  tuyau  CE  depuis  le  bassin  supérieur  jusqu'au  point  E, 
où  l'on  veut  élever  l'eau; 

H,  la  chute  A'B  entre  les  deux  bassins; 

y,,  la  hauteur  A'F  à  laquelle  le  tuyau  ascensionnel  verse  l'eau  au- 
dessus  du  niveau  AA'  du  bassin  supérieur  ; 

h  ,  la  profondeur  A'E  à  laquelle  se  trouve  le  tuyau  de  conduite, 
c'est-à-dire  le  pied  du  tuyau  ascensionnel  EF  au-dessous  du  niveau  AA' 
de  l'eau  dans  le  bassin  supérieur. 

Examinons  quelles  relations  il  y  aurait  entre  les  hauteurs  h ,  H  et  » 
suivant  qu'on  voudra  élever  une  quantité  plus  ou  moins  grande  d'eau 
au  point  F;  et  cela  en  négligeant  d'aboi'd  les  frottements  dans  les  tuyaux. 

Nous  supposerons  que  l'eau  est  reçue  en  F  dans  un  réservoir  où  elle 
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arrive  par  un  petit  coude  horizontal  situé  à  fleur  d'eau  de  ce  réservoir, 
le  tujau  horizontal  étant  assez  long  pour  contenir  à  chaque  oscilla- 
tion l'eau  qu'elle  peut  y  amener.  De  telle  sorte  que  la  vitesse  dans  ce 
bout  du  tuyau  soit  la  même  que  dans  le  tuyau  vertical  qui  le  précède. 

Nous  désignerons  par  x,  la  longueur  de  la  colonne  horizontale  du 
fluide  qui  est  amené  dans  le  tube  horizontal  et  qui  passe  ainsi  par  le 
coude  en  F. 

Nous  aurons,  par  le  principe  de  la  ti'ansmission  de  travail  ou  quan- 
tité d'action 

j?,»  +  —  =  — ,     ou     2a:,y\  =  (/^  +  yi)  (h  —  vi). 

Si  m  désigne  le  i-apport  entre  l'eau  élevée  et  l'eau  qui  doit  se  lendre 
dans  le  bassin  inférieur,  on  aura 

X,       

h  +  1    ~    "^' 

En  éliminant  x,  entre  cette  équation  et  la  précédente,  on  trouve 

:  mrt  =  h  —  >î , 
ou 

h  =  y\{i   •+•  2m). 

Tel  est  le  rapport  entre  la  hauteur  »  où  l'eau  est  élevée  par  la  machine 
et  la  hauteur  h  de  l'oscillation. 

En  négligeant  toujours  les  frottements,  on  pourra  faire  écouler  la 
colonne  EF  dont  la  hauteur  est  h-+-y],  en  la  faisant  arrivera  la  superficie 

d'un  bassin  inférieur  dont  le  niveau  sera  à  une  hauteur  — —  au-des- 
sus du  point  E.  Ainsi  H  étant  la  différence  de  niveau  entre  les  super- 
ficies dans  les  deux  bassins,  on  aura 

/i  -  H  =  ^±-' 
ou  h  z=  aVL  •+■  *i. 

En  combinant  cette  équation  avec  la  précédente,  il  vient 

H 

"    =  m 

56.. 
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A  =  (.  +  1)H. 

Telles  sont  les  formules  qui  donnent  les  relations  entre  la  hauteur  H 
de  la  chute ,  la  profondeur  h  d'où  il  faut  faire  partir  l'oscillation  ,  et 
la  hauteur  >i  à  laquelle  on  élève  l'eau  au-dessus  du  niveau  du  bassin 
supérieur. 

Si  l'on  prend  7m  s=  i  ,    ou  a 

»  =  H,       et       A  =  3H. 

Si  l'on  prend    m=y,    on  a 

»  =  2H     et     /i  =  4H. 

En  général,  plus  m  sera  petit,  c'est-à-dire  moins  on  voudra  élever 
d'eau  comparativement  à  celle  qui  se  rend  dans  le  bassin  inférieur , 
plus  on  rélèvera  haut  et  plus  il  faudra  que  la  profondeur  h  du  tuyau 
de  conduite  au-dessous  de  la  source  supérieure  devienne  considé- 
rable. 

Tels  sont  les  calculs  à  faire  sur  cette  machine  quand  on  néglige 
les  frottements  et  qu'on  suppose  que  les  diamètres  de  tous  les  tuyaux 
sont  les  mêmes. 

Si  l'on  suppose,  toujours  dans  l'hypothèse  où  l'on  néglige  les  frot- 
tements, que  le  tuyau  d'ascension,  à  partir  du  niveau  du  bassin  supé- 
rieur, c'est-à-dire  après  la  hauteur  h  et  dans  la  hauteur  égale  à  »,  n'ait 
qu'un  rayon  r,  tandis  que  celui  qui  sert  de  conduite  de  C  en  E  et  de  E 
en  A'  ait  un  rayon  R;  en  admettant  un  raccordement  qui  empêche  la 
perte  de  force  vive  au  passage  d'un  diamètre  2R  au  diamètre  ar,  on 
fera  les  calculs  suivants. 

La  force  vive  de  la  colonne  fluide  au  moment  où  elle  atteint  le 
coude  en  F,  est 

Si  V  est  le  volume  versé,  c'est-à-dire  amené  dans  le  tuyau  horizontal 
adapté  au  coude  en  F,    il  viendra 


V»  =  ^  (r>A»  —  r'^"). 
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Si  V  est  le  volume  qui  se  verse  ensuite  dans  le  bassin  inférieur,  on  a 

Donnerons-nous  ,    comme    précédemment ,    le    rapport    m   de    ces 
volumes  j  .'nous  trouverons 

v>  =  "î  — 


ou  bien 


<^».+.o' 


i"-               im      R'  i(    I          R' 

7i'   "^    I  -(-  2m  r^    /[            1  +  1111  '  r'  ' 

de  là  on  tire 

»          R 

V^  ('  +  '"^  +  '"v)  -  "»  7. 

A            r 

_                       I  +  nrn                           

Pour  obtenir  la  relation  avec  la  hauteur  H  de  la  chute,  on  posera  la 
condition  que  le  niveau  du  bassin  inférieur  soit  à  la  hauteur  du  centre 
de  gravité  de  la  colonne  d'eau  comprise  entre  E  et  F  dont  la  hauteur 
est  h'\-y\\  ce  qui  donnera,  en  égalant  les  moments  en-dessus  et  en- 
dessous  du  niveau  BB', 

^l(iziil)!=?^'  +  ,^(H+i)>,, 

ou  bien 

»•  +  2>iH  =  ^(A*  —  2/iH). 

En  posant  pour  abréger 

7     ,  ,      ,R^  R' 


.=l\} 


I  -\-  lm 

on  a 

»  =  YJt. 

Mettant  cette  valeur  dans  l'équation  précédente,  elle  donne 
h  =  ^-, '-JA, 
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et 

/R 


«  =  K   „, 

(':  -  >") 

Ces  valeurs ,  quand  on  fait  R  =  r,  reviennent  à  celles  qu'on    avait 
trouvées  précédemment. 

R  ^ 
Pour  discuter  la  marche  de  K  et  de  h  et  »  avec  le  rapport  —  ,  dési- 
gnons celui-ci  par  x  et  K  par  y.  Nous  aurons  entre  les  coordonnées 
X  ety  la  relation 


y'  H -. XY  =   — ; X. 

Cette  équation  appartient  à  une  hyperbole  passant  par   l'origine,  et 
dont  le  centre  a  pour  abscisse 


1  /i  -f-2m\ 


et  pour  ordonnée 


Elle  a  pour  asymptote  une  parallèle  à  l'axe  des  x  et  une  droite  in- 
clinée vers  les  x  négatifs ,  d'un  angle  dont  la  tangente  est ^.  La 

quantité  y  ou  K  croît  donc  assez  peu  avec  — .  Elle  ne  varie ,  quand 

ou  rétrécit  le  tuyau  depuis  —  =  i  jusqu'à  —  =  - ,   que  de 

I  -f-am 

à  K=-i-. 

Ainsi  A  et  «  croissent  toujours  avec  H  et  avec  —  pour  une  même  va- 
leur de  m. 
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En  laissant  h,  »  et  H  les  mêmes,  le  rapport  m  qui  est  donné  par 

fe'   : 

r^ 

deviendra  plus  grand  quand  /deviendra  plus  petit;  ainsi,  comme  on 
devait  s'y  attendre ,  on  versera  plus  d'eau  dans  une  même  machine 
lorsque  r  sera  plus  petit. 

Occupons-nous  maintenant  de  la  durée  des  oscillations,  en  restant 
toujours  dans  l'hypothèse  où  l'on  néglige  les  frottements. 

En  désignant  par  /  la  longueur  du  tuyau  de  C  en  E,  et  par  x  la 
hauteur  variable  en-dessus  du  point  E,  où  est  la  tète  de  la  colonne 
liquide  à  un  instant  quelconque,  l'équation  du  mouvement,  depuis 
l'instant  où  l'eau  commence  à  s'élever  en  E  jusqu'à  l'instant  où  elle 
commence   à  verser  en  F,   est  évidemment 

en  négligeant  toutefois  la  force  vive  de  l'eau  contenue  dans  le  bassin 
supérieur.  De  là  on  tire 


=/: 


\/gx(2h—.T) 


Comme  on  peut  négliger  h  —  a:  devant  l-j-h  sans  grande  erreur, 
on  a  pour  le  temps  qu'emploie  l'eau  à  passer  de  E  en  F, 

Pour  la  seconde  partie  du  mouvement,  lorsque  l'eau  sort  par  l'orifice 
F  et  qu'elle  coule  comme  nous  l'avons  supposé  dans  un  tuyau  hori- 
zontal ,  faisant  suite  à  un  coude  placé  en  E;  on  aura  pour  l'équation 
du  mouvement,  en  désignant  par  x  la  longueur  du  prisme  d'eau  qui 
est  sortie  à  un  instant  quelconque  du  coude  F,  et  par  x,  la  longueur 
du  prisme  total , 

(l^h  +  y^  +  x)  ^  =  -  —'{  —  vx, 
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d'où 

En  négligeant  encore  ici  x  devant  l-{-h~\-ïi,  on  aura  pour  le  temps  t 
de  l'écoulement 


g-     \  1  y 

Eufin  ,  si  l'on  veut  le  temps  de  l'écoulement  de  la  colonne  EF  pour 
qu'elle  se  rende  dans  le  bassin  inférieur,  on  l'obtiendra  par  une  formule 
tout  analogue  à  celle  qui  a  donné  la  durée  de  l'oscillation  de  E  en  F. 
On  aura  pour  cette  troisième  durée  i'  ou  période  de  mouvement 
de  la  machine 


+  ii 


où  ï'  désigne  la  longueur  du  tuyau  de  décharge   depuis  le   point  E 
jusqu'à  son  entrée  dans  le  bassin  inférieur. 

Ainsi,  pendant  une  durée  égale  à   t-\-t'  -\-  l",  la  machine,  si  l'on 
négligeait  les  frottements,  aurait  élevé  un  volume  d'eau  égal  à 


,  0^^  —  ^) 


^R 


Cette  expression  ne  peut  être  regardée  comme  une  valeur  approchée, 
lorsqu'on  considère  les  frottements,  parce  qu'ils  ont  une  influence 
sensible  sur  le  volume  versé  dans  le  cas  où  ce  volume  est  petit. 

Nous  allons  maintenant  revenir  sur  la  considération  des  frottements 
pour  calculer  les  effets  de  la  machine.  Eu  conservant  les  notations 
précédentes ,  nous  y  ajouterons  les  suivantes  :  nous  désignerons  par 

X  la  hauteur  verticale  à  laquelle  se  trouve  la  tête  de  la  colonne 
oscillante,  dans  le  tube  vertical  au-dessus  du  niveau  du  bassin  supé- 
rieur, en  sorle  que  x  croîtrait  de  — h  à  -f- /?  s'il  n'y  avait  pas  de 
frottement  ; 
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R  le  rayon  du  tuyau  et  du  tube  vertical  qui  a  la  même  section  que 
ce  tuyau  ; 

i>  la  vitesse  de  la  colonne  à  un  instant  quelconque  ; 

g  la  gravité; 

/3  un  coefficient  tel  que  le  frottement  dans  un  tuyau  d'une  lon- 
gueur I  et  d'un  rayon  R,  soit  représenté  par  2  7rR//3  — . 

Nous  admettrons  avec  M.  de  Caligny ,  que  l'on  puisse  négliger  le 
terme  des  frottements  qui  est  proportionnel  à  la  vitesse,  son  coeffi- 
cient étant  comme  on  sait  très  petit,  par  rapport  à  celui  qui  affecte 
le  carré  de  cette  vitesse. 

On  pourra  négliger  la  force  vive  de  l'eau  dans  le  bassin  supérieur, 
qui  a  ordinairement  une  grande  capacité;  dès-lors  l'équation  des 
forces  vives  donnera 

7rR-(/-|- A-f-  x)  ^  =  ttR'  (^ilzii')-  4^/3R/(/  -h  h +00)  £  dx. 
Si  l'on  pose  pour  abréger 

[l  -^  Il  -^  x)~   —  j  , 
on  aura  en  différentiant  l'équation  ci-dessus, 

df  =  —  xdx  —  '^jdx, 

ou,  en  posant  pour  abréger  —  =  a. , 

dy  -{-  ctjdx  =  —  xdx. 
L'intégrale  de  cette  équation  est 

_^e*'  =  —  fe'^  xdx  ■+•  c , 

c  désignant  la  constante  arbitraire. 
Intégrant  par  partie,  on  trouve 

re     — 1 r  +  c. 

-'  a  » 

Tome  III.  —  Septembue  i838.  5; 
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On  déterminera  la  constante  par  la  condition  que  j-:=o  pour  x^:^ — h\ 


on  aura  ainsi 


■XX  —ah, 

"=  —  ex  —  e        h      , 

y^   = z + 


ou  bien 

—  «t:r  +  I  -  e~  "'"^''^  («A+ i) 
y  = . 

a 

Cette  valeur  redonne,  comme  cela  doit  être, 

h''  —  ar' 

quand  on  y  fait  a  =ro  . 

Si  l'on  veut  la  force  vive  à  l'instant  où  la  colonne  est  arrivée  au 
haut  du  tube,  on  fera  x=y<,  dans  la  valeur  de^  ,  et  l'on  aura,  en  la 
désignant  par_y, , 

Pour  avoir  la  perte  par  frottement  dans  le  mouvement,  jusqu'au 
moment  où  la  colonne  ascendante  arrive  à  l'orifice,  on  devra  calcu- 
ler l'intégrale 

o-TtK^  fydx , 
en  la  prenant  de 

j?  =;  —  h     à      X  =  "A. 

Cette  expression  s'obtient  simplement  en  remarquant  que  l'on  a  par 
l'équation  même  du  mouvement, 

uTrK'fjdx  =   ttR"    r^^'  ~  ^'^  _  jl  : 

ainsi  la  perte  deviendra 

Si  l'on  veut  seulement  calculer  à  quelle  hauteur  la  colonne  peut 
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s'élever  sous  l'influence  des  f.  ottements,  il  faut  prendre  la  yaleur  de  jc 
qui  correspond  a  j"  =  o. 

En  posant  pour  cette  valeur  de  x,  h  —  x-:=.x' ,  on  déterminera  x' 
ou  la  perle  de  hauteur  d'oscillation  qui  est  due  au  frottement,  par 
l'équation 


ou  bien 


—  a{h—x')-\-i—ii-{-  a.h)  g-^''---^  —  o^ 


ax'  +1    —  mh 


{ I  +  ah)  e-x^' 


Celte  équation  ne  peut  se  résoudre  que  par  approximation;  on  sait 
qu'elle  n'a  que  deux  racines  réelles  qui  peuvent  se  construire  par 
l'intersection  d'une  droite  et  d'une  courbe  exponentielle.  La  racine 
qui  répond  à  la  question  est  celle  qui  devient  zéro  pour  «=  o. 

Ayant  une  fois  la  valeur  de  x'  on  trouvera  facilement  la  perte 
par  les  frottements  dans  une  oscillation  entière;  il  suffira  dans 
l'expression  précédente  de  la  perte,  de  remplacer  j-q  par  zéro  et  >i 
par  h  —  x' :   elle  sera  donc 

TrK'x  (h  —  ^). 

Pour  avoir  x'  par  approximation,  on  remplacera  /  par  i  +  a,x' , 
et  l'on  aura  alors  pour  une  valeur  approchée  un  peu  plus  petite  que 
la  valeur  exacte. 

Si  l'on  voulait  une  valeur  plus  exacte,  on  remplacerait  e"^  par 
I  +  a,T  -| ,  et  il  viendrait,  en  posant  pour  abréger 

H  =  (i   +  a.h)e~'"^, 

aj:   4-   I    —  *^.^=  H  f  I  +  ax'  -] j, 

,,  liL  Z''  —  H\  _  —  2  (H  +  «/.  —  0 

5,.. 
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SI  l'on  néglige  x'*,  ou  a  seulement,  comme  ci-dessus, 

,  a+»h—i 

et  en  ne  négligeant  pas  x' ,  on  a 

,_H  —  1/(1— H=  — ?.«AH) 
^    —  «H 

Dans  le  cas  où  eth  est  une  quantité  petite  devant  l'unité,  on  pourra 
simplifier  beaucoup  le  calcul  de  x'.  Pour  cela  on  développera  par 
rapport  aux  puissances  de  a  la  valeur  de  x'  trouvée  ci-dessus  en 
négligeant  x'^  j  on  a  ainsi 

H  =  e         ( ,  +  a/i)  =  ( ,  +  ah)  {i—2ah  +  't- _-  +  — -j. 

Substituant  dans  x' ,  on  trouve 

^  «?h^  _  I  «t A4  +  -ij>h=  _  etc. 


ou  bien 


^^;^_^«.7z^  +  l«5^4. 


j:'  =  ^  a.h  ' 


i  —  -  «'A'  +  ^  «"/i^  —  etc. 


En  négligeant  ah  devant  luuité,  on  a  donc 


—    —  <t/l. 

h  3 


La  formule  d'oii  cette  valeur  de  x'  est  déduite,  est  déjà  approxi- 
mative et  donne  une  expression  Irop  petite.  Comme  celle-ci  comporte 
tme  seconde  erreur  en  sens  contraire,  il  s'ensuit  que  la  valeur  précé- 
dente doit  être  très  approchée  ;  néanmoins  elle  reste  toujours  un  peu 
trop  gi  ande ,  parce  que  la  diflercuce  en  moins  résultant  de  la  première 
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formule  qui  doune  x' ,  est  moins  considérable  que  celle  de  cette  der- 
nière formule  où  nous  négligeons  ah  devant  l'unité  :  dans  la  première 

formule  nous  n'avions  uégligé  que  . 

Pour  obtenir  a,  rappelons-nous  qu'on  a 

et  que  /3  est  un  coefficient  tel  que  la   résistance  d'un  lujau  d'une 
longueur  l  et  d'un  rayon  R  est  exprimée  par 

/3.297-R/  -; 

e 

on   aura  donc  ,  en  partant  de  la    valeur  numérique  de  )S  prise  par 
M.  de  Prony, 

/3  =  0,0054162. 

Si  l'on  introduit  le  diamètre   D  =  2R  pour  comparer  notre  résultat 
avec  une  formule  de  M.  de  Caligny ,  on  aura 


ainsi  tant  que  ak  ou 


0,027828 
~~         D       ' 

h 


0,027528  ^, 
sera  petit  devant  l'unité,  on  pourra  prendre 


'—  z=.  -  ah  =  0,0182  =   =  ;^ 
n  5  U 


57  D" 


Cette  valeur  de  x'  sera  un  peu  grande,  puisque  nous  avons  négligé 
le  terme  négatif  —  ah  qui  détermine  le  signe  du  reste  de  la  série. 

Cette  valeur  de  a-'  diffère  peu  de  celle  que  M.  de  Caligny  a  donnée, 
car  sa  formule  est 


h—x 

' 

h     — 

'+63    D 
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ce  qui  revient  à  très  peu  près  à  poser  , 

x  ^     h 

Ti  6Ô  ï)' 

Comme  notre  valeur  de  x'  est  un  peu  trop  grande,  il  n'est  pas  éton- 
nant que  M.  de  Calignj  ait  trouve'  par  expérience  ^  au  lieu  de  ^, 

que  nous  a  donné  le  calcul  pour  le  coefficient  constant  de  ^. 

Revenons  maintenant  à  la  recherche  du  mouvement  pendant  le 
versement  de  l'eau  par  l'orifice  supérieur.  Nous  supposerons  que  le 
liquide  arrivé  à  la  bouche  de  sortie  en  F  reste  dans  un  tube  sensi- 
blement horizontal,  d'où  une  très  légère  pente  peut  le  faire  sortir 
une  fois  que  l'oscillation  ascendante  est  terminée:  cette  manière 
de  considérer  le  mouvement  diffère  très  peu  de  celle  qu'il  faudrait 
prendre,  c'est-à-dire  de  celle  où  l'on  supposerait  que  l'eau  sort 
par  un  orifice  en  F  pour  tomber  dans  un  réservoir  très  peu  en 
dessous  ;  elle  donne  plus  de  facilité  pour  l'équation  des  forces 
vives.  En  désignant  par  x  la  longueur  de  la  colonne  fluide  sortie 
à  un  instant  quelconque  par  l'orifice  F,  par  i'„  la  vitesse  au  com- 
mencement du  versement;  l'équation  des  forces   vives  devient 

Nous  poserons  pour  abréger 

/-i-A-f-»=L     et    —   =c; 
on  aura  ,  en  divisant  par  ttR'  , 

(L  +  x)z  ~   hz,  +  ^  hzdx  +  /"X  =  o. 
En  différentiant  l'équation  ci-dessus,  on  trouve 

(L  -f-  Xj  dz  -t-  zdx  -{-  -^  hzdx  -f-  v^dx  =  o, 

ou  en  posant  ^  =  a, 
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(L  -I-  x)  r/z  +  (  I    +  a,L)  zdx  =  —  -imIx. 

En  multipliant  les  deux  membres  de  cette  équation  par  (L-f-a:)"   , 
on  aura 

(L  4-  x)'^"^  Js  +  (  I  +  aL)  (L  ■\-  xf-  zdx  =  _  »,  (L  +  xf'dx. 

Ees  deux  membres  sont  des  difiérentielles  exactes;  en  les  intégrant, 
on  trouve    • 


ou  bien 


(L  H-  .r)         2  =  —  ,1  — 7:j7;^L ^  ^  ' 


(L  +  x)'+"'' [i,  +  z(i   +  aL)]  =  C. 


On  déterminera  C  par  la  condition  que  pour  j:  =  o  on  ait  s:=z,  ; 
tte  valeur  z»   é 
On  aura  donc 


cette  valeur  z^   étant  celle  de   j^,   dans  le     roblème  précédent. 


s(i   +gL)  4-  ^!    f       h        N^I  +  -L 


La  valeur  de  j:  qui  répond  à  z  =  o,  sera  la  longueur  de  la  colonne 
qui  sortira  par  l'orifice  supérieur  en  F.  En  désignant  cette  longueur 
par  x^ ,  on  aura 


d'où 


(,    +i)--  =  ^(,  +.L)+„ 


On  voit  que  si  a=z=o,  on  retombe  sur 


ou 

résultat  qu'il  est  facile  de  vérifier  directement. 
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Si  L  est  très  grand,  on  peut  remplacer  la  valeur  dej:^  parla  suivante 


X,  =  log 


*   +  T 


Pour  avoir  maintenant  Je  travail  perdu  en  frottement  pendant  la 
période  de  mouvement  que  nous  venons  de  considérer,  il  faudra 
calculer  l'intégrale 

Cette  expression  s'obtient  simplement  en  remarquant  qu'on  a, 
entre  les  limites  o  et  jr, , 

7rK*a.hfzdx  =  -7rR'(jK.  —  x.yî). 

Si  Ton  vent  maintenant  la  perte  totale  pour  les  deux  périodes  de 
mouvement  précédentes,  c'est-à-dire  pour  l'ascension  dans  le  tube  et 
le  versement ,  on  ajoutera  à  l'expression  ci-dessus  celle  qui  donne  la 
perte  pour  l'ascension,  ce  qui  donnera 


TrVi 


/h'  —  e  \ 


Il  nous  reste  à  calculer  maintenant  les  pertes  par  frottements  pen- 
dant que  le  tube  d'ascension  se  vide,  et  que  la  colonne  de  liquide  de 
E  en  F  passe  dans  le  bassin  inférieur. 

En  négligeant  la  force  vive  de  l'eau  une  fois  qu'elle  est  arrivée  dans 
le  réservoir  inférieur,  comme  nous  avons  négligé  dans  l'oscillation 
ascendante  celle  du  liquide  dans  le  réservoir  supérieur,  nous  aurons 
les  mêmes  formules  pour  l'oscillation  de  décharge  que  pour  l'oscilla- 
tion ascendante. 

Pour  que  le  tube  d'ascension  se  vide  en  totalité  jusqu'en  E,  il 
faudra  qu'il  y  ait  entre  les  hauteurs  BE  et  BF ,  c'est-à-dire  h — H  et 
H-|-n,  les  relations  que  les  formules  de  l'oscillation  ascendante  nous 
ont  données  pour  h — x'  et  h.  Ainsi  h  et  x'  devront  être  remplacés  par 

H  -f-  »      et       2H  -I-  «  —   h. 


PLIRES  ET  APPLIQUÉES.  455 

En  négligeant  le  terme  en  ux'  devant  l'unité,  on  a  trouvé 

,  (I  4-aA)  e-2»/' +  «^  —  I  _ 

<t[i  — (I -f  «A)]e— Jî'A     ' 

on  devra  changer,  danscelfe  expression, 

h     en     H  4-  >i     et     x'     en     aH  +  »  —  A. 
En  posant,  pour  abréger,   II -j- m  =  A',  on  aura 

A  cette  équation  on  joindra  celle  qui  établit  un  rapport  entre  le  vo- 
lume élevé  et  celui  qui  s'écoule  dans  le  bassin  inférieur,  c'est-à-dire 


ce  qui  fera  pour  deuxième  relation  entre  H ,  n  et  A , 

T    f/       I       r  V  rr  —«?)—( i-f-«A)e—<''+»)-i  y~+Th  /i.    ,      \ 

L{(i-f«L)|_ —-. J"*"*}        —h=m{h-\-yi). 

Mais  on  sait  déjà  que 

h    =2K+,-  _^_^-^-^.^--^^. 

On  aura  donc  ainsi  deux  équations  entre  H,  n,  h  et  m,  au  moyen 
desquelles  H  et  m  étant  donnés  ,  on  obtiendra  >j  et  h.  On  pourra  encore 
se  donner  H  et  n ,  et  en  conclure  h  et  m,  ce  qui  sera  le  problème  le 
plus  simple  pour  les  calculs,  puisqu'en  se  servant  de  la  première  des 
deux  dernières  équations,  on  a  immédiatement  Zr,  et  que  l'autre  équa- 
tion donne  aussi  m  immédiatement. 

La  perte  par  le  frottement  pendant  une  oscillation  complète  a  été 
exprimée  par 

Pour  qu'elle   s'applique   à   l'oscillation    de    décharge ,    il  suflira    de 
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remplacer,  comme  nous  venons  de  le  faire,  h  par  H-j-»,  et  x   par 

3H  +  H  —  /i. 

Cette  perte  sera  donc 


^R«^i±_')(2H  +  v,  — 70. 


Ainsi,    la  perte  totale  pendant  toute  la  période  du   mouyement  de 
la  machine  est 

^Rf-l^^  -  .X' +  (A  +  .)  [h  — ^^]} , 

ou  bien  en  réduisant 

77R*  [H(A4->,)  — >i:c,]. 
Dans  cette  expression  ar,  est  déterminé  par  l'équation 

î 

la  force  vive  y^,  étant 

I  —  jii)  —  (l  +  <th)e—<'t^») 

y-  = -^ • 

Le  rapport  entre  le  travail  utile  et  le  travail  total  sera 

D'après  la  valeur  de  x^  qui  est 

I 
^■=^11 îv^ J('+«L)+'|'^    -L. 

et  dans  laquelle  on  a 

/i  _  2tl  -t-  »  «[i  -  (t  +  .)(H  4-  ,)e-î«(H+.l-l 

on  voit  que  le  rapport  ci-dessus  est  susceptible  d'un  maximum;  car 
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si  vi  est  très  grand,  x,  devient  nul,  et  si  n  devient  zéro,  ce  rapport 
devient  zéro  aussi. 

Pour  avoir  la  perte  inhérente  seulement  à  l'élévation  de  l'eau  ;  il 
faut  retrancher  de  la  perte  ci-dessus,  celle  qui  serait  nécessaire  pour 
conduire  le  volume  7TK'(x,-{-h  +  n)  à  la  distance  /  dans  le  temps 
d'une  oscillation,  et  le  volume  ttR"  (/; -j- )i)  à  la  distance  /"  égale- 
ment dans  le  même  temps,  en  se  servant  de  tuyaux  de  même 
diamètre. 

Il  y  aurait  impossibilité  à  calculer  les  durées  des  oscillations  en 
ayant  égard  au  frottement,  mais  on  pourra  par  approximation  les 
calculer,  en  négligeant  les  frottements. 

On  sait,  par  la  théorie  du  mouvement  du  pendule,  en  ayant  égard 
à  la  résistance  de  l'air  qui  agit  comme  les  frottements  dans  notre 
question  que  cette  résistance  n'altère  pas  sensiblement  la  durée  des 
oscillations  totales  quand  elles  sont  très  petites,  c'est-à-dire  quand 
les  équations  qui  les  déterminent  coïncident  avec  celles  des  oscillations 
dont  nous  nous  occupons. 

La  durée  du  versement  que  nous  avons  appelée  f',  est  exprimée  par 


,    //+//+»  /      /A^  —  ■;-  —   y/ A'  —  1'  —  2yX,\  ^ 

on  prendra  avec  ce  temps  ceux  des  deux  autres  périodes  de  l'oscilla- 
tion, savoir 


et  t': 


V'- 


+  ^Jl: 


Ainsi,  on  prendra  le  temps  t-^-t'  +<"  pour  la  durée  d'une  oscilla- 
tion totale  pendant  laquelle  la  machine  amène  les  volumes  exprimées 
précédemment. 

La  vitesse  que  devrait  prendre  l'eau  dans  le  tuyau  pour  que  le 
même  débit  s'opérât  étant  assez  petite  ,  on  ne  peut  pas  ici  négliger  le 
terme  de  la  résistance  qui  dépend  de  la  première  puissance  de  la  vi- 
tesse.  Le  coefficient  de  ce  terme  étant  représenté  par  a ,  on  a 

n  =  0,000  i  7 

58.. 
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et 

-  =  0,00001735. 

La  vitesse  pour  amener  Je  volume   7rK*(x,  +  /«  •+-  >i)  est 

(x,  +  h  +  „) 
{t  +  t'+O' 

et  pour  le  volume  ttK*  (h -{-■») ,  elle   est 

h  +  „ 

Ainsi,  la  perte  eu  frottements  dans  un  mouvement  uniforme  sera 
exprimée  par 


-hh+„y+r{h-i-iy' 


{t+t'^ty 


Si  la  machine  a  deux  tubes  d'ascension ,  alors  le  temps  du  jeu  total 
ne  sera  que  t -{- t'  et  l'on  aura,  pour  la  perte  inhérente  au  seul 
transport  de  l'eau, 

"^  ^iôL (H?r J+^^  iôL (7+7) J- 

Si  l'on  désigne  par  T  cette  quantité,  on  aura  pour  le  rapport  entre 
le  travail  utile  employé  à  élever  de  l'eau  et  celui  qui  a  été  consommé 
pour  ce  seul  effet, 

,rR'H(,  +h)  —  T 

Appliquons  ces  formules  à  un  exemple. 
Supposons  qu'on  ait 

H  =  2,00, 

»   =  2,5o, 

D  =  0,40, 
on  trouvera 

0,0272  ^n 

a  =  — ^-  =  o,od8oo; 
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et  par  suite,  a:,=  :2'",g4  , 

yx,  =  7,55, 
H())  H-  A)  =  16,70. 

Ainsi,  en  comptant  les  frottements  dans  les  tuyaux  comme  pertes 
de  la  machine  élévatoire,  on  aura,  pour  le  rapport  entre  le  travail 
de  la  chute  et  le  travail  utile  de  l'élévation  de  l'eau  , 

-^—    =  0,44; 

16,70  '-T-T  / 

L'effet  devient  bien  plus  avantageux  si  l'on  a  besoin  de  faire  le 
transport  de  l'eau  par  les  tuyaux,  et  que  le  travail  que  ce  transport 
exige  doive  être  déduit  de  celui  de  la  chute. 

Nous  supposerons  que  la  machine  a  deux  tubes  d'ascension  et  que 
la  longueur  du  tuyau  de  décharge  n'est  pas  assez  grande  pour  que  la 
durée  de  cette  décharge  ne  dépasse  pas  celle  de  l'ascension  qui 
réglera  ainsi  toute  la  période  d'effet  de  la  machine. 

En  prenant  les  longueurs  /  et  /"  de  looo",  on  trouve  que 

t  +  t'  —  53", 
et  par  suite,  on  arrive  à 

T  =  ^R"  X  7",4o- 

Ainsi  le  rapport  entre  l'effet  utile  et  le  travail  de  la  chute,  déduction 
faite  de  celui  qui  est  nécessaire  au  transport  de  l'eau ,  est 

7,35 

La  machine  élève  ainsi  un  volume  égal  à  tR*  X  2,94  par  période 
ou  par  seconde 

ttR*  .  ^^  =  o'°,oii, 
et  par  jour  962". 
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Pour  deuxième  exemple ,  supposons  qu'on  prenne 

H  =  2,00, 
»  =  2,70, 
D  =  o,5o, 


on  trouve 


0,0272  _,, 

=  — r,—  =  o,o544 


D 

et  h  =  6™,  1 1 . 

En  prenant  L  =  5oo", 

on  trouve  x,  =  5'^,5g, 

et  x,y^  =  9,i5  , 

d'où  H(A  +  >i)=  17,62. 

Ainsi ,  le  rapport  entre  l'effet  utile  et  le  travail  de  la  chute  est 

^   -.     =  0,02. 
17,62 

Déduisons  maintenant  du  travail  de  la  chute  celui  qu'exige  le 
transport  de  l'eau. 

Nous  pouvons,  sans  erreur  sensible,  prendre  le  temps  de  l'ascen- 
sion de  la  colonne  et  du  versement  comme  le  temps  d'une  ascension 
complète  :  on  aura  pour  ce  temps , 


d'où 


=  ^  \/t  =  '^"' 


=  o,4o.     et     =  0,55. 


Si  le  tuyau  de  décharge  a  aussi  Soo"  de  long  et  qu'il  y   ait  deux 
tubes  d'ascension  ,  alors  on  aura  pour  le  travail  employé  au  transport 

ttR'  ^  [/(o,55)'  4-/"{o,4o/]  4-  7rR*^n(o,55)a-r(o,4o)~]. 
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En  réduisant  en  nombre,  on  trouve,  en  ôtant  le  facteur  ttR*  com- 
mun à  toutes  ces  quantités , 

7,87. 

Le  travail  qui  reste  pour  l'élévation  est  donc 

Ainsi  le  rapport  entre  l'effet  utile  et  ce  travail  est 

q,i5  - 

^^  =  o,g3. 

La  machine  élève  par  oscillation   un  volume  de     0,66, 

par  seconde o,o5o , 

et  par  jour sSgi"'. 
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NOTE 

Sur  le  calcul  des  effets  de  la  Machine  précédente  et  les 
dispositions  essentielles  de  ses  tuyaux  d'ascension.  — 
Coup  d œil  historique  sur  quelques  machines  a  élever 
Teau  ,• 

Pab  Anatole  de  CALIGNY. 


1.  La  présente  Note  ayant  simplement  pour  hut  l'exposition  d'une 
méthode  de  calcul ,  je  n'ai  rien  à  ajouter  à  la  description  que  M.  Co- 
riolis  a  donnée  de  ma  machine.  Peu  importe  pour  le  moment  la  forme 
des  emmanchements  et  de  la  soupape,  ou  la  manière  dont  celle-ci 
fonctionne.  Les  tuyaux  horizontaux  sont  supposés  très  longs,  et  les 
résistances  locales  à  un  coude  ou  à  un  rétrécissement  sont  supposées  peu 
de  chose  relativement  au  frottement  dans  tout  le  système.  Je  ferai 
d'abord  abstraction  du  travail  nécessaire  pour  faire  fonctionner  la 
soupape  ou  le  régulateur  quelconque. 

Pour  bien  comprendre  ce  qui  va  suivre ,  il  est  cependant  essentiel  de 
savoir  comment,  en  termes  de  praticien,  on  amorce  la  machine  au 
moyen  d'oscillations,  dont  les  hauteurs  successives  au-dessus  du  niveau 
de  la  source  augmenteraient  comme  les  termes  d'une  prog:  ession 
arithmétique  s'il  n'y  avait  pas  de  résistance  passive.  Le  système  peut 
être  présenté  de   la  manière  suivante  : 

2.  Etant  donné  un  rései'voir  à  niveau  constant,  ou  réservoir  de  la 
source,  an  tuyau  de  conduite  dérivé  par  le  fond  se  relève  verticale- 
ment h  une  grande  distance,  je  vais  d'abord  faire  le  calcul,  comme 
si  son  diamètre  était  constant  dans  toute  son  étendue.  Supposez  d'abord 
l'eau  en  équilibre  avec  la  source  dans  le  tuyau  vertical;  j'interromps 
d'une  manière  quelconque   la   communication    entre  la  source  et  le 
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tuyau  vertical  que  je  fais  communiquer  par  le  bas  au  moyen  d'un 
autre  tuyau  avec  un  réservoir  dont  le  niveau ,  moins  élevé  que  la 
source,  n'est  point  aussi  bas  que  le  sol,  quand  on  a  une  fontaine  à  ali- 
menter en  ce  point  à  une  certaine  hauteur.  Je  nomme  cependant  hauteur 
de  chute  la  ditTérence  de  hauteur  des  deux  niveaux.  L'eau  du  tuyau 
vertical  que  je  nomme  tujau  d'ascension,  se  trouvant  ainsi  en  commu- 
nication avec  le  tuyau  et  le  réservoir  que  je  nomme  tuyau  et  réservoir 
de  décharge ,  abstraction  faite  des  pertes  de  force  vive ,  les  extrémités 
étant  d'ailleurs  évasées,  l'eau  descend  au-dessous  du  niveau  du  réser- 
voir de  décharge  à  une  profondeur  égale  à  la  hauteur  de  chute  en  vertu 
des  lois  de  l'oscillation.  Quand  on  remet  les  communications  dans 
leur  premier  état,  l'eau  monte  au-dessus  du  niveau  de  la  source, 
au  double  de  la  hauteur  de  chute.  En  continuant  une  manœuvre 
semblable,  on  la  fait  descendre  au-dessous  du  niveau  du  réservoir 
de  décharge  à  une  profondeur  égale  au  triple  de  la  hauteur  de 
chute  ,  monter  ensuite  au-dessus  du  niveau  de  la  source,  à  une  hauteur 
égale  au  quadruple  de  la  hauteur  de  chute  et  ainsi  de  suite  ;  on  gagne 
à  chaque  période  le  double  de  la  hauteur  de  chute,  au-dessus  du  ni- 
veau de  la  source.  Si  donc  la  profondeur  du  tuyau  vertical  et  de  ses 
emmanchements  avec  les  deux  autres  tuyaux  était  indéfinie,  l'eau 
parviendrait  à  une  hauteur  indéfinie  au-dessus  de  la  source  au  moyen 
d'une  chute  quelconque  ,  et  la  machine  serait  en  train.  Le  jeu  con- 
tinuerait ensuite  de  la  même  manière  indéfiniment.  A  chaque 
oscillation  ascendante,  au  lieu  de  monter  plus  haut,  l'eau  verserait 
alors  au  sommet  du  tuyau  d'ascension  et  fournirait  l'effet  utile.  Nous 
allons  maintenant  tenir  compte  du  frottement. 

Dans  un  précédent  article ,  Cahier  de  mai  i838,  j'ai  établi,  au 
moyen  déconsidérations  géométriques  vérifiées  par  l'expérience,  une 
formule  très  simple  pour  déterminer  dans  un  tuyau  indéfiniment 
prolongé  la  hauteur  obtenue  par  l'oscillation  au-dessus  du  niveau  d'un 
réservoir,  ou  la  quantité  vidée  au-dessous  par  une  oscillation  des- 
cendante ,  en  tenant  compte  des  résistances  passives.  Cette  formule  a 
été  retrouvée  par  M.  Coriolis  au  moyen  de  l'analyse. 

Je  suppose  le  tuyau  d'ascension  plein  et  la  colonne  sur  le  point  de 
redescendre;  je  détermine,  au  moyen  de  cette  formule,  la  quantité 
de  tuyau  vidée  par  l'oscillation  descendante.  Cette  quantité  exprimera 

Tome  III.  —  Septembre  i838.  Sq 
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le  volume  d'eau  versée  au  réservoir  de  décharge  ou  au  bas  de  la 
chute. 

Counaissant  ainsi  le  point  de  départ  inférieur  de  l'oscillation  ascen- 
dante, je  détermine  par  la  même  formule  quelle  serait  la  hauteur 
obtenue  dans  le  tuyau  vertical  indéfiniment  prolongé.  Je  coupe  le 
tuyau  au-dessus  de  la  source  à  la  hauteur  d'où  j'ai  déjà  supposé  que 
devait  partir  l'oscillation  descendante,  et  comme  l'eau  doit  monter 
moins  haut  dans  cette  hypothèse,  il  passe  par  cette  section  plus  d'eau 
que  dans  le  cas  où  le  tuyau  était  indéfiniment  prolongé. 

Pour  déterminer  la  quantité  versée,  connaissant  la  quantité  qui 
passerait,  au-dessus  du  point  où  je  coupe  le  tuyau,  dans  le  cas  où 
celui-ci  serait  indéfiniment  prolongé,  je  la  multiplie  par  le  rapport 
de  la  hauteur  de  son  centre  de  gravité  au-dessus  du  niveau  de  la 
source,  à  la  hauteur  où  je  coupe  le  tuyau  au-dessus  de  ce  même 
niveau.  La  quantité  ainsi  obtenue  est  trop  forte. 

3.  11  y  a  toujours  quelque  perte  de  force  vive  à  la  sortie  du  tuyau, 
on  peut  la  diminuer  au  moyen  d'un  évasement  et  d'ailleurs  elle  est  peu 
de  chose  quand  la  masse  immobile  au  moment  du  départ  est  assez  longue 
(voy.  mon  article  précédent).  Mais  on  ne  peut  négliger  la  quantité  dont 
le  travail  résistant  est  augmenté  par  la  raison  même  qu'il  passe  par  la 
section  où  le  tuyau  est  coupé  une  plus  grande  quantité  d'eau  à  chaque 
oscillation,  ce  qui  augmente  le  chemin  parcouru  parle  frottement. 

Si  l'on  coupait  le  tuyau  très  près  du  niveau  ,  la  différence  dont  il 
s'agit  serait  très  considérable.  Si  le  versement  se  faisait  trop  haut,  cette 
différence  serait  très  peu  de  chose  ,  mais  il  faudrait  tenir  compte  de 
ce  que  le  déchet  se  reportant  en  entier  au  sommet  de  l'oscillation,  se 
reporte  précisément  sur  l'effet  utile  qui  serait  zéro  à  la  limite  de  hau- 
teur, quand  même  celle-ci  serait  peu  diminuée  par  le  frottement; 
11  sera  donc  convenable  de  couper  le  tuyau  aux  environs  de  la  moitié 
de  cette  limite  de  hauteur. 

J'ai  fait  diverses  expériences  pour  déterminer  dans  ce  cas  la  diffé- 
rence dont  il  s'agit ,  en  y  réunissant  celle  qui  provient  de  la  perte  de 
force  vive  à  la  sortie  du  tuyau  d'ascension.  Pour  évaluer  avec  plus  de 
sûreté  la  perte  totale,  je  n'avais  pas  évasé  le  sommet  du  tuyau.  La 

quantité  reçue  était  environ  les  —  de  celle  qui  avait  été  calculée. 
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comme  au  numéro  précèdent,  sans  tenir  compte  des  deux  surcroîts 
de    perte   dont   il    s'agit.  Dans  les   circonstances   où  j'ai   opéré ,   la 

hauteur    moyenne  du  jet  dans   l'air  était  d'environ  — delà  hauteur 

du  versement  au-dessus  de  la  source.  Ainsi ,  quand  on  évase  le  sommet 
du  tujau,  le  surcroît  de  perte  que  nous  cherchons  à  évaluer  et  que 
je  pourrais  d'ailleurs  donner  par  la  Géométrie  est  peu  de  chose. 

4.  Nous  savons,  par  ce  qui  précède,  évaluer  la  quantité  descendue 
au  bas  de  la  chute;  nous  savons  donc  déterminer  le  rapport  de  la 
quantité  élevée  à  la  quantité  descendue.  Dans  ses  exemples  numériques, 
M.  Coriolis  a  retrouvé  ,  par  sa  méthode,  les  résultats  numériques  que 
j'avais  obtenus  de  cette  manière  et  sur  lesquels  il  est  par  conséquent 
inutile  d'insister. 

5.  Pour  calculer  le  travail  résistant  en  frottement  que  l'on  éprouve- 
rait en  conduisant  dans  le  même  temps  la  même  quantité  d'eau  par 
un  mouvement  uniforme  depuis  la  source  jusqu'au  bas  du  tuyau  d'as- 
cension ,  je  fais  abstraction  du  frottement  dans  ce  dernier  très  court 
par  rapport  aux  autres.  Je  calcule  la  durée  de  l'oscillation  ascendante, 
par  un  moyen  qu'on  verra  plus  loin  ;  je  divise  par  celte  durée  la  lon- 
gueur de  la  colonne  passée  par  le  pied  du  tuyau  d'ascension  à  chaque 
oscillation ,  ou  par  l'orifice  du  réservoir  de  la  source.  J'ai  'ainsi  la 
vitesse  moyenne  nécessaire  pour  amener  la  même  quantité  d'tau 
par  un   mouvement  uniforme  dans  le  même  tuyau  développé. 

Par  une  opération  d'arithmétique,  je  détermine,  au  moyen  des 
expériences  connues  sur  le  frottement  dans  les  grandes  vitesses  uni- 
formes, quel  devrait  être  dans  le  mouvement  uniforme  le  rapport  entre 
la  longueur  et  le  diamètre  de  mon  tuyau,  pour  que,  abstraction  faite  du 
terme  de  la  résistance  proportionnelle  aux  simples  vitesses  et  des  con- 
tractions ou  déviations,  le  rapport  entie  une  charge  d'eau  quelconque 
et  la  hauteur  due  à  une  vitesse  moyenne  uniforme  eifective  fût  une 
quantité  donnée.  Cette  hauteur  due,  étant  une  fraction  donnée  de  la 
hauteur  de  cette  charge,  il  est  très  commode  d'exprimer  que  la  portion 
de  charge  absorbée  est  un  certain  nombre  de  fois  cette  hauteur  due. 
En  comparant  la  longueur  de  tuyau  ainsi  trouvée  à  la  longueur  du  tuyau 
que  l'on  considère,  on  voit  à  l'instant  la  valeur  de  la  portion  de  charge 

59.. 
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absorbée  clans  le  mouvemen!  uniforme  pour  une  vitesse  moyenne  eflfec- 
tive  donnée.  La  perte  est  ainsi  égale  au  produit  de  l'eau  passée  en  un 
temps  donné,  par  une  certaine  hauteur.  V^oyez  mon  précédent  article. 

Une  opération  du  même  genre  donnera  la  perte  qui  serait  éprouvée 
dans  le  tuyau  de  décharge ,  si  l'on  y  conduisait  aussi  par  un  mouve- 
ment uniforme  l'eau  qu'il  doit  verser  dans  une  fontaine  ou  réservoir 
de  décharge. 

Il  y  a  toujours  deux  tuyaux  d'ascension ,  dans  le  cas  où  la  durée  de 
chaque  oscillation  est  réglée  au  moyen  de  la  longueur  des  tuyaux  de 
conduite  et  de  décharge  ,  de  façon  que  l'eau  ne  se  repose  jamais  dans 
les  parties  horizontales,  une  oscillation  ascendante  commençant 
quand  l'autre  finit.  On  prendra  la  somme  des  deux  hauteurs  absor- 
bées dans  le  tuyau  de  conduite  et  le  tuyau  de  décharge,  et  l'on  opé- 
rera ainsi  :  Je  suppose  que  la  hauteur  de  chute  soit  de  2  mètres,  et 
que  dans  un  cas  particulier  l'efi'et  utile  ne  fût  que  o,5o,  si  l'on  n'avait 
pas  à  s'occuper  du  transport  de  l'eau.  La  perte  serait  dnns  ce  cas  le 
produit  de  la  quantité  d'eau  descendue ,  par  un  mètre  ;  mais  la  perte 
que  l'on  ne  pourrait  se  dispenser  d'éprouver  dans  un  mouvement  per- 
manent est  égale  au  produit  de  la  même  masse  d'eau  par  une  hauteur 
que  nous  savons  apprécier.  La  seule  perte  qui  doive  être  imputée  à  la 
machine  est  la  dififérence  de  ces  deux  pertes. 

M.  Coriolis  ayant  tenu  compte  du  terme  de  la  résistance  propor- 
tionnel à  la  simple  vitesse  dans  le  mouvement  permanent,  a  trouvé  la 
perte  réelle  ou  la  différence  des  deux  pertes  dont  il  s'agit  un  peu 
moindre  que  je  ne  l'ai  trouvée  moi-même  en  négligeant  ce  terme  par 
prudence. 

6  La  manière  dont  je  calcule  la  durée  de  mes  oscillations  repose 
tout  simplement  sur  les  lois  du  pendule.  Dans  le  cas  où  je  n'ai  pas  à 
considérer  de  versement  supérieur  et  où  la  colonne  immobile  au  mo- 
ment du  départ  est  très  longue  par  rapport  à  l'amplitude  de  l'oscilla- 
tion ,  je  trouve  la  durée  de  l'oscillation  égale  à  celle  d'un  pendule  de 
même  longueur  que  la  colonne.  Cela  résulte  évidemment  de  ce  que  ma 
colonne  oscillante  n'est  autre  chose  qu'une  colonne  oscillante  dans  un 
siphon  dont  une  des  branches  droites  est  très  large  par  rapport  à 
l'autre.  Les  choses  se  passent  alors  comme  si  l'intensité  de  la  pesanteur 
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était  moitié  moindre,  puisque  l'eau  tombe  de  moitié  moins  haut  que 
dans  un  siphon  ordinaire  où  les  oscillations  ont,  comme  on  sait,  la 
durée  de  celles  d'un  pendule  d'une  longueur  moitié  de  celle  de  la 
colonne  liquide. 

Dubuat  a  trouvé  dans  ses  expériences  sur  les  siphons,  que  la  durée 
des  oscillations  n'était  pas  influencée  par  la  résistance  des  parois.  J'ai 
tiré  la  même  conclusion  des  expériences  que  j'ai  faites  pour  des  oscilla- 
tions de  2  à  3  mètres  d'amplitude  maximum  sur  une  colonne  de  plus 
de5o  mètres  de  long,  dont  je  ne  peux  donner  ici  le  détail.  Dans  le  calcul 
de  la  durée  des  oscillations,  on  peut  donc  se  contenter  des  résultats  de 
la  théorie,  comme  s'il  n'y  avait  pas  de  frottement.  On  le  peut  évi- 
demment pour  l'oscillation  descendante  ,  mais  il  n'en  est  pas  tout-à- 
fait  ainsi  pour  loscillation  ascendante,  lorsqu'il  y  a  versement.  Etu- 
dions d'abord  le  cas  du  versement  où  il  n'y  a  pas  de  frottement. 

y.  Comme  je  l'ai  dit  dans  mon  premier  article ,  Cahier  de  mai  1 838, 
la  colonne  horizontale  étant  très  longue,  la  vitesse  varierait,  abstrac- 
tion faite  du  frottement,  comme  les  ordonnées  d'un  cercle,  s'il 
n'y   a  pas  de  versement. 

Quand  il  y  a  versement,  il  passe  plus  d'eau  dans  le  tuyau;  or  on  va 
voir,  qu'abstraction  faite  de  toute  perte  de  force  vive ,  à  partir  du 
moment  où  l'eau  commence  à  verser,  la  vitesse  diminue  comme  les 
ordonnées  d'une  parabole. 

Les  choses  se  passent  en  sens  contraire  comme  si  la  force  vive  s'em- 
magasinait dans  un  tuyau  de  conduite  de  même  développement ,  sous 
une  hauteur  de  pression  constante  égale  à  la  hauteur  du  versement  au- 
dessus  du  niveau  de  la  source,  depuis  zéro  de  vitesse  jusqu'à  une  vitesse 
égale  à  celle  dont  il  s'agit,  au  commencement  du  versement  supérieur. 
Or,  la  force  vive  augmenterait  comme  les  quantités  d'eau  sorties ,  par 
hypothèse  sans  vitesse  sensible  à  cause  d'un  évasement.  Les  carrés  des 
vitesses  augmenteraient  donc  dans  le  corps  d'un  bélier  comme  les  élé- 
ments d'un  triangle  et  par  conséquent,  les  vitesses  comme  les  ordon- 
nées d'une  parabole.  C'est  le  contraire  qui  arrive  pendant  le  versement 
supérieur. 

Cela  posé,  au  moyen  des  propriétés  élémentaires  du  cercle  et  de  la 
parabole,  on  détermine  la  durée  totale  de  l'oscillation  ascendante.  Il 
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n'y  a  qu'à  faire  une  opératioa  arithmétique  au  moyen  de  la  mesure 
des  surfaces  des  figures  dont  il  s'agit. 

Si  le  travail  résistant  en  frottement  était  assez  grand  pour  empê- 
cher tont-à-fait  le  versement,  on  conçoit  qu'il  ne  serait  pas  rigou- 
reux de  ne  pas  tenir  compte  du  frottement  dans  le  calcul  de  la  durée. 
Mais  en  général  on  pourra  s'en  dispenser  comme  l'a  ,fait  M.  Coriolis 
dans  les  applications,  puisque  l'on  ne  considère  pas  cette  hypothèse. 
Comme  il  a  obtenu  les  mêmes  résultats  numériques  que  moi,  je  crois 
inutile  d'en  donner  le  détail.  Je  remarquerai ,  seulement  pour  les  pra- 
ticiens, l'avantage  de  ma  méthode  de  n'opérer  que  sur  des  nombres 
de  très  peu  de  chiffres. 

S.  Il  y  a  un  moyen  général  plus  simple  que  ce  qui  précède,  pour 
voir  à  priori  quel  doit  être  ,  dans  les  divers  cas ,  l'effet  de  la  machine 
en  se  débarrassant  de  la  mesure  du  temps.  Je  prends  la  durée  quel- 
conque d'une  révolution  de  la  machine ,  pendant  laquelle  je  suppose 
qu'un  mouvement  permanent  conduise  la  même  quantité  d'eau  que 
le  mouvement  oscillatoire. 

Si  l'on  considère  seulement  la  résistance  proportionnelle  au  carré 
de  la  vitesse  ou  le  coefficient  (6,  dans  le  cas  du  mouvement  oscillatoire, 
en  supposant  ce  coefficient  le  même  que  dans  le  mouvement  per- 
manent, le  travail  résistant  en  frottement  pour  chaque  tuyau  dans 
chaque  période  est  proportionnel  au  produit  de  la  quantité  d'eau  qui  y 
est  passée  dans  une  même  période,  parla  moyenne  des  carrés  des  vi- 
tesses, pour  chaque  tnyau.  Étant  donné  le  déchet,  abstraction  faite  du 
transport  de  l'eau ,  pour  avoir  le  seul  déchet  qui  doive  être  attribué 
à  la  machine  ,  il  faut  le  multiplier  par  le  rapport  entre  la  différence 
de  la  moyenne  des  carrés  des  vitesses  dans  le  mouvement  oscillatoire 
et  du  carié  de  la  vitesse  moyenne  permanente  dont  il  s'agit,  à  cette 
même  moyenne  des  carrés  des  vitesses. 

On  sait ,  par  la  Géométrie ,  que  la  différence  entre  la  moyenne  des 
carrés  des  ordonnées  d'une  courbe  et  le  carré  de  l'ordonnée  moyenne 
est  souvent  peu  de  chose.  Elle  est  au  moins  peu  de  chose  pour 
le  cercle. 

D'après  mon  précédent  article,  cahier  de  mai,  il  faudrait  que  le 
travail  en  frottement  fut  assez  considérable  relativement  au  travail  de 
la  pesanteur,  pour  que  la  différence  dont  il  s'agit  fût  aussi  grande  que 
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si  la  courbe  des  vitesses ,  ou  la  courbe  ayant  pour  abscisses  les  hau- 
teurs parcourues  dans  le  tuyau  d'ascension  et  pour  ordonnées  les 
vitesses  de  la  colonne  horizontale,  était  formée  de  deux  portions  de 
parabole  et  à  plus  forte  raison  de  deux  triangles.  Or,  même  dans  ce  der- 
nier cas,  il  est  facile  de  voir  par  les  propriétés  de  la  pyramide  qu'un 
quart  seulement  du  déchet  devrait  être  imputé  à  la  machine. 

g.  Les  calculs  précédents  supposent  le  coefTicient  /3  aussi  grand  dans 
\e  mouvement  oscillatoire  que  dans  le  mouvement  permanent,  ce  qui 
n'est  pas,  comme  je  l'ai  dit  dans  mon  précédent  article,  et  dans  un 
Mémoire,  Annales  des  Mines ,  tome  XIII.  L'effet  utile  parait  donc 
réellement  plus  grand;  mais  comme  je  ne  peux  pas  tenir  compte  d'une 
manière  rigoureuse  de  la  perte  de  travail  nécessaire  au  jeu  de  la 
soupape,  le  mode  de  calcul  précédent  est  assez  exact.  C'est  à  cause 
de  cette  différence  quelconque,  entre  les  coefficients  /3  qu'il  est  ration- 
nel de  ne  pas  s'embarrasser  du  terme  de  la  résistance  proportionnelle 
aux  simples  vitesses,  quand  les  vitesses  ne  sont  pas  excessivement 
petites.  Si  elles  l'étaient,  on  serait  conduit,  dans  le  cas  où  l'on  suppose- 
rait le  coefficient  a  seul  et  le  même  que  dans  le  mouvement  uniforme,  à 
un  effet  utile  rigoureusement  égal  à  l'unité,  sauf  le  jeu  de  la  soupape. 
En  effet,  on  n'aurait  plus  à  s'occuper  de  la  différence  entre  le  carré  de 
la  vitesse  moyenne  dans  le  mouvement  uniforme  et  la  moyenne  des 
carrés  des  vitesses  dans  le  mouvement  oscillatoire. 

Quant  à  la  manière  dont  j'ai  déduit  le  véritable  coefficient  /3 ,  dans 
le  mouvement  oscillatoire ,  en  m'appuyant  aussi  sur  quelques  expé- 
riences de  Dubuat,  je  crois  devoir  dire,  en  passant,  que  les  formules 
du  mouvement  de  l'eau  dans  le  siphon  sont  tout-à-fait  de  la  même 
forme  que  les  formules  du  mouvement  de  nos  colonnes  oscillantes  pré- 
cédentes, sauf  le  versement  supérieur;  cela  résulte  de  l'identité  énoncée 
n*  6,  dans  le  cas  où  l'on  ne  tient  compte  que  du  coefficient  /S.  Si  la 
force  vive  est  double  dans  le  siphon,  la  résistance  est  double  et  le 
rapport  de  la  puissance  à  la  résistance  est  le  même  que  dans  mes 
oscillations. 

10.  On  pourrait  se  demander  si  en  employant  la  forme  du  bélier  , 
il  ne  serait  pas  possible  de  faire  une  machine  à  colonne  oscillante , 
sans  autre  choc  que  celui  de  la  soupape  d'arrêt  sur  son  siège  et  dont 
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l'efiFet  utile  serait  analogue  à  celui  de  la  machine  dont  il  s'agit,  sauf 
les  considérations  relatives  au  transport  de  l'eau ,  puisqu'il  y  aurait 
alors  un  retour  vers  la  source. 

J'ai  imaginé  un  appareil  de  ce  genre  à  une  seule  soupape,  en 
substituant  au  réservoir  d'air  et  au  matelas  d'air  du  bélier  un  tujau 
d'ascension  d'une  disposition  particulière.  Cet  appareil  repose  sur  des 
considérations  trop  délicates  pour  que  je  les  expose  ici.  Je  n'en  parle 
en  ce  moment  que  pour  insister  sur  une  propriété  tout-à-fait  distinc- 
tive  de  la  machine,,  objet  de  cet  article,  propriété  qui  la  sépare  de 
plus  en  plus  du  bélier  ,  de  la  machine  de  Manourj  (*)  et  de  toutes 
celles  où  la  force  vive  s'emmagasine  dans  une  colonne  liquide 
sous  une  charge  constante  ou  même  moindre  que  la  chute  naturelle. 

1 1 .  Abstraction  faite  du  frottement  et  des  pertes  de  force  vive ,  pour 
emmagasiner  une  quantité  donnée  de  force  vive ,  une  puissance  est 
obligée  de  parcourir  un  chemin  d'autant  plus  Ion;.'  que  cette  puis- 
sance est  moindre.  Dans  mon  appareil  où  l'eau  descend  bien  plus  bas 
que  le  sol,  la  moyenne  des  pressions  motrices  est  en  général  bien 
plus  grande  que  la  chute.  Pour  emmagasiner  la  même  quantité  de 
force  vive  que  le  bélier,  etc. ,  on  a  donc  un  espace  bien  moins  long 
à  parcourir.  Or  cet  espace  est  un  desjacteurs  du  travail  enjrottement. 

12.  Je  suppose  maintenant  que  pour  emmagasiner  la  même  quan- 
tité de  force  vive,  abstraction  faite  du  frottement,  on  fasse  partir  de 
la  moitié  plus  bas  un  tu}  au  d'ascension  d'un  diamètre  moitié  moindre. 
La  quantité  d'eau  entrée  dans  une  même  fraction  de  la  longueur  plus 
considérable   du    tuyau   d'ascension   sera    toujours  moitié    moindre 

pour  une  oscillation.  Je  veux  dire  que  si  —  de  la  hauteur  est  rempli, 
quand  ce  —  aura  une  longueur  moitié  plus  grande  et  un  diamètre 

moitié  moindre,  il  contiendra  la  moitié  moins  d'eau;  mais  aussi 
elle  sera  tombée  d'une  hauteur  moitié  plus  grande  et  il  y  aura  com- 
pensation. Or,  par  la  raison  même  que  la  quantité  pénétrée  ainsi 
sera  moitié  moindre,  le  chemin  parcouru  dans  la  conduite  horizon- 
tale sera  moitié  moindre,  cela  diminuera  le  travail  eu  frottement; 
mais  la  moyenne  des  vitesses  serait  la  même  sans  ce  frottement. 

(*)  Essai  sur  la  composition  des  Machines,  par  Laalz  et  Bétaucourt,  p.  1 1  et  12. 
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On  peut  ainsi  emmagasiner  une  même  quantité  donnée  de  force 
vive,  en  éprouvant  diverses  quantités  de  travail  résistant  à  cause  des 
différences  dans  les  chemins  parcourus. 

Mais  on  pourrait  se  tromper  dans  les  applications  de  cette  idée  à  la 
machine.  Ainsi  sous  une  chute  motrice  donnée,  je  préviens  qu'on 
ne  peut  pas  à  volonté  ,  pour  emmagasiner  une  même  quanlité  de 
force  vive,  faire  partir  l'eau  d'une  plus  grande  profondeur;  mais  on 
peut  diminuer  le  diamètre  du  tuyau  d'ascension  dont  la  longueur  est 
à  peu  près  déterminée  d'avance.  Dans  ce  cas,  on  diminue,  comme 
on  va  voir,  la  durée  de  l'oscillation  et  cependant  on  diminue  la 
quantité  d'eau  qui  passe,  en  un  temps  donné  ,  par  le  système. 
Abstiaction  faite  du  frottement ,  la  quantité  de  force  vive  emmaga- 
sinée est  proportionnelle  à  la  section  du  tuyau  d'ascension  quand 
l'eau  arrive  à  une  hauteur  donnée  (*).  On  voit  que  la  moyenne  des 
vitesses,  dans  une  même  conduite  horizontale,  est  à  peu  près  propor- 
tionnelle à  la  racine  carrée  de  cette  section  ou  à  son  diamètre.  Le 
chemin  parcouru  dans  la  conduite  est  en  raison  de  cette  section;  la 
durée  d'une  oscillation  est  donc  en  raison  de  son  diamètre. 

Abstraction  faite  du  transport  de  l'eau ,  on  augmente  l'effet  utile  de 
la  machine  en  diminuant  ainsi  dans  toute  son  étendue  le  diamètre  du 
tuyau  d'ascension.  Le  rapport  du  travail  résistant  en  frottement  au 
travail  moteur  est  en  raison  de  la  section  du  tuyau  d'ascension  pour 
un  même  tnyau  de  conduite,  abstraction  faite  du  frottement  dans  le 
tuyau  d'ascension.  Voyez  mon  précédent  article,  cahier  de  mai ,  n"  33. 

i3.  Or,  il  s'agit  de  voir,  au  moyen  du  n°  8  ,  comment  les  choses  se 
passent  relativement  au  transport  de  l'eau.  Nous  savons  déjà  que 
l'effet  utile  est  augmenté  en  vertu  du  rétrécissement,  abstraction 
faite  du  transport.  La  courbe  ayant  pour  ordoiuiées  les  vitesses  dans 
la  conduite,  et  pour  abscisses  les  hauteurs  obtenues  dans  le  tuyau 
d'ascension,  est  donc  moins  déformée,  et  nous  sommes  plus  près  des 
limites  pour  lesquelles  la  différence  entre  le  carré  de  l'ordonnée 
moyenne  d'une  courbe  et  la  moyenne  des  carrés  des  ordonnées  est 
peu  de  chose.  Or,  en  la  supposant  aussi  grande  ,  le  déchet  déjà  trouvé 

(*)  Il  est  essentiel  de  couiiaitre  mon  premier  article,,  pour  bien  saisir  tous  les 
détails  de  celui-ci. 
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étant  moindre  que  dans  l'autre  cas,  sa  fraction  ,  qui  est  le  déchet  défi- 
nitif, sera  également  moindre. 

Quoique  l'on  ait  un  effet  utile  plus  grand ,  il  faut  avoir  égard  au 
volume  débité  par  seconde  relativement  au  diamètre  des  tuyaux. 
Si  ce  volume  était  trop  petit,  on  ne  se  donnerait  pas  la  peine  de  faire 
de  gros  tuyaux  pour  alimenter  une  petite  fontaine.  H  y  a  même  des 
cas  où  la  machine  ne  donnerait  pas  un  débit  assez  grand  ,  lors  même 
que  le  tuyau  d'ascension  serait  aussi  large  que  la  conduite.  Or,  il  y 
a  un  moyen  très  simple  d'y  remédier  en  diminuant  ,  il  est  vrai , 
l'effet  utile.  Il  suffit  d'élargir  le  tujau  d'ascension ,  au  lieu  de  le 
rétrécir.  L'augmentation  du  chemin  parcouru  par  la  pression  motrice 
augmentera  la  force  vive  moyenne.  Abstraction  faite  des  pertes  de 
force  vive  la  moyenne  des  vitesses  sera  toujours  comme  le  diamètre 
du  tuyau  d'ascension  pour  une  même  conduite,  par  la  même  raison 
qu'au  n°   12  (*). 

Étant  donné,  un  tuyau  de  conduite  d'un  diamètre  déterminé,  on 
peut  ainsi  régler  la  quantité  d'eau  débitée  par  la  machine  selon  les 
besoins  de  la  localité.  Je  dois  ajouter,  d'après  ce  qui  a  été  dit  dans 
le  premier  article,  que,  sauf  le  frottement  dans  le  tuyau  d'ascension  , 
la  même  formule  servira  à  calculer  le  travail  en  frottement,  au  moyen 
du  rapport  entre  le  chemin  parcouru  dans  la  conduite  horizontale  au 
diamètre  de  cette  conduite  pour  chaque  oscillation. 

Faisons  abstraction  encore  ,  pour  un  moment ,  du  frottement  dans 
le  tuyau  d'ascension  ,  afin  de  trouver  la  forme  la  plus  avantageuse  de 
ce  tuyau. 

14.  Considérons  l'oscillation  ascendante,  sans  nous  occuper  d'abord 
de  l'autre.  Si  le  tuyau  est  indéfiniment  prolongé,  abstraction  faite  du 
frottement,  on  ne  diminuera  pas  la  hauteur  de  l'oscillation ,  en  don- 
nant au  tuyau  d'ascension  la  forme  d'un  sablier,  engendré  par  la  révo- 
lution d'une  courbe  dont  les  ordonnées  varieraient  symétriquement 
au-dessus  et  au-dessous  du  niveau  de  la  source.  On  peut,  sans  di- 
minuer la   quantité  versée  par   le   sommet ,    rétrécir  de  cette   nia- 


(*)  Ce  tuyau  supposé  vertical  devra  quelquefois  être  incliné  ou  former  uue 
certaine  courbe  ;  je  reviendrai  dans  un  autre  article,  sur  les  détails  utiles  pour 
éviter  les  pertes  de  force  vive  dans  les  applications. 
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nière  le  milieu  du  tuyau  d'ascension,  au  moins  dans  certaines  limites, 
puisqu'on  ne  changera  pas  la  hauteur  du  centre  de  gravité  de  l'eau. 

Par  des  dispositions  de  ce  genre,  je  resserre  par  son  milieu,  la 
courbe  des  vitesses  dans  la  conduite.  Si  donc  on  rétablit  l'hypothèse  du 
frottement  dans  cette  conduite  horizontale,  pour  obtenir  le  même  ver- 
sement supérieur  on  aura  moins  de  travail  résistant  à  y  surmonter.  Le 
chemin  parcouru  et  la  moyenne  des  carrés  des  vitesses  dans  la  conduite 
doivent  être  des  minima  pour  chaque  quantité  d'eau  versée  au  sommet 
du  tuyau  d'ascension.  La  forme  de  sablier,  dont  je  viens  de  parler,reni- 
plit  assez  bien  cette  condition  ,  puisque  les  vitesses  sont  d'autant  plus 
grandes  dans  la  conduite  que  la  colonne  approche  plus  des  environs 
du  milieu  de  sa  course;  or,  c'est  précisément  alors  que  celte  forme  du 
tuyau  d'ascension  modiKe  le  plus  puissamment  le  chemin  parcouru 
dans  la  conduite  horizontale. 

i5.  Il  y  a  aussi  des  circonstances  où  l'on  doit  se  proposer  d'élever 
l'eau  le  plus  hajt  possible  avec  une  chute  donnée.  Comme  je  l'ai  dit 
dans  mon  précédent  article,  c'est  à  partir  d'une  certaine  quantité  au- 
dessous  du  niveau  de  la  source,  qu'il  faut  commencer  à  rétrécir  le 
tuyau  d'ascension  pour  obtenir  la  hauteur  maximum;  quand  il  y 
a  des  résistances  passives,  cela  est  confirmé  par  l'expérience;  le 
maximum  de  force  vive  a  lieu  avant  que  la  colonne  atteigne  le  niveau. 
Mais  quand  on  est  obligé  de  tenir  compte  à  un  certain  point  dn  frotte- 
ment dans  le  tuyau  d'ascension  ,  si  la  conduite  n'est  pas  très  longue, 
la  forme  du  tuy  m  d'ascension  doit  être  modifiée  d'après  les  principes 
suivants: 

La  partie  basse  du  tuyau  d'ascension  frotte  pendant  toute  la  durée  des 
oscillations  ascendante  et  descendante.  Il  est  donc  important  qu'elle  ne 
soit  pas  ré trécie  assez  pour  faire  éprouver  un  frottement  considérable. 
Il  faut  rétrécir  le  tuyau  graduellement  à  partir  du  bas ,  et  ne  le  ré- 
trécir qu'à  partir  d'une  certaine  hauteur  d'une  manière  très  notable. 
Si  la  section  du  tuyau  est  déjà  rétrécie  de  moitié ,  ce  qu'il  y  a  de 
plus  important  est  fait  relativement  a  la  diminution  du  chemin  du  frot- 
tement dans  la  conduite.  Or,  le  rétrécissement,  aux  environs  du  ni- 
veau, abstraction  faite  de  la  diminution  du  chemin  parcouru,  aug- 
mente peu  la  hauteur  obtenue  dans  le  tuyau  d'ascension ,  puisque  le 
produit  de  l'eau  qui  occupe  le  tuyau  à  ces  environs ,  par  la  distance  de 

60  . 
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son  centre  de  gravité  au-dessus  ou  au-dessous  du  niveau,  est  peu  de 
chose.  C'est  vers  le  haut  du  tuyau  d'ascension  qu'il  est  le  plus  impor- 
tant de  le  rétrécir,  pour  obtenir  la  hauteur  maximum  du  point  de 
veiseraent.  Le  sommet  devra  s'élargir  ensuite  graduellement,  pour 
que  le  versement  se  fasse  avec  peu  de  vitesse. 

On  peut  donc  se  représenter  alors  assez  bien  la  forme  du  tuyau 
d'ascension  par  celle  d'une  fiole  allongée,  qui  s'évase  au  sommet  du 
goulot ,  pour  faciliter  le  versement. 

i6.  Il  y  a ,  comme  on  voit,  deux  circonstances  essentielles  qui 
doivent  influei'  sur  la  détermination  de  la  forme  du  tuyau  d'ascension: 
1°.  celle  où  l'on  peut  négliger  le  frottement  dans  ce  tuyau;  2'.  celle  où 
il  ne  peut  être  négligé  et  où  l'on  veut  verser  l'eau  !e  plus  haut  possible. 

17.  Pour  calculer  le  frottement  dans  les  parties  de  ce  tuyau  dont  le 
diamètre  ne  varie  pas  trop  rapidement  ,  on  peut  se  servir  de  considé- 
rations relatives  à  la  théorie  des  centres  de  gravité.  Je  suppose  que  l'on 
coimût  la  loi  de  la  variation  des  carrés  des  vitesses,  le  frottement  serait 
à  chaque  instant  proportionnel  dans  chaque  portion  de  tuyau  rétréci  à 
la  longueur  qui  en  serait  occupée  ,  par  le  carré  de  la  vitesse  de  l'eau 
qui  s'y  meut.  Si  donc  nous  connaissions  la  courbe  des  carrés  des  vi- 
tesses,  dans  chaque  tuyau  partiel ,  la  résistance  varierait  dans  chaque 
tuyau  partiel ,  comme  le  moment  de  l'ordonnée  correspondante  par 
rapport  à  l'origine  de  ce  tuyau  partiel.  Le  travail  total  résistant  dans 
l'intérieur  de  ce  tuyau  partiel  jusqu'à  ce  qu'il  soit  rempli,  sem  donc 
proportionnel  au  produit  de  la  surface  de  la  courbe  des  carrés  des 
vitesses  relative  à  ce  tuyau ,  par  la  hauteur  du  centre  de  gravité  de 
cette  courbe  au-dessus  de  1  origine  dont  il  s'agit. 

Si ,  par  exemple ,  on  considérait  le  frottement  dans  toute  l'éten- 
due du  tuyau  d'ascension  sans  versement,  et  que  son  travail  résistant 
fût  peu  de  chose  relativement  à  celui  de  la  pesanteur ,  on  trouverait 
que  la  longueur  du  tuyau  d'ascension  à  laquelle  on  devrait  avoir  égard 
dans  le  calcul  du  frottement ,  serait  environ  la  moitié  de  la  longueur 
cie  ce  tuyau  d'ascension ,  les  carrés  des  vitesses  variant  comme  les 
cercles  d'une  sphère,  puisque  les  tuyaux  horizontaux  sont  toujours  très 
longs.  Quand  le  travail  en  frottement  est  considérable,  et  que  la  hau- 
teur de  l'ascension  est  assez  considérablement  diminuée,  le  point  au- 
quel la  colonne  arrive  quand  la  vitesse  est  un  maximum  se  trouvant 
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baissé,  on  peut  faire  le  calcul  relalivement  au  tuyau  d'ascension  ,  au 
moyen  de  principes  analogues. 

Au  reste,  il  serait  inutile  d'insister  en  ce  moment  sur  ce  mode  de 
calcul,  pour  la  forme  rigoureuse  du  tuyau  d'ascension;  elle  doit  aussi 
être  combinée  en  tenant  compte  du  mouvement  dans  la  décharge  ; 
et  d'ailleurs  la  nature  du  frottement  d'une  colone  oscillante  qui 
pénètre  dans  un  tuyau  d'ascension  sans  le  trouver  rempli  d'avance, 
n'est  pas  assez  connue  dans  l'état  actuel  de  la  science.  J'en  ai  donné 
une  idée  dans  les  Annales  des  Mines ,  tome  XIII,  ainsi  que  dans  mon 
précédent  article,  et  je  publierai  sous  peu  un  Mémoire  à  ce  sujet  ; 
il  me  suffit,  pour  le  moment,  de  dire  que  le  coefficient  du  frotte- 
ment dans  ce  cas  est  bien  moindre  qu'on  ne  l'avait  pensé  jusqu'à  ce 
jour;  il  est  moindre  que  dans  le  mouvement  permanent  au  moins 
quand  le  tuyau  d'ascension  n'est  pas  trop  long  relativement  à  son 
diamètre. 

i8  Pour  achever  de  donner  une  idée  des  propriétés  dislinctives  du 
système ,  revenons  un  moment  au  cas  où  faisant  abstraction  du  frot- 
tement, on  considérerait  des  oscillations  d'une  amplitude  indéfinie. 
-Od  a  vu,  dans  mon  précédent  article,  comment  les  pressions  en  un 
jioint  donné  dépendent  de  l'amplitude  de  l'oscillation,  quand  le  tuyau 
horizontal  est  très  long.  Considérons  un  point  situé  aux  environs  du 
jiiveau  du  réservoir  de  décharge.  Pendant  une  moitié  environ  de  la 
durée  des  oscillations,  ce  point  ne  sera  pas  il  est  vrai  pressé  par 
la  colonne.  Mais  si  l'amplitude  est  très  grande,  par  rapport  à  la  hau- 
teur de  chute,  la  moyenne  des  pressions  sera  aussi  très  grande,  rela- 
tivement à  cette  hauteur,  pendant  l'autre  moitié.  Ainsi ,  quoique 
pendant  une  moitié  du  temps,  la  pression  exercée  par  l'eau  sur  le 
point  dont  il  s'agit  soit  nulle;  cependant  la  moyenne  des  pressions 
supportées  par  ce  point  sera  bien  plus  grande  que  dan<  le  cas  où  la 
colonne  serait  en  équilibre  avec  le  réservoir  de  la  source.  Si  donc 
nous  plaçons  au  point  dont  il  s'agit,  un  branchement  qui  d'ailleurs 
ne  débite  par  trop  d'eau  relativement  à  celle  qui  passe  dans  le 
tuyau  d'ascension,  ce  branchement  débitera  plus  d'eau,  même  dans 
le  cas  où  nous  aurons  à  considérer  quelque  travail  en  frottement, 
que  dans  le  cas  où  nous  ne  produirions  pas  d'oscillation.  Il  faudrait 
tenir  compte  de  l'inertie  de  l'eau  du  branchement  dans  les  mouve- 
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ments  oscillatoires,  s'il  était  loug  ;  mais  le  principe  est  nouveau,  comme 
celui  de  mon  jet  d'eau  oscillant  dans  l'air  libre  (  voyez  mon  premier 
article')  sur  lequel  repose  un  appareil  dont  je  ne  peux  parler  ici,  où 
ce  jet  oscillant  distribue  l'eau  à  plusieurs  étages  en  passant  sur  des 
réservoirs  superposés  comme  les  marches   d'un  escalier. 

ig.  Il  est  facile  maintenant  de  voir  en  quoi  mon  principe  diffère  de 
ceux  qui  semblent  d'abord  analogues. 

Les  phénomènes  de  la  percussion  des  liquides  sont  le  principe  du 
bélier  de  Montgolfier  et  de  la  colonne  oscillante  de  Manowj.  La 
machine  de  Manourj  ne  marche  pas  quand  on  supprime  le  diaphragme 
sur  lequel  sa  co\onne  s'écrase  dans  la  descente,  comme  toute  veine 
liquide  choquant  un  plan  et  conservant  une  vitesse  horizontale  sur 
le  sol.  D'après  la  description  de  Lanfz  et  Bétancourt,  reproduite  par 
Navler ,  quand  même  il  n'j  aurait  pas  de  Jrottement ,  l'eau  ne  pour- 
rait monter  au  double  de  la  hauteur  de  chute  ,  si  son  tuyau  d'ascen- 
sion n'était   pas  rétréci  par  le  haut  (*). 

La  percussion  des  liquides  est  au  contraire  une  des  choses  que 
j'évite  dans  mon  système  où  l'eau  entre  sans  choc,  et  d'où  elle  sort 
sans  vitesse  sensible.  Lorsque  j'aurai  donné  la  description  de  mes 
autres  appareils  et  de  leurs  modifications,  on  verra  que  cette  pro- 
priété ne  suffit  pas  pour  particulariser  le  système  principal. 

S'il  n'y  avait  pas  de  frottement,  je  pourrais  verser  l'eau  à  une 
hauteur  indéfinie^  sans  être  obligé  de  rétrécir  le  tuyau  d'ascension, 
ni  d'emmagasiner  la  force  vive  au  moyen  d'un  écoulement  extérieur 
pendant  l'oscillation  ascendante ,  ce  dont  on  ne  peut  se  dispenser  dans 
le  bélier,  et  je  me  procurerais,  sur  un  branchement  dans  certaines 
circonstances ,  des  pressions  dont  la  moyenne  serait  indéfinie.  Cette 
idée,  distinctlve  comme  principe,  nest  cependant  pas  celle  sur  la- 
quelle je  dois  le  plus  spécialement  insister. 


(*)  Essai  sur  la  composition  des  Machines,^,  il  et  12.  Celle  descripiion  est 
faite  d'après  les  reuseigaeinenis  dounes  par  Manoury  d'Ectot  lui-iuéiae.  On  ne 
dit  nulle  pari  que  l'on  puisse  augmenter  ou  diminuer  la  hauteur  obtenue  par  sa 
colonne  oscillante  ,  en  eugagcaul  l'oritice  dans  l'eau  du  bief  inférieur.  Sa  colonne 
ascendante ,  eu  verlu  de  phénomènes  peu  connus ,  devant  alors  se  charger  d'une 
partie  de  l'eau  du  bief  inférieur,  on  ne  peut  prévoir  ui  le  retard  qui  en  résultera 
ni  l'ensemble  des  pertes  de  force  vive  dans  la  confusion  des  mouvements. 
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Au  moyen  de  deux  tuyaux  d'ascension,  l'eau  est  toujours  en  mou- 
vement dans  la  conduite  d'arrivée.  Elle  est  aussi  toujours  en  mouve- 
ment dans  le  tuyau  de  de'charge ,  quand  ce  dernier  a  la  longueur  suffi- 
sante ,  et  l'eau  ne  revenant  pas  vers  sa  source ,  n'éprouve  guère  d'autre 
résistance  passive  que  celle  qui  ne  pourrait  être  évitée  dans  son  trans- 
port par  un  mouvement  permanent  dans  de  longs  tuyaux.  Il  est  fa- 
cile de  voir  que  si  le  tuyau  de  conduite  de  la  machine  de  Manoury 
était  d'une  certaine  longueur,  au  lieu  de  monter  l'eau  s'échapperait 
par  la  solution  de  continuité  pratiquée  au  bas  du  tuyau  d'ascension, 
à  cause  de  son  peu  de  vitesse  ascensionnelle. 

L'eau  étant  amenée  avec  des  vitesses  variables,  le  maximum  de  ces 
vitesses  variables  est  plus  grand  que  la  vitesse  moyenne  permanente 
qui  suffirait  pour  amener  la  même  quantité  d'eau  dans  le  même 
temps;  si  donc  il  y  avait  quelque  dépôt  accidentel,  on  aurait  pério- 
diquement une  chasse  plus  forte  que  dans  le  mouvement  permanent 
dont  il  s'agit.  La  moyenne  des  carrés  des  vitesses  étant  d'ailleurs  plus 
grande  que  le  carré  de  la  vitesse  moyenne  ne  le  serait  dans  le  mou- 
vement permanent,  c'est  une  nouvelle  raison  pour  compter  sur  une 
chasse  plus  forte. 

Pour  emmagasiner  une  même  quantité  de  force  vive,  on  a  moins  de 
travail  en  résistances  passives  à  surmonter  que  dans  le  bélier  et  les 
autres  machines;  la  pression  motrice  moyenne  est  plus  grande  et  le 
chemin  parcouru  par  ces  résistances  est  moindre. 

20.  On  pourrait  aussi  comparer  ce  système  à  la  machine  à  colonne 
d'eau  où  le  liquide  ne  revient  point  vers  sa  source.  Il  aura  évidemment 
pour  les  cas  oii  il  est  applicable,  l'avantage  d'éviter  le  frottement 
du  piston  de  la  machine  à  colonne  d'eau  on  la  compression  de  l'air 
dans  la  machine  de  Schemnitz.  Il  débitera  donc  alors  beaucoup  beau- 
coup plus  d'eau  que  ces  machines.  Dans  un  cas  particulier  qui  n'est 
pas  celui  où  il  est  le  plus  avantageux,  M.  Coriolis  trouve,  comme 
moi ,  qu'il  élèvera  environ  1 5o  pouces  d'eau  avec  un  effet  utile  de 
0,95  ;  d'après  les  évaluations  de  M.  Ducros  ,  Mémoire  sur  l'alimenta- 
tion  des  Canaux,  c'est  à  peu  près  un  dixième  de  ce  qui  suffit  ordi- 
nairement au  point  du  partage  du  canal  du  Languedoc  pour  alimenter 
un  des  versants.  On  voit  même,  par  d'autres  évaluations,  que  celui  des 
deux  qui  exige  le  moins  d'eau  dépense  ordinairement  18,000  mètres 
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cubes  par  jour.  (Voyez  Histoire  de  la  Navigation  intérieure  de  la 

France;  par  M.  Dutens,  tome  I,  p.  171.) 

21.  Héron  d'Alexandrie  inventa  le  premier  une  machine  à  élever 
l'eau  où  se  présente  le  principe  de  l'oscillation  des  liquides. 

En  1726,  Denizard  et  de  La  Deuille  ont  inventé  la  machine  à  co- 
lonne d'eau  où  ce  principe  se  retrouve. 

En  1775  ,  Witehurst  a  inventé  un  bélier  hydraulique. 
En   1797,  Montgolfier  en  a  présenté  un  tout  différent. 
En   1812,  Manoury  d'Ectot  a  inventé  une  machine   à  colonne  os- 
cillante. 

On  a  toujours  bien  su  qu'on  pouvait  élever  de  l'eau  par  une  pre- 
mière oscillation  dans  un  tuyau  de  conduite ,  cette  idée  ne  mérite 
pas  d'être  réclamée  ;  mais  le  problème  consistait  à  recommencer  en 
vidant  le  tuyau  d'ascension   d'une  manière  convenable. 

Ces  diverses  solutions,  la  machine  à  colonne  deau,  le  bélier  et  la 
colonne  oscillante  n'ont  au  fond  d'autre  rapport  entre  elles,  et  avec 
ma  propre  solution,  que  le  principe  de  l'oscillation  de  l'eau,  prin- 
cipe connu  de  toute  antiquité.  Personne  ne  peut  s'en  attribuer  l'in- 
vention: car  il  nous  est  révélé  par  le  jeu  des  vagues  dans  le  creux 
de  rochers  ,  et  l'on  trouve  même  sur  plusieurs  côtes  des  corps  de  bélier 
naturels. 

Dès  l'année  1766 ,  Borda  avait  publié  ,  dans  les  Mémoires  de  l'Aca- 
démie des  Sciences ,  sur  les  oscillations  de  l'eau  dans  un  tube  vertical, 
une  expérience  d'un  genre  indiqué  trente  ans  auparavant  par  Daniel 
Bernouilli.  T^ojez  les  expériences  de  ce  àevmev ,  Hjdrodynamicœ , 
1-58,  pages  i4i  — 145>  il  avait  même  employé  des  tubes  coniques. 
Le  fait  suivant  suffira  d'ailleurs  pour  prouver  que  la  difficulté  des 
problèmes  dont  il  s'agit,  consistait  uniquement  a  reproduire  indéfini- 
ment, d'une  manière  convenable,  des  effets  connus  et  expliques  depuis 
long-temps.  Bossut,  qui  a  varié  l'expérience  de  Borda,  plus  de  vingt 
ans  avant  Montgolfier,  avait  lui-même  expliqué  pourquoi  quelque- 
fois l'eau  qui  sort  par  un  ajutage  saillit  plus  haut  que  ne  le  demande 
la  hauteur  du  réservoir.  Ou  peut  voir  avec  détail  son  explication, 
Hydrodynamique,  tome  II,  p.  10 1  ,  1775. 
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Théorèmes  sur  les  Polygones  réguliers  considérés  dans  le 
cercle  et  l'ellipse  ; 

Par  m.  O.   TERQUEM. 


1"  Théorème.  Si  le  nombre  des  côtés  d'un  polygone  inscrit  dans 
un  cercle  est  un  nombre  premier,  le  rapport  du  périmètre  de  ce  po- 
lygone au  rayon  est  incommensurable. 

Démonstration.  Soit  n  le  nombre  des  côtés  d'un  polygone  régulier 
inscrit  dans  un  cercle  dont  le  rayon  est  pris  pour  unité  ;  soit  p  le 
périmètre;  on  aura 

p  =  in  sm  —  ,     p=  qfi*  s\n'  —  =  2n  l  i  +  cos  —  ). 

Or,  le  trinôme  se*  —  a-rcosm.—  -4-  i  ,    m  étant  un   nombre   entier 

quelconque,  est  facteur  du  binôme  x'  —  i,  et  lorsque  ?i  est  un 
nombre  premier  plus  grand  que  3,  ce  facteur  est  irrationnel  (Gauss  , 
Disquisitiones  arithmeticœ,  §  341,  p.  5g9,édit.  de  1 801;  ou  Legendre, 

Théorie  des  Nombres j  2' édit, ,  p.  439);  donc  cos  ^  est  irrationnel; 

2'  .  .  .     1^       •     •  • 

donc  sin'  —  est  irrationnel,  et  à  plus  forte  raison  sm  —  ;  ainsi  p  est  ir- 

rationnel  lorsque  n  est  un  nombre  premier.  C  Q.  F.  D. 

Première  observation.  Pour  7z  =  1  ou  «  =  2 ,  la  valeur  de  sia  — 
devient  rationnelle;  ainsi  le  théorème  n'a  lieu  qu'à  partir  de  n  =  5. 

Deuxième  observation.   On  a  sin* f- cos'—   =   i;    donc    aussi 

cos'—  et  par  conséquent  cos—  est  irrationnel.   (  Euclidc ,   liv.    10, 

prop.  21  ,   lemme.) 

2"  Théorème.  Le  périmètre  de  tout  polygone  régulier,  l'hexagone 

Tome  m.  —  Septebure  iSJS-  6i 
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excepté,  inscrit  dans  une  circonférence,  est  irrationnel  ;  le  rayon  est 
pris  pour  unité. 

Démonstration.  Soit  ti  un  nombre  premier  au-dessus  de  5  ;  /■  un 
nombre  entier  quelconque,  et  rn  le  nombre  des  côtés  du  polygone 
dont^  est  le  périmètre.  On  a 


Soit 
d'où 


p  =  2rn  sm  —  ,     p'  =  ^r'n'  (  i  +  cos  ^  j 


4' 

^  =  rjc; 


4'  r(r i) 

<^os  — -  =  cos'  a- i ^  cos'~\r  sm\r  +  etc. 


n  4'         •        •  4' 

cos—  est  irrationnel  (i"  théorème);  donc  cos  x  ou  cos  —  est  irra- 
tionnel ;  donc  p  est  irrationnel.  C.  Q.  F.  D. 

Observation.  On  démontre  de  même  que  cos"  —   et  sin'  —  sont  ir- 

'  rn  rn 

rationnels  et  aussi  cos— ;  lorsque  n=2,  r  =  A,  alors  cos'^'  =  -. 

5'' "Théorème.  Le  périmètre  de  tout  polygone  régulier,  excepté  le 
carre  circonscrit  au  cercle,  est  irrationnel;  le  rayon  du  cercle  est  pris 
pour  unité. 

'démonstration.  Soit,  comme  dessus,  rn  le  nombre  des  côtés  du  po- 
lygone circonscrit  ;  son  périmètre  est  égala  2rn  tang  — ;  or  cos"  —  est 
'  r  b  o  m  '  rn 

irrationnel  (excepté  pour  r=nz=2);  donc  — —^  ou     i  H-tang*  —  est 

rn 

irrationnel; de  là  ou  conclut  que  tang  -    est  irrationnel.   C.  Q.  F.  D. 

Première  observation.  On  démontre  de  même  que  le  carré  est  le 
seul  polygone  régulier  inscrit  et  circonscrit  dont  l'aire  divisée  par  le 
carré  du  rayon,  donne  un  quotient  rationnel. 

Deuxième  observation.  On  n'est  pas  en  droit  de  conclure  de  ces 
trois  théorèmes  que  la  circonférence  divisée  par  le  diamètre  ou  le 
cercle  divisé  par  le  carre  du  rayon  donnent  des  quotients  irrationnels; 
Car  l'arc  infiniment  petit  difïèro  toujours  essefitiellement  de  sa  corde  ; 
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l'arc  de  cercle ,  même  iafiniment  petit ,  n'est  déterminé  que  par  trois 
points ,  tandis  que  deux  suffisent  pour  déterminer  sa  corde.  De  là 
résulte  aussi  qu'en  mécanique  un  point  matériel  qui  se  meut  sur  un  arc 
'lifterentiel  ne  peut  être  considéré  comme  se  mouvant  sur  la  corde. 
Toutefois,  on  peut  admettre  que  le  rapport  de  leurs  longueurs 
est  égal   à  l'unité. 

4"  Théorème.  Si  dans  une  conique  deux  segments  sont  équivalents , 
les  demi-diamèlres  qui  passent  par  le  milieu  des  cordes  sont  propor- 
tionnels aux  flèches ,  c'est-à-dire  aux  parties  de  ces  demi-diamètres  in- 
terceptées entre  la  corde  et  l'arc  ;  et  vice  versa. 

Démonstration.  Ellipse;  a*j^ -^b*x^:^a'^b^ ,  «sangles  des  axes, 
A  =  aire  de  segment  formé  par  la  corde  27.  On  a 

A  =  «è  sinaarccos  =  -  —  jrysina; 


taisons  x  =  am  ;       alors    j  =  h\/ 1  —  /n* 

et  A  =  «i>sina  cos=  m  —  ahm  \/i — m'.sina; 

or,  rtèsin  a  est  une  quantité  constante;  donc  si  m  est  constant,  A  l'est 
aussi.  C.  Q.  F.  D. 

Observation.  La  propriété  est  évidente ,  en  considérant  l'ellipse 
comme  une  projection  orthogonale  du  cercle. 

Hyperbole  :  xy  =.  tn' ,  équation  d'une  hyperbole  équilatère  ; 

x  ,  y',  x" ,  y" ,  coord.  des  extrémités  du  segment  dont  l'aire 
est  A;  on  a 

A  =  —  (^ — V  , 2  log  —  );  le  logarithme  est  népérien. 

Faisons     x"  =:nx' ,     d'où    y"  ^j  ,     et     A= — ( 2  log  ^ij. 

Le  diamètre  qui  passe  par  le  milieu  de  la  corde  a  pour  équation 

r 
y  =   ~  x; 

ce  diamètre  rencontre  la  courbe  en  un  point  dont  les  carrés  des  coor- 
données sont 

nm-x'  m'y 

y  nx'  ' 

61. 
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désignant  par  d  la  longueur  du  demi-diamètre  ,  l'on  trouve 

désignant  par  l  la  distance  du  centre  au  milieu  de  la  corde,  on  a 

Ainsi ,  si  j  est  constant ,   n  et  par  conséquent  A  sont  constants. 

C.  Q.  F.  D. 

Observation.  Si  l'hyperbole  n'est  pas  équilatère ,  a  étant  l'angle  des 
asymptotes,  il  suffit  de  remplacer  x',x",  m"  par  jr'sina,  j;"sina, 
wj*  sin  a  ;  les  raisonnements  et  les  calculs  sont  les  mêmes. 

Parabole  :  y^=px ,  a  =  angle  des  axes  ,  2j  =  corde  du  segment, 
on  a 

A  =1  x'  sin  a  \^px'. 

Soient  a,  è  les  coordonnées  de  l'origine  relativement  aux  axes  prin- 
cipaux; p'  le  paramètre  par  rapport  aux  mêmes  axes;  on  a 

•p=p'-|-4«,     sin"a  =  — ,     delà     A  =  -  x's/ p' jc' ; 

donc  si  x'  est  constant,  A  l'est  aussi.  C.  Q.  F.  T. 

Première  observation.   En   partant  de   l'équation   générale  ...... 

j''  =  inx  -\-  nx'',  le  calcul  intégral  fournit  une  démonstration  appli- 
cable aux  trois  coniques. 

Deuxième  observation.  Un  trapèze  étant  inscrit  dans  une  conique , 
les  côtés  non  parallèles   interceptent  des  segments  équivalents. 

Définition.  Un  polygone  inscrit  dans  une  ellipse  est  régulier ,  lors- 
que les  côtés  interceptent  des  segments  équivalents. 

5'.  Théorème.  Dans  tout  polygone  régulier  inscrit  dans  une  ellipse, 
la  somme  des  carrés  des  demi-diamètres  passant  par  les  sommets  du 
polygone  est  égale  au  carré  de  la  corde  du  cadran  elliptique  multi- 
plié par  la  moitié  du  nombre  des  côtés. 

Démonstration.  Soit  n  le  nombre  des  côtés;  a  un  demi-diamètre 
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passant   par  un   sommet;   b  le   demi-diamètre   conjugué   à  a;   /'la 

somme  des  carrés  des  demi-diamètres ,  et  ip  =  —  ;  il  est  facile  de  voir 

que  l'on  a 

/"  =  a^  [  I  4-  ces'  (p  -f-  cos'  2<p  -f-  cos"  5cp  + . .  .  co?,^J.n  —  i  )<p\ 
-j-Zi*  [sin='(p-f-  sin'.2cp-f-sin'  3(p  -f- sin'  (« —  \)(p\. 

On  sait  que  les  coefficients  de  «'  et  de  b^  sont  égaux  chacun  à  -  ;  dont 

/'  =  "  («"  +  b').  C.  Q.  F.  D. 

i"^  Corollaire.  A  étant  l'aire  du  polygone,  on  a    A  =  -  «aèsin<p  : 

a  el  b  désignent  ici,  et  dans  ce  qui  suit,  les  demi-axes  principaux. 

2'   Corollaire.  Soit  D*  la  somme  des  carrés  des  distances  du  centre 
aux  milieux  des  côtés  ;  on  trouve 

U'  =  -  (a'  -{-  b  )  cos  -  (p. 

3*  Corollaire.  Soit  S' la  somme  des  carrés  des  côtés  du  polygone , 
on  trouve 

S"  =  2/i  (fl°  +  6'')sin''  -  <p  ;  d'où  S  =  2D  tang  -  p. 

4  '  Corollaire.  Soit  P~"  la  somme  des  puissances  —  2  des  perpendi- 
culaires abaissées  du  centre  sur  les  côtés ,  on  trouve 


a' b'\i  +  cos  ip)  na'O'cos^^çi 

5'  Corollaire.  Soient  a ,  l'angle  du  premier  demi-diamètre  avec  le 
second  j  a',  l'angle  du  second  demi-diamètre  avec  le  troisième  et  ainsi 
de  suite  ;  on  aura 

•  /        .^  1  (a'  +  ^0  ^  ^ 

cot  a  +  cot  a   -f-  cot  a  H- .  .  .  .  cot  a'—'-'  =        ^^^ —  cot  (p 

Eu  effet ,  soient  d,  e  deux  demi-diamètres  consécutifs  ;  a  laugle 
qu'ils  comprennent,  et  c  le  côté   du  polygone  auquel  ils  aboutissent. 
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On  a  donc 

,  T.     ,       ,  j  •  j  ab  sin  ffl 

c=  «"  +  e'  —  aae cos a  ;     mais     de  =  — : —  , 

SUîa 

donc 

d^  -\-  e"  —  c""  =  artèsin  <p  cot  c^. 

On  a  une  équation  semblable  pour  chaque  côté;  ajoutant  toutes  ces 
équations  ,  membre  à  membre  ,  il  vient 

«(a'  -j-  è")  —  S"  =  -îab  sin  ^ [cot.  et  -\-  cot  a'  -)-. .  .  .cot  a^""'']; 


S^  =  -inia*  +  b")  sin*  -  (p  ;     donc     etc. 

On  prouve  de  même  que  la  somme  des  cotangentes  des  angles  exté- 
rieurs du  polygone  est  une  quantité  constante  égale  à —  cot  (p. 

comme  ci-dessus. 

6*  Corollaire.  En  menant  par  les  sommets  du  polygone  des  tan- 
gentes à  l'ellipse,  ou  obtient  un  polygone  régulier  circonscrit,  que 
l'on  peut  considérer  comme  inscrit  dans  une  seconde  ellipse ,  sem- 
blable à  la  première  et  semblablement  placée.  Toutes  les  formules 
qu'on  vient  de  trouver  sont  donc  applicables  au  polygone  circons- 
crit, en  remplaçant  a  ei  h  par  a  séc  -  <p    et    b  séc  -  (p. 

Première  observation.  Le  centre  de  l'ellipse  est  évidemment  le 
centre  de  gravité  de  l'aire  de  tout  polygone  régulier  inscrit  ou  cir- 
conscrit. 

Deuxième  observation.  Le  parallélogramme  inscrit  est  le  seul  po- 
lygone régulier  dont  les  propriétés  soient  consignées  dans  les  traités 
élémentaires. 

Troisième  observation.  Le  périmètre  maximum  ou  minimum, 
entre  tous  les  polygones  réguliers  homonymes,  appartient  à  celui  qui 
a  un  de  ses  sommets  à  l'extrémité  d'un  axe  principal.  Car  ces  axes 
doivent  partager  ces  polygones  en  parties  égales.  11  est  à  désirer 
qu'on  ait  une  démonstration  directe  de  ce  théorème  :  elle  est  facile 
lorsque  le  nombre  des  côtés  est  une  puissance  de  deux. 
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Note  sur  la  méthode  de  Calcul  en  usage  dans  le  moyen  âge 
pour  les  nombres  fractionnaires  ; 


Par    m.  GUERARD, 

De  l'Académie  des  Inscriptions  et   Belles-Lettres. 


Uh  manuscrit  du  x°  siècle  contient  le  problème  suivant  : 

Clvitas  qui  habet  in  giro  pedes  .VII.  quantas  casas  ibidem  capete 
debeant  ut  unaquaquein  longo  habeat pedes  xxx  in  Jronte  pedes  xx? 

Quarta  de  VII  sunt  DCC.L.  trecensima  de  mille  DCCL.  LVIII3S. 
vicensima  de  mille.  DCC.L  LXXXVIIS-  octus  trias  XXVIJ".  septies 
quinquageni.  CCCL  septies  octoini.  L.VI.  septies  ISIIJSII  semus. 
LXXVS.VII.1IIIS3S3.  sunt  ibidem  casas  V.C.IIII.  et  3. 

C'est-à-dire,  en  complétant  et  en  ponctuant  : 

Civitas  qui  habet  in  giro  pedes  7000  ^  quantas  casas  ibidem  capeie 
debeant ,  lU  unaquaque  in  longo  habeat  pedes  3o  ,  in  fronte pedes  20? 

Quarta  de  7000  sunt  1750J  trecensima  de  1760,  58 -j;  vicensima  de 
1750,  87  î  ;  [^suppl.  octogies  5o,  40003  octogies  8,  640];  ocius  tria.> 
[leg.  octogies  5],  263;  septies  quinquageni,  55o ;  septies  octo/ni 
[leg.  octoai] ,  56;  septies  ^,2^;  semws  5o,  25;  semis  7[/eg.  8J,  î  ; 
semis  5,  ^.  Sunt  ibidem  casa^  5 104  et  ^. 

Malgré  le  grand  nombre  et  la  grossièreté  des  fautes  qui  le  déparent  ^ 
le  texte  n'était  pas  difficile  à  rétablir. 

Le  problème  à  résoudre  est  celui-ci  : 

Une  ville  a  7000  pieds  de  tour,  combien  peut-elle  contenir  de 
maisons  qui  auraient  chacune  3o  pieds  de  long,  et  20  pieds  de  large  ? 

En  suivant  la  méthode  ordinaire,  on  commencera  par  calculer  en 
pieds  carres  la  surface  de  la  ville.  Cette  sui-face ,  devant  nécessairement 
former  un  carré  pour  que  les  calculs  de  l'auteur  puissent  être  justes  , 
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aura  pour  côté  le  quart  de  7000  pieds,  c'esl-à-dire  1760  pieds,  et  con- 
tiendra par  conséquent  17^0  fois  lySo  pieds,  ou  SoGaS  pieds  carrés. 
Puis  on  calculera  l'aire  commune  à  chaque  maison,  en  multipliant  les 
5o  pieds  de  long  par  les  20  pieds  de  large  ;  ce  qui  donnera  600  pieds 
carrés.  Enfin  on  divisera  les  5o625  pieds  carrés,  que  comprend  l'en- 
ceinte de  la  ville,  par  600,  et  l'on  aura  pour  quotient  5io4|,  qui  est 
le  nombre  de  maisons  cherché. 

L  auteur  arrive  au  même  résultat  en  employant  une  méthode  uu 
peu  simplifiée.  Comme  les  chiffres  romains  sont  d'un  usage  difficile 
lorsqu'on  opèi'e  sur  des  nombres  élevés,  il  règle  sa  marche  de  manière 
à  éviter,  autant  que  possible  ,  les  grands  calculs.  Ainsi ,  an  lieu  de 
multiplier  i  ySo  par  i  j5o  ,  et  de  diviser  ensuite  par  600 ,  il  commence 
par  diviser  le  multiplicande  lySo  parSo,  et  le  multiplicateur  par  10; 
ce  qui  revient  à  diviser  par  600.  Puis,  pour  faire  la  multiplication  du 
premier  quotient  par  le  second,  c'est-à-dire,  pour  multiplier  58^ 
par  87  î,  il  procède  de  gauche  à  droite,  et  multiplie  par  80  d'abord 
5o,  puis  8,  ensuite  la  fraction  ^.  Après  quoi,  il  multiplie  successive- 
ment les  mêmes  chiffres  du  multiplicande  par  les  unités  et  par  la 
fraction  du  multiplicateur;  et  la  somme  de  ces  produits  partiels  donne 
pour  produit  total  5io4|.  Cet  exemple  nous  fait  connaître,  au  moins 
en  partie,  comment  les  anciens  s'y  prenaient  pour  opérer  sur  les 
nombres  fractionnaires. 
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THÉORÈMES  DE  GÉOMÉTRIE; 

Par  a.   iMIQUEL. 


Théorème  I.  Lorsque  trois  circonférences  de  cercle  A,  0,  C  (PI.  II, 
iig.  I  )  se  coupent  en  un  même  point  1  ;  si  l'on  joint  un  point  F  de 
l'une  d'elles  A,  aux  points  N  et  R  où  cette  même  circonférence  A  ren- 
contre de  nouveau  les  deux  autres  0  et  C  ;  les  points  D  et  E  où  les 
droites  FN  et  FR  couperont  de  nouveau  les  circonférences  0  et  C, 
seront  en  ligne  droite  avec  la  seconde  intersection  M  de  ces  deux  cir- 
conférences 0  et  C. 

En  effet,  joignons  DM  et  EM,  ainsi  que  MI,  NI,  RI,  En  observant 
que  les  angles  F,  D ,  E  sont  supple'mentaires  des  angles  NIR ,  MIN , 
MIR ,  on  aura 

F  +  D  +  E  =  G^  — (iMR+  MIN  +  MIR), 

ou  bien 

F  +  D  H-  E  =  2rt?. 

D'où  l'on  peut  aisément  conclure  que  la  figure  FDME  est  un  triangle 
et  que,  par  conséquent,  DME  est  une  ligne  droite. 

Scolie.  Il  est  facile  de  s'assurer  que  la  proposition  précédente  est 
vraie,  quelle  que  soit  la  position  des  trois  cercles  A,  0,  C  qui  se 
coupent  en  un  même  point  I;  et  quelle  que  soit  la  position  du  point 
F  sur  la  circonférence  A. 

De  cette  proposition  on  déduit  sans  peine  les  deux  réciproques 
suivantes  : 

Réciproque  I.  Lorsque  trois  circonférences  de  cercle  se  coupent  en 
un  même  point  I,  si  par  la  seconde  intersection  M  de  deux  de  ces  cir- 
conférences ,  on  mène  une  droite  DME  jusqu'à  la  rencontre  de  chacune 
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de  ces  circonférences  0  et  C  aux  points  D  et  Ej  et  si  l'on  joint  res- 
pectivement chacun  de  ces  points  D  et  E  aux  points  N  et  R  où  chacune 
des  deux  circonférences  0  et  C  coupe  de  nouveau  la  troisième  circon- 
férence A;  les  droites  D!\  etER,  ainsi  menées,  se  rencontreront  en  un 
point  F  de  cette  troisième  circonférence  A. 

Réciproque  2.  Trois  points  M,  N,  R  étant  pris  respectivement  sur 
chacun  des  côtés  d'un  triangle  DEF  ;  si  l'on  fait  passer  une  circonfé- 
rence de  cercle  par  chaque  sommet  et  par  les  deux  points  qui  se 
trouvent  sur  les  deux  côtés  qui  aboutissent  à  ce  sommet;  les  trois  cir- 
conférences ainsi  obtenues  se  couperont  en  un  même  point  I. 

Tbéokème  II.  Si  l'on  circonscrit  des  circonférences  de  cercle  aux 
quatre  triangles  ADC ,  CBF,  AEF,  BDE  (fig.  2)  que  forment  les  côtés 
d'un  quadrilatère  complet  ADEFBC  ,  les  quatre  circonférences  ainsi 
obtenues  se  couperont  en  un  même  point  I. 

En  effet ,  les  trois  points  B ,  F,  E  appartenant  respectivement  à 
chacun  des  trois  côtés  du  triangle  ADC;  d'après  la  réciproque  2,  les 
trois  circonférences  CBF,  DEB,  AEF  se  coupent  en  un  même  point. 
On  démontrerait  de  la  même  manière  que  les  trois  circonférences  DEB, 
AEF,  ADC  se  coupent  en  un  même  point  :  donc  toutes  les  quatre  se 
coupent  en  un  même  point. 

Théorème  III.  Soit  un  pentagone  quelconque  ABCDE  (fig.  5),  dont 
on  prolonge  les  côtés  jusqu'à  leur  mutuelle  intersection  aux  points  I, 
K,  F,  G,  H.  Si  l'on  circonscrit  des  circonférences  de  cercle  aux  cinq 
triangles  lAB,  KBC.  .  .  formés  par  un  côté  et  par  les  prolongements 
des  deux  côtés  qui  lui  sont  adjacents,  je  dis  que  les  cinq  nouveaux 
points  P,  Q,  M,  N,  R  résultant  de  l'intersection  de  deux  circonfé- 
rences consécutives,  se  trouvent  sur  une  même  circonférence  de 
cercle. 

Par  les  trois  points  P,  M,  R  je  fais  passer  une  circonférence  de 
cercle,  et  je  dis  qu'elle  passera  par  les  points  N  et  Q. 

Afin  de  prouver  qu'elle  passe  par  le  point  N,  je  circonscris  une  cir- 
conférence de  cercle  au  triangle  ICG.  En  considérant  successivement 
les  quadrilatères  complets  lAGCKB,  GEICFD,  on  voit,  d'après  le 
théorème  précédent ,  que  cette  circonférence  passe  par  les  points 
r  et  M. 
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Maintenant  les  circonférences  PMG,  PMR,  PAR  se  coupant  en 
un  même  point  P,  et  la  droite  lAG  passant  par  l'intersection  I  des 
circonférences  PMG,  PAR,  enjoignant  les  points  A  et  G  aux  inter- 
sections R  et  M  de  chacune  de  ces  deux  circonférences  avec  la  troi- 
sième PMR,  les  droites  RA  et  MG  prolongées  se  couperont  en  un  point 
L  de  cette  dernière  circonférence  PMR.  {Réciproque  i .) 

Observant  enfin  que  les  trois  points  R,  M  ,  E  sont  situés  respective- 
ment sur  chacun  des  côtés  du  triangle  ALG  .  on  voit  que  les  trois 
circonférences  ARE,  LRM,  GME  se  coupent  en  un  même  poinl. 
{Réciproque  3.)  Donc  la  circonférence  PMR  passe  par  le  point  N 
d'intersection  des  circonférences  HAE,  GED. 

On  pi-ouverait  de  la  même  manière  qu'elle  passe  par  le  point  Q. 
Donc  les  cinq  points  P,  Q,  M,  N,  R  sont  situés  sur  une  même 
circonférence  de  cercle.  Ce  qu'il  fallait  démontrer. 
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Applications  d'un  principe  de  Mécanique  rationnelle  a  la 
résolution  de  quelques  Problèmes  de  Géométrie  ; 


Par   m.  Paul  BRET0:V, 

Elève  -  ingénieur    des    Ponts  -  et -Chaussées. 


§  I.  Le  principe  dont  il  s'agit  peut  être  énoncé  dans  ces  termes: 
Tout  mouuement  injîniment  petit  d'un  corps  solide  retenu  par  un  point 
fixe ,  n'est  autre  qu'un  mouvement  de  rotation  autour  d'utie  certaine 
droite  passant  par  ce  point. 

Quoique  l'on  en  trouve  la  démonstration  dans  tous  les  traités  de 
Mécanique  rationnelle,  et  même  dans  ce  recueil ,  nous  croyons  devoir 
le  démontrer  ici  de  nouveau ,  en  suivant  une  marche  conforme  à 
l'esprit  de  cet  article. 

JNonimons  F  le  point  (ixe  ,  A  et  B  deux  autres  points  pris  à  volonté, 
formant  avec  F  les  trois  sommets  d'un  triangle  de  dimensions  inva- 
riables. Concevons  les  plans  normaux  aux  chemins  infiniment  petits 
décrits  par  A  et  B  ;  leur  intersection  passera  par  le  point  F  et  pourra 
être  prise  pour  l'axe  commun  de  deux  circonférences  tangentes  aux 
chemins  décrits  simultanément  par  les  points  A  et  B.  Par  conséquent 
il  sera  permis  de  regarder  le  mouvement  infiniment  petit  qui  a  lieu  , 
comme  déterminé  par  la  condition  que  les  sommets  A  et  B  du  triangle 
ABF  demeurent  sur  deux  circonférences  dont  l'axe  commun  passe  en  F. 
Or,  il  est  évident  que  tout  point  C  lié  au  triangle  ABF  par  les  distances 
invariables  CA  ,  CB  ,  CF  décrirait  un  élément  de  circonférence  autour 
du  même  axe.  Donc,  tous  les  points  d'un  corps  solide  retenu  par  un 
point  fixe,  qui  éprouve  un  mouvement  infiniment  petit,  tournent  en 
même  temps  autour  dun  certain  axe  passant  par  le  point  fixe. 

Celui  ci  peut  être  pris  en  dehors  du  mobile,  et  si  on  le  suppose  infi- 
niment éloigné,  le  mouvement  de  chaque  point  aura  toujours  lieu 
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autour  d'un  certain  axe  ;  ruais  dans  le  cas  dont  il  s'agit ,  le  corps  sera 
assujëti  à  se  mouvoir  comme  si  trois  de  ses  points  devaient  rester  dans 
un  plan  fixe ,  perpendiculaire  à  la  direction  de  l'axe  de  rotation. 

On  en  conclut  que  toute  figure  plane  qui  prend  un  mouvement  in- 
finiment petit  tourne  autour  d'un  certain  axe  perpendiculaire  à  son 
plan,  et  par  suite  ,  que  l'un  des  points  de  cette  figure  reste  fixe  pendant 
le  mouvement. 

Dans  ce  qui  va  suivre ,  nous  parlerons  plus  spécialement  du  cas  d  une 
figure  plane.  Nous  appellerons  centre  instantané  de  rotation  le  point 
du  plan  de  celle-ci  qui  reste  immobile  pendant  chaque  mouvement 
infiniment  petit. 

M.  Chasles,  qui  a  remarque'  le  premier  l'existence  du  centre  instan- 
tané de  rotation,  en  a  fait  la  base  d'une  méthode  particulière  pour 
construii'e  la  tangente  de  certaines  courbes,  métho<le  qui  est  une  heu- 
reuse généralisation  de  celle  appliquée  par  Descartes  à  la  cjcloide.  De 
c  e  que  les  normales  menées  simultanément  aux  trajectoires  de  tous  les 
points  d'un  plan  mobile,  glissant  sur  lui-même,  concourent  en  un 
point  unique,  il  conclut  ce  théorème  :  Lorsqu'une  courbe  est  décrite 
par  un  point  d  unejigure  en  mouvement  dans  son  plan ,  la  normale  a. 
cette  courbe  s'obtient  en  joignant  le  point  décrivant  au  centre  instan- 
tané de  rotation. 

Un  grand  nombre  de  courbes  particulières  se  prêtent  avantageusement 
à  l'application  de  la  méthode  de  M.  Chasles;  nous  nous  bornerons  à 
citer  la  courbe  à  longue  inflexion  décrite  par  le  point  datlache  de  la 
tige  du  piston  dans  le  parallélogramme  des  machines  à  vapeur  de 
Watt. 

Comme  deux  points  suffisent  pour  déterminer  en  général  la  position 
d'une  figure  plane ,  il  suffira  de  deux  conditions  pour  en  régler  le 
mouvement.  Dans  tous  les  cas,  pour  déterminer  le  centre  instantané 
de  rotation,  il  suffira  de  rappeler  la  démonstration  du  théorème  qui 
est  au  commencement  de  cet  article.  On  seia  conduit  ainsi  à  substituer 
aux  courbes  qui  règlent  le  mouvement,  le  système  de  deux  circonfé- 
rences concentriques  ayant  pour  centre  commun  le  centre  instantané 
de  rotation.  Lorsque  la  figure  mobile  contiendra  des  courbes  assujéties 
à  passer  par  des  points  fixes,  on  substituera  à  ces  points  des  circonfé- 
rences d'un  rayon  infinimenr  petit.    Les  exemples  que  nous  citerons 
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bientôt  dissiperont  les  nuages  que  ces  généralités  peuvent  laisser  dans 
l'esprit  du  lecteur. 

§  IL  Du  centre  instantané  de  rotation  considéré  dans  ses  rapports 
avec  la  théorie  des  enveloppes. 

Lenveloppe d'une  courbe  mobile  étant  la  courbe  qui  la  touche  dans 
toutes  ses  positions,  on  en  conclut  que  la  trajectoire  du  point  de  con- 
tact de  l'enveloppe  et  de  l'enveloppée  est  tangente  elle-même  à  ces 
deux  lignes.  Par  conséquent  on  obtiendra  les  points  de  contact  de  la 
courbe  mobile  avec  son  enveloppe  en  menant  à  celle-ci  des  normales 
par  le  centre  instantané  de  rotation. 

Premier  exemple.  Construire  lenveloppe  des  positions  successives 
d'une  droite  de  longueur  constante  qui  glisse  sur  les  côtés  d'un  angle 
droit. 

Soit  AB  (Planche  II,  fig.  4)  une  position  de  l'enveloppée,  )'0x 
l'angle  dans  lequel  elle  se  meut.  Menons  AC,  BC  perpendiculaires  aux 
côtés  Ox ,  0/;  le  point  C  sera  le  centre  instantané  de  rotation.  Abais- 
sons sur  AB  la  perpendiculaire  CM ,  le  point  M  appartiendra  à 
l'enveloppe. 

Rien  de  plus  facile  que  de  trouver  l'équation  de  cette  courbe  en  la 
rapportant  aux  axes  Ox  ,  0/.  Soient  MP  =  a:  et  MQ  =  y  l'abscisse 
et  l'ordonnée  du  point  M;  posons  OA  =  BC  =  a,  OB=:AC=:|S; 
en  ayant  égard  aux  similitudes  de  triangles  que  présente  la  figure , 
on  trouvera  sans  peine  les  relations 

MP_OA         .MB   BC  ^   a.  MB    a 

MB   ~      A      ^       BC    ~    AB      **"     MB    ~   ô       ^'     ~   ~"    ô  ' 

la  lettre  a  désignant  la  longueur  constante  AB.  On  a  également 

^iQ_OB        .^_:^  JL  —  i  MA_/3 

MA   ~    AB       ^*      AC    —    BA'      ^^      MA   ~"   «      ^^      ^     ~~   a 

Cn  en  déduit 
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D'ailleurs,  ou  a 

a°  =  a*  4-  /S'. 

Éliminant  a  et  ^  entre  ces  trois  dernières  équations,  il  vient 

j:^  +  r^  z=:  a^ ,      . 

pour  l'ëquation  de  l'enveloppe.    Les  procèdes  du   calcul  diflerentiel 
conduisent  au  même  résultat. 

Deuxième  exemple.  Construire  r enveloppe  des  positions  dune  ligne 
droite  qui  se  meut  en  formant  constamment  le  même  angle  avec  une 
courbe  donnée. 

Par  le  point  de  rencontre  de  la  droite  mobile  avec  la  courbe  direc- 
trice, menons  la  normale  à  celle-ci.  Ces  deux  droites  formeront  un 
angle  égal  au  complément  de  l'angle  donné;  et  l'on  pourra  imaginer 
que  ce  dernier  se  meut  de  manière  que  son  sommet  restant  sur  la 
courbe,  l'un  des  côtés  lui  soit  constamment  normal;  les  intersections 
successives  de  l'autre  côté  formeront  l'enveloppe  cherchée.  Or  le  centre 
instantané  de  rotation  de  la  figure  n'est  autre  chose  que  celui  de  la 
normale,  c'est-à-dire  le  centre  de  courbure  de  la  directrice.  Par  consé- 
quent ,  si  l'on  abaisse  de  ce  point  une  perpendiculaire  sur  la  droite 
mobile ,  leur  point  de  rencontre  sera  sur  l'enveloppe  cherchée. 

On  voit  combien  il  serait  facile  d'obtenir  l'équation  de  cette  courbe; 
mais  pour  éviter  d'être  trop  long,  nous  ne  faisons  qu'indiquer  ce 
détail. 

Troisième  exemple.  Etant  donné  un  point  fixe  et  une  circonjérence 
de  cercle,  on  propose  de  construire  l'enveloppe  des  positions  successives 
de  l'un  des  côtés  d'un  angle  droit  dont  le  sommet  se  meut  sur  la 
circonférence  tandis  que  l'autre  côté  passe  constamment  par  le  point 
fixe. 

Soit  FPM  (fig.  5)  une  des  positions  de  la  figure  mobile.  Joignons 
le  sommet  P  de  l'angle  droit  au  centre  0  de  la  circonférence  APB; 
prolongeons  le  rayon  OP  jusqu'à  sa  rencontre  en  C  avec  FC  perpen- 
diculaire sur  FP.  Le  point  C ,  ainsi  obtenu  ,  est  le  centre  instantané  de 
rotation.  Abaissons  CM  perpendiculaire  sur  PM  :  lepoint  M  appartient 
à  la  courbe  cherchée. 
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En  formant,  ce  qui  est  facile,  l'équation  de  cette  courbe,  on 
arriverait  à  ce  résultat ,  auquel  M.  de  Prony  parvient  en  employant 
la  théorie  des  enveloppes ,  que  les  courbes  enveloppes  dont  il  s'agit 
sont  des  sections  coniques.  Nous  verrons  toul-à-l'heure  que  ce 
théorème  est  susceptible  d'une  démonstration  très  simple. 

§  m.  Du  centre  instantané  de  rotation  considéré  comme  moyen  de 
démontrer  certains  théorèmes  de  Géométrie. 

Comme  dans  ce  qui  précède,  nous  présenterons  des  exemples  choisis 
de  manière  à  faire  ressortir  l'importance  du  centre  instantané  de 
rotation. 

Reprenons  d'abord  le  dernier  exemple,  ne  changeons  rien  à  la 
figure  qui  s'y  rapporte.  Prenons  OF' =  OF,  joignons  MF,  MF'.  La 
figure  FPMC  étant  un  rectangle  ,  on  a 

PC  =  MF. 

Ces  deux  diagonales  se  coupent  mutuellement  en  I  en  parties  égales, 
et  l'on  a 

IF  =  IC  =  LM  =  IF. 

Le  point  I  étant  le  milieu  de  MF,  et  le  point  0  celui  de  FF',  on  a 

MF'  =  2OI  =  2(0P  +  IP)  =  AB  +  MF, 

ou  MF'  —  MF  =  AB. 

On  en  conclut  que  la  courbe  est  une  hyperbole  dont  les  foyers 
sont  en  F  et  F',  et  dont  l'axe  transverse  est  égal  au  diamètre  AB  du 
cercle  donné. 

Si  le  point  F  (fig.  6)  au  lieu  d'être  placé  hors  du  cercle ,  ainsi  que  nous 
l'avons  supposé  tacitement ,  était  au  contraire  à  l'intérieur,  on  ferait 
la  même  construction  que  pour  le  premier  cas ,  et  l'on  aurait  toujours 

MF'  =  2OI  =  2(0P  —  IP)  =  AB  —  MF, 
ou  MF'  +  MF  =  AB , 
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ce  qui  fait  voir  que,  dans  le  cas  dont  il  s'agit,  l'enveloppe  est  une 
ellipse  dont  les  foyeis  sont  en  F  et  F',  et  qui  a  pour  diamètre 
maximum  le  diamètre  AB  du  cercle  donné. 

Ainsi  l'usage  du  centre   instantané  de  rotation  conduit  non-senle- 
ment  à  la  construction  des  enveloppes,  mais  encore  elle  en  fait  con- 
naître la  nature  en   mettant  en  évidence  leurs  propriétés  caractéris 
tiques. 

Nous  ne  croyons  pouvoir  mieux  terminer  qu'enjoignant  à  l'exemple 
qui  vient  d'être  traité,  un  théorème  élégant  dû  à  Monge,  dont  on 
trouve  la  démonstration  dans  les  traités  de  Géométrie  analytiques. 

Théorème.  Le  sommet  d'un  angle  trièdre  trirectangle  dont  les  Jaces 
restent  tangentes  à  une  surface  du  second  ordre  décrit  une  sphère. 

Concevons  que  l'un  des  points  de  contact  étant  fixe,  ou  fasse  varier 
les  deux  autres.  Si  l'on  imagine  un  cylindre  circonscrit  à  la  surface 
donnée,  dont  les  génératrices  soient  parallèles  à  l'intersection  des  deux 
plans  tangents  mobiles ,  les  traces  de  ceux-ci  sur  le  troisième ,  perpen- 
diculaires entre  elles,  seront  tangentes  à  la  trace  du  cylindre  sur  le 
même  plan,  laquelle  sera  une  section  conique.  Les  normales  à  celle-ci 
menées  par  ses  points  de  contact  avec  les  deux  arêtes  de  l'angle 
trièdre  comprises  dans  son  plan,  détermineront,  par  leur  section,  le 
centre  instantané  de  rotation  du  système  de  ces  deux  arêtes.  Joignant 
ce  point  au  sommet  mobile,  on  aura  la  normale  à  la  courbe  plane 
qu'il  décrit;  mais  les  deux  arêtes  dont  il  s'agit,  et  les  normales  cor- 
respondantes forment  un  rectangle  dont  les  diagonales  se  coupent 
mutuellement  en  deux  parties  égales  ;  l'une  d'elles  étant  normale  au 
lieu  plan  du  sommet  mobile,  passe  par  le  milieu  de  la  corde  des  con- 
tacts, et  par  conséquent  est  un  diamètre  de  la  conique  (*).  Il  est  facile 
d'en  conclure  que  le  plan  perpendiculaire  au  plan  fixe,  et  normal  a 
l'élément  décrit,  est  un  plan  diamétral  de  la  surface  proposée.  On  en 


(*)  Cette  partie  de  la  cle'moastration  pourrait  être  adaptée  à  ce  tliéoréine  de 
Géométrie  plane  :  le  sommet  d'un  angle  droit  langent  à  une  section  conique  décrit 
une  circonférence  de  cercle  ;  car  alors  les  nonnales  vont  loutes  passer  au  centre 
de  la  conique. 

Tome  [II.  —  Octobre  i838.  63 
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conclut  qu'il  passe  par  le  ceutre  ;  et  si  l'on  rend  fixes  chacun  à  leur 
tour  les  deux  points  de  contact  de  l'angle  trièdre  avec  la  surface  que 
nous  avions  d'abord  supposés  variables,  on  aura  deux  autres  plans 
diamétraux  de  la  surface  qui  se  couperont  suivant  la  ligne  qui  en  joint 
le  centre  au  sommet  de  l'angle  mobile.  Cette  droite,  normale  aux  élé- 
ments décrits  sur  la  surface  cherchée  dans  trois  directions  différentes 
(deux suffisent),  est  elle-même  la  normale  à  cette  surface. 

Telle  est  donc  la  nature  de  la  surface  dont  il  s'agit,  que  toutes  ses 
normales  concourent  en  un  même  point.  Ce  caractère  suffit  pour  faire 
reconnaître  la  surface  sphérique. 
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Discussion   des    surfaces   du   second  degré,    d  après   la 
Méthode  de  M.  Plucrer; 

Par  m.  FINCK, 

Professeur  ru  Collège  et  à  rÉciile  d'Artillerie  de  Sltasbourg. 


PROBLEME. 


Étant  donnée  une  équation  numérique  du  second  degré  à  trou  va- 
riables X  ,  y  ,  z ,  rapportées  à  des  axes  rcctilignes  quelconques , 
reconnaître  la  nature  de  la  surface  quelle  représente. 

L'équation  du  second  degré  présente  deux  cas  principaux  :  ou  elle 
renferme  au  moins  un  des  carrés  ;",  y"^ .  .r',  ou  elle  n'en  renferme 
aucun. 

PREMIER    CAS. 

Un  des  carrés  au  moins  se  trouve  dans  l'équation. 
Supposons  que  ce  soit  c'  et  mettons  l'équation  sous  la  forme 

(i)     :'-!- A'j'-I-  A"a:"  -\-  iVixy  -\-  o.V^' xz  -i-  i^'jz  -\-iCz  +  aGy-f-aCr  -}-  D  =  o. 

Cette  équation  en  général  se  transformera  en  toute  autre  qui  ren- 
ferme neuf  coefficients;  ici  nous  décomposerons  le  premier  membre 
en  fonction  du  premier  degré  par  rapport  a.  x ,  y ,  z,  parce  que  ces 
fonctions  déterminent  les  distances  des  points  de  la  surface  à  certains 
plans.  Nous  prendrons 

(2)       (:  +rtj' 4-  f^x  +  cy  -{-<l(r  ^ex-hf){y-h e'x+  f ')-{-§  =  o. 

63.. 
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Pour  que  les  équations  (i)  et  (2)  soient  identiques,  il  faut  que 

(  A'  ^  a'  H-  f/,     A"  =  h^  +  dee  ,     2B  —■2ah+d{e-{-  e') , 
(3i      ]  B'=/;,     B"  =  rt,     C  =  c,     2C'=2«c  +  ^(/  +  /')' 

(  2C"=2èc  +  rf(e/'  +  e7),     Dz=c'  +  ^/'  +  g. 

Delà 

rt  =  B",     A  =  B',     c  =  C,     d  —  A'  —  B"\ 

2  (B  —  B'B")  •  A"  —  B'" 

(^)         (  __   .(C'-B--C)  .        .(C"-B-C) 

J  +/    —     A'  —  B"^     '      ^    -t-  f^7  —      ,v'  _  B"^    ' 
^  =  D   -   C-   -  djf. 

On  voit  que  le  cas  actuel  se  subdivise  en  deux,  celui  où  A' —  B'^  n'est 
pas  nul ,  et  celui  où  ce  binôme  est  nul 

(A)  A'  —  B"»  >  o. 

Les  valeurs  de  e  ,  e'  sont  données  par  l'équation 

,  B  -  B'B"        ,    A"  —  B'^ 

(5)  «'  -  2  .  ^;— g^  u  +  ^^r-:^^  =    o. 

{a).  Si  les  racines  de  cette  équation  sont  réelles  et  inégales,  la 
transformation  est  possible,  d'une  seule  manière,  en  quantités  réelles. 
Or  le  produit  {y  +  ex  +f)  (7  4-  e'x  +/')  peut  se  mettre  sous  la 
forme 

donc  l'équation  (2)  devient 

■:6)     {z+aj^hx+cy-\-  d  (^■+~  ^+—f)  -'^C"?  ■  ^  +"^  J  +  ^  =  o. 

Prenons  pour  plans  coordonnés  les  trois  plans 

e+e'  f+f  e— e'         ,  f—f 
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La  fonction  z  -\-  a)^  -\-  bx  -\-  c ,  multipliée  par  un  coefficient  cons- 
tant convenable  m,  représentera  la  distance  du  point  z,  j,  j:  de  la 
surface ,  à  un  point  du  premier  de  ces  plans  ,  distance  dont  la  direc- 
tion est  arbitraire,  et  que  nous  supposerons  parallèle  à  l'intersection 

des  deux  autres,  même  remarque  sur  j  -h  •  ^  "h  ,  et 

'^-^'  ,f-f' 

2  2 

Ainsi  prenant  le  premier  de  ces  plans  pour  plan  x'j' ,  le  second 

pour  x'z',  le  troisième  pour  j':;',  nommant  »z,  71,  p,  trois  constantes 

que  nous  déterminerons  plus  bas ,  nous  poserons  pour  chaque  point 

de  notre  surface 

z-i-ay-{-ojc-\-c  =  mz  ,  y-\ x-i^--^^=ny  ,  ..r-f--^ — —  :=  pz  , 

et  l'équation  (6)  devient 

(8)  in'z'  -f-  djcy''  —  dp'jc''  +  gf  =  o  : 

c'est  une  surface  à  centre,  rapportée  à  ce  point  pour  origine  des 
coordonnées.  Ce  même  centre  est  donc  l'intersection  des  trois  plans  (7), 
intersection  dont  la  forme  des  équations  (7)  permet  facilement  de 
calculer  les  coordonnées.  De  plus  les  plans  coordonnés  sont  des  plans 
diamétraux  conjugués,  leurs  intersections  sont  des  diamètres  conju- 
gués connus  de  position;  si  donc  on  cherche  les  intersections  de  ces 
diamètres  avec  la  surface ,  au  moyen  des  équations  6  et  7 ,  on  pourra 
calculer  les  distances  du  centre  à  ces  points,  et  avoir  ainsi  les  longueurs 
des  diamètres,  ce  qui  déterminera  m",  n%  />'.  Remarquons  du  reste 
que  cela  se  réduit  à  un  seul  calcul;  car  les  trois  équations  suivantes 


(9) 


(z  -h  ay  -f-  hx  +  <:)"+§•'  ==  o, 


-<^-  +  ^-^)' 


o, 


étant  résolues,  si  dans  les  valeurs  de  z,j^,  a:  on  fait  successivement 
chacune  des  trois  quantités  g' ,  g' ,  g'"  égale  à  g,  et  les  deux  autres 
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nulles,  on  aura  les  extrémités  des  trois  diamètres;   si  l'on   fait  nulle 
les  trois  quantités  g' ,  g",  g'",  on  aura  le  centre. 
Revenons  à  l'équation  (8) , 

I.  <f  ^  o  et  »  >  o     hyperboloïde  à  deux  nappes , 

II.     id,  g  =  o  cône, 

III.     ici.  /^  ■<  o     hyperboloïde  à  une  nappe. 

(J?).  Si  les  racines  de  l'équation  (5)  sont  imaginaires,  on  a  des  ré- 
sultats de  la  forme 

d'où 

e-+-fi'=2a,     e — e'-=-2^\/ — i,    J-\-J'='2y,    J — J'=2às/ — i, 
et  l'équation  (6)  devient 

[ici     (s  +  <7x  +  3)-H-c)"+'/(r-î-a:r-!->)'  +  r/(/3x+  <^)^-{-g  —  o. 

Dans  le  cas  où  d  est  négatif,  cette  équation  reproduit  les  trois  sur- 
faces déjà  trouvées. 

Examinons  le  cas  où  d  est  positif 

IV       g  >•  o         ellipsoïde  imaginaire, 
V       g  =  o  uu  point , 

VI       g  <  o         ellipsoïde  réel. 

Les  trois  plans  diamétraux  conjugués,  et  le  centre  se  déduisent  des 
équations  (7)  et  (9). 

(c).  Si  les  racines  de  l'équation  (5)  sont  égales ,   la  troisième  et  la 
quatrième  des  équations  (4)  deviennent 

/  a.   /='  —  ^(C-  B"C)         ..  „  _  2(C  -B'C) 

J    -r  J     —       A'— R'"     '      J   ~^  J      "~"    e  (A' —  B"")  ' 

elles  sont  ou  indéterminées  ou  incompatibles.  Dans  ce  cas  le  second 
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terme  de  l'équation  (2)  se  met  sous  la  forme 

d{r  +  exy  +d{f+f')y  +  de{f+f)  x  -Vff  , 

et  pour  faire  disparaître  la  particularité  actuelle  ,  il  suffit  d'ajouter 
un  terme  en  x ,  c'est-à-dire  de  mettre  l'équation  sous  la  forme 

(11.     (s  H-  a/  +  bx  +  c/  +  d{j  -f-  ex/  +jy  -\-gx-i-h  =  o. 

QÙf,  g,   ne  signifient  plus  la  même  chose;  et  l'on  a  les  conditions 

a  =  B',     /;  =  B',     c=zC,     d=A'-B"',     e'  =  |^-|i-[. 

(12)  B'B"  -{-  de  =  B, 

qui  est  identique  en  vertu  de  l'égalité  des  racines  de  l'équation  (5) 

/=2C'— 2B"C,     ^  =  2C"  — aB'C,     /i  =  D— C». 

L'équation  (i  i)  présente  deux  cas  :  si  y  et  g  ne  sont  pas  nuls  tous 
les  deux,  on  posera 

z  +  aj -\- bx -\- c  =z  mz' ,    j-h-ex  =  nr',    jy -\- gx -^  h  =  px' . 

et  elle  devient 

(j3)  m''z''  -j-  dny'"  -f-  px'  =  o. 

VU.  f/>  o,     paraboloïde  elliptique, 

VIU.  d  <^  o ,       idem  hyperbolique. 

Si  y  et  g  sont  nuls,  l'équation  se  réduit  à 

( 1 4-)  m'z"  +  dny'^  4-  A  =  o  , 

IX.  dy>o,     /^>o,     cylindre  elliptique  imaginaire, 

X.  idem,       //  =  o,      une  droite, 

XI.  idem,       h  <i  o ,     cylindre  elliptique  réel, 

XII.  d  <^  o  ,     ho,     cylindre  hyperbolique, 
Xni.    idem,      Ji  =  o  ,     deux  plans  qui  se  coupent. 
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(B)  A'  —  B"'  =  o. 

La  disparition   de  d  prouve  que  la  transfoimée  ne  doit  pas  contenir 
un  second  terme  en  y'';  on  prendra  donc 

(i5)       (^z  +  ay-hbx-\-cy  +  d{z  +  ex+f){x  +  h)  +  g  =  o. 

Les  lettres  n'ayant  pas  la  même  signification  que  plus  haut.   On  aura 
les  conditions 

a'-  =  A',     a  =  B'  qui  s'accordent,  vu  que  A'  —  B"*  =  o. 

i,rf=:2(B  — B'B"),      e=^— ,     c  =  C, 
^'    ^      'i  î..(C'  — B"C)         ,       2(C"  — BCj  ,  ,-        ^,  ,., 

Tant  que  c?ouB — B'B''  n'est  pas  nul,  la  transformation  est  possible 
d'une  manière  unique,  et  l'équation  (i5),  donne 

,17)     (z+ay  +  bx-hcy-hd(^z  -h^"^^  +"^') 

qui  rentre  dans  l'équation  (8). 

Si  ^  =  2(B  —  B'B")  est  nul,  il  faut  que  le  second  terme  en  xy 
disparaisse  également  dans  la  transformée ,  que  l'on  prendra  sous  la 
forme 

I  18)  (2  H-  ay  ■+■  bx  +  c?  -\-  d  X  -^  e)  ' X  •+■/)  +  bj  -^-  g  =  n  , 

les  coefficients  désignant  des  valeurs  autres  que  tout-à-l'heure. 
Les  conditions  sont 

a'  =  A',     /,'  +  ^  — A",     ab=B,     b  =  B',     a  =  B", 

équations  qui   donnent    a,    b,   et    d=  A" — B'*,  et    s'accordent; 
d'ailleurs 

e  =  t,     /i  =  2  (C  —  CB") ,     e  4-/^2.-^^-,    ej— ^. 
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Toutes  les  fois  que  d:=k"  —  B''  n'est  pas  nul,  on  peut  disposer  deg^, 
qui  est  arbitraire,  de  façon  que  e  et  y^ soient  réels.  Ainsi  (18)  devient 

(19)  {z+aY+bx  +  cY-{-d{x^-^)+hy+g-d{^-^)  =0. 

selon  que  h  est  nul  ou  non,  cette  équation  rentre  dans  (i/J)  ou 
dans  (i3).  Si  ^=A" — B''  est  nul,  l'équation  ne  doit  pas  contenir 
un  second  terme  en  x^  ;  vu  que  A'  =  B"" ,  B  =  B'B"  et  A'  =:  B'' ,  on 
peut  mettre  (  i  )  sous  la  forme 

(20)  (z  +  B"/  +  ^'xf  4-  aC:  +  2C'y  +  aC'o:  +  D  =  o. 

Tant  que  C,  C,  C",  ne  sont  pas  nuls  à  la  fois,  elle  se  met  sous  la 
forme 

toV  4-  '"^'  =  o, 
et  représente 

XIV  un  cylindre  parabolique. 
Sic,  C,  C",  sont  tous  nuls,  et  que 

XV  D  <  o ,  deux  plans  parallèles  réels , 

XVI  D  =  o,  un  plan, 

XVn  D  >  o,  deux  plans  parallèles  imaginaires. 

SECOND    CAS. 

Les  trois  carrés  manquent. 

Supposons  que  jz  ne  manque  pas ,  et  mettons  l'équation  sous  la 
forme 

(21)  "èxy  -i-B'xz+^z  +  Cz  +  C'r+C"a-  +  E  =  o, 
on  la  transformera  en 

(22)  {z  +  ax-\-b){y+cx-\-d)  +  e{x  +J)  (x  +  g)  +  h  =  o, 
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et  l'on  aura 

c  =  B',     a  =  B,     d  =  C,     b  =  C',     e  =  —  BB', 

,   _,               ,    ,                 BC  +  B'C— C"        ,  h  +  CC'  —  E 

(25)  y  +  g  =   pp ,    Jg  =  —- ëp — . 

Dans  le  cas  où  e  n'est  pas  nul ,  on  peut  disposer  de  h  de  manière  que 
y  et  g  soient  réels,  et  l'équation  (22)  devient 

.,/N     \[z+j-^(a-i-c)a:+b  +  d}^-[z-j  +  ia—c)x-hb~cf]'^ 
^^^^     1  -^e(2:r+f+gy  +  4h-eU-gy  =  o. 

Le  dernier  terme  ne  contient  h  qu'en  apparence ,  et  l'équation  repré- 
sente l'un  des  deux  hyperboloïdes  ou  le  cône. 

Si  e  est  nul,  B  ou  B'  l'est;  soit  B  =  o  ,  l'équation  (21)  devient 

(25)  z(j  +  B'a:  +  C)  +  C> +C"j:-  +  E=o, 


(26)     (z+T^+B'x+C)^— (z— j^— B'a:  —  €)'+  4C>-+4C"j;-f-4E  =  o. 

Elle  fournit  un  paraboloide  hyperbolique,  ou  un  cylindre  hyper- 
bolique, ou  deux  plans  qui  se  coupent,  selon  que  C,  C"  ne  sont  pas 
nuls  à  la  fois,  ou  qu'ils  sont  nuls  tous  les  deux  sans  que  E  le  soit ,  ou 
enfin  que  C,  C",  E,  sont  nuls. 

Voici  donc  en  résumé  ce  qu'il  y  a  à  faire  pour  discuter  une  équa- 
tion numérique  du  second  degré  entre  x ,  y  ^  z. 

PREMIER    CAS. 

L'équation  renferme  au  moins  un  des  carrés  z*. 
L'équation  élant  sous  la  forme  (i)  ,  on  calcule  A' —  B"", 

(A)  A'  —  B'"  ^  o. 

On  forme  l'équation  (5) , 

B— B'B"         ,    A"—  B'" 
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Si  cette  équation  a  ses  racines  réelles  inégales,  au  moyen  des 
équations  (4)?  on  calcule  g,  qu'on  trouve  égal,  inférieur  ou  supé- 
rieur à  zéro. 

Si  §•  >•  o,  hyperboloïde  à  deux  nappes;  g-=o,  cône;  g<o  hy- 
perboloïde  à  une  nappe. 

L équation  (5)  ayant  ses  racines  imaginaires,  on  calcule  encore  g. 

Si  A" — B'"  est  négatif,  on  a  les  mêmes  surfaces,  mais  avecg^>>o 
l'hyperboloide  à  une  nappe  et  g  <;  o  ,  l'autre. 

Si  A"  —  B'*  est  >  o,  on  a  l'ellipsoïde  réel  avec  g  <  o,  le  point 
avec  g  =  o,  l'ellipsoïde  imaginaire  avec  g  =  o. 

Du  reste  l'équation  (5)  a  ses  racines  réelles  et  inégales,  ou  imagi- 
naires selon  que 

(B  —  B'B'j'     est  >  ou  <     (A"  —  B'»)  (A'  —  B"'), 

c'est-à-dire  selon  que 

B»  +  A'B'"  +  A"B"'     est  >  ou  <     aBB'B". 

Si  le  coefficient  de  z"  était  A ,  au  lieu  de  i ,  cette  condition  serait 

AB»  -^  A'B'"  -f-  A"B"^     >  ou  <     aBB'B". 

Dans  le  cas  où  l'équation  (5)  a  ses  racines  égales,  ces  deux  dernières 
quantités  le  sont  aussi. 

On  a  recours  à  la  transformée  (ii),  et  l'on  calcule  C  —  B"C, 
C"  — B'C.  Ces  deux  quantités  n'étant  pas  supposées  nulles  à  la  fois, 
selon  que  A' — B"'  est  >■  ou  <;o,  on  aura  le  paraboloïde  elliptique, 
ou  le  paraboloïde  hyperbolique. 

Toutes  les  fois  que  C—  B"C ,  C"  —  B'C  sont  nuls,  on  calcule 
D  —  C',  et  l'on  a  cylindre  elliptique  imaginaire, 

si     A'  —  B"*  >  o     et     D  —  C»  >  o , 

id.     réduit  à  une  droite    si  id.  et     D  —  C"=o, 

id.     elliptique  réel  si  id.  et     D  —  C'  <C  o, 

cylindre  hyperbolique  A' —  B""  <  o  D  —  C°      o  , 

deux  plans  qui  se  coupent  id.  D — C'  =  o. 


(B)  A'  —  B"^  =  o. 


64.. 


5o4  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

Si  B  —  B'B''  n'est  pas  nul,  1  équation  représente  un  des  deux  hyper- 
boloïdes  ou  un  cône,  le  signe  de  B  —  B'B''  combiné  avec  la  quantité 
g  des  équations  (i6),  fera  reconnaître  l'espèce  de  la  surface. 

Si  B  —  B'B'  est  nul,  mais  que  A"  —  B'°  ne  le  soit  pas  ,  ou  aura  le 

paraboloide  elliptique  avec  C  —  CB"      o  et  A"  —  B'"  >  o  ,  le  para- 

boloïde  hyperbolique  avec  C  —  CB"  "^  o  et  A'  —  B'°  >•  o ,  l'un  des 

cylindres  ou  la  droite  si  C  —  CB"  =  o. 

Dans  le  cas  où  A"  —  B'"  =  o ,  sans  que  C ,  C  ,  C"  soient  nuls  tous 
les  trois,  on  a  le  cylindre  parabolique. 

Si  de  plus  C,  C,  C"  sont  nuls;  avec  D  •<  o,  deux  plans  parallèles 
D:=o.  un  plan  D  >>  o,  deux  plans  parallèles  imaginaires. 

SECOND    CAS. 

Les    trois  carrés  manquent. 

Tous  les  fois  que  les  trois  rectangles  sont  dans  l'équation,  elle  re- 
présente l'un  des  deux  hyperboloïdes  ou  le  cône.  Dans  l'équation  (24), 
selon  que  e  et  4^  —  e[f —  gY ,  sont  de  même  signe  ou  de  signes 
contraires ,  on  aura  i'hyperboloïde  à  deux  nappes ,  ou  l'hyperboloïde 
à  une  nappe.  Si  /^h  —  e{f — g)"  est  nul,  c'est  le  cône.  Enfin  si  lun 
des  rectangles  manque,  on  a  un  paraboloide  hyperbolique,  toutes 
les  fois  que  les  termes  du  premier  degré  qui  renferment  les  mêmes 
coordonnées  que  ce  rectangle ,  ne  manquent  pas  tous  les  deux  ;  dans 
le  cas  contraire  un  cylindre  hyperbolique,  si  l'équation  n'est  pas 
privée  du  dernier  terme,  et  deux  plans  qui  se  coupent,  si  elle  en 
est  privée. 

On  remarquera  du  reste  que  la  discussion  ci-dessus  fait  connaître 
un  système  de  coordonnées  par  rapport  auquel  l'équation  des  surfaces 
a  centre  prend  la  forme 

P-  4-  Py  4-  P'^r"  =  Q, 

et  celle  des  surfaces  privées  de  centre, 

P3»  +  P'j»  4.  2Qx  =  o. 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  5o5 


Extrait  d'une  lettre  de  M.  Lamé  à  M.  Liouville  sur  cette 
question  :  Un  polygone  convexe  étant  donné,  de  combien 
de  manières  peut-on  le  partager  en  triangles  au  moyen 
de  diagonales  ?  (*) 


If  La  formule  que  vous  m'avez  communiquée  hier,  se  déduit 
facilement  de  la  comparaison  de  deux  méthodes  qui  conduisent  au 
même  but. 

«En  effet,  on  peut,  à  l'aide  de  deux  méthodes  différentes,  évaluer 
le  nombre  des  décompositions  en  triangles  d'un  polygone  :  par  la 
considération  des  côtés  ,  ou  par  celle  des  sommets. 


«Soit  ABCDEF...  un  polygone  convexe  de  «-|-i  côtés,  et  soit  de- 
signé par  le  symbole  Pj  le  nombre  total  des  décompositions  en 
triangles  d'un  polygone  de  k  côtés.  Un  côté  quelconque  AB  de 
ABCDEF...  servira  de  base  à  un  triangle,  dans  chacune  des  P„^., 
décompositions  de  ce  polygone,  et  ce  triangle  aura  son  sommet  enC, 
ou  D,  ou  E,  ou  F...  ;  au  triangle  CBA  correspondront  P.  décom- 


(*)  Voyez  un  Mémoire  de  Seguer  {Novi  Commentarii  Acad.  Petrop.,  t.  VII  , 
p.  2o3).  L'auteur  a  trouvé  l'équation  (i)  de  M.  Lamé;  mais  la  formule  (3)  offre 
une  solution  bien  plus  simple  que  la  sienne.  Cette  formule  (3)  est  due  sans  doute 
à  Euler.  Elle  est  indiquée  sans  démonstration  à  la  page  i4  du  volume  cité 
plus  haut.  L'identité  des  équations  (i)  et  (3)  n'est  pas  facile  à  établir.  M.  Ter- 
quem  y  étant  parvenu  à  l'aide  de  quelques  propriétés  des  factorielles  ,  m'a 
proposé  ce  problème.  Je  l'ai  communiqué  ensuite  à  divers  géomètres  :  aucun 
d'eux  ne  l'a  résolu;  M.  Lamé  a  été  plus  heureux:  j'ignore  si  d'autres  avaient 
obtenu  avant  lui  une  solution  aussi  élégante. 

J.     LlOUVlLLE. 
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positions  différentes;  à  DBA  un  autre  groupe  de  décompositions,  re- 
présenté par  le  produit  PjP,_,  ;  à  EBA  le  groupe  P^Pn-aî  à  FBA , 
celui  P5P„_3;  et  ainsi  de  suite,  jusqu'au  triangle  ZAB,  qui  appar- 
tiendra à  un  dernier  groupe  P„.  Or,  tons  ces  groupes  sont  essen- 
tiellement distincts:  leur  somme  donnera  donc  P„^.,.  Ainsi  l'on  a. 

(I)       P„^,  .=:P„  +  P3P„_,+P^P„_,+  P5P„_3+.  .  ■  +P._3P5+Pn-.P4  +  P.-.P34-Pn. 

IL 

»  Soit  abcde ...  un  polygone  de  n  côtés.  A  chacune  des  n  —  5  dia- 
gonales, qui  aboutissent  à  l'un  des  sommets  a,  correspondra  un 
groupe  de  décompositions ,  pour  lesquelles  cette  diagonale  servira  de 
côté  à  deux  triangles  adjacents  :  à  la  première  diagonale  ac,  le  groupe 
PaP.-t;  à  la  seconde fl^,  celui  P^P,.,;  à  la  troisième  ac,  P5P,_3,  et  ainsi 
de  suite  jusqu'à  la  dernière  ax  qui  sera  active  dans  le  groupe  P3P„_,. 
Ces  groupes  ne  sont  pas  totalement  différents,  car  il  est  aisé  de  voir 
que  quelques-unes  des  décompositions  partielles,  appartenant  à  l'un 
d'eux ,  se  retrouvent  dans  les  précédents.  De  plus  ils  ne  compren- 
nent pas  les  décompositions  partielles  de  P„  pour  lesquelles  aucune 
des  diagonales  aboutissant  en  a  n'est  active. 

M  Mais  si  l'on  fait  la  même  opération  à  chacun  des  autres  sommets  du 
polygone  et  qu'on  réunisse  toutes  les  sommes  de  groupes  de  ces  som- 
mets,par  leur  somme  totale  n(P3P„_.4-P4P.-.+  --f-P.-.P^+P.-.Ps) 
on  sera  certain  d'embrasser  toutes  les  décompositions  partielles  de 
P„;  chacune  d'elles  s'y  trouvera  même  répétée  un  certain  nombre 
de  fois. 

))  En  effet ,  si  l'on  imagine  une  quelconque  de  ces  décompositions  , 
elle  comprend  n  —  2  triangles ,  ayant  en  tout  5n  —  6  côtés  ;  si  l'on 
retranche  de  ce  nombre  les  n  côtés  du  polygone,  et  qu'on  prenne 
la  moitié  du  reste  qui  est  n  —  5 ,  on  aura  le  nombre  des  diagonales 
actives  dans  la  décomposition  dont  il  s'agit.  Or,  il  est  évident  que 
cette  décomposition  partielle  se  trouvera  répétée  autant  de  fois, 
dans  la  somme  totale  qui  précède ,  que  ces  n  —  5  diagonales  ont 
d'extrémités,  cest-à-dire  an  — 6  fois  :  puisque  chaque  extrémité  est 
un  sommet  du  polygone  ,  et  qu'en  évaluant  les  groupes  de  ce  som- 
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met,  la  diagonale  a  fourni  un  groupe,  comprenant  la  décomposition 
partielle  considérée. 

n  Ainsi ,  chacune  des  décompositions  partielles  du  groupe  total  P„ , 
étant  répétée  2n-6  fois  dans  n(P3P„_,+P^P,_,+.  .+P„_,P^^-P„_,P3), 
ou  obtiendra  P„  en  divisant  cette  somme  par  2n  — 6.  On  a  donc 

,    ,     p    _  "(PaPg-  +  P4K-.  +■  ■  ■  +  P.-.P4  +  P.-.P3)_ 

^    '        "  an  —  6 

III. 

»  La  première  formule  (i)  donne 

P,P,-I  +  P4P-.-.  +•  .  -4-  P.-.P4  +  Pn-.P,  =  P.^:  -   2P„  , 

et  la  seconde  (2) 

P,Pn_.  4-  P4P.-.  +•  .  .+  P.-.P4  +  P.^.P.  =  ^^  PnJ 


donc  enfin 
ou  bien 


p        .-.  2P    —  ^"~^  P 


(3)  P_  =  4-^-^P.. 

Ce  qu'il  fallait  démontrer.  » 

Paris  ,  25  août  i838. 
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Note  sur  une  Equation  aux  différences  finies  ; 
Par  E.  catalan. 


M.  Lamé  a  démontré  que  l'équation 
se  ramène  à  l'équation  linéaire  très  simple, 

P„^.    =^^^^P„.  (2) 

Admettant  donc  la  concordance  de  ces  deux  formules,  je  vais  cher- 
cher à  en  déduire  quelques  conséquences. 

I. 

L'intégrale  de   l'équation  (2)  est 

p        Ë     12     i4  4/1  — 6  p 

'^"+'  —  3'4"5     n         " 

et  comme,  dans  la  question  de  géométrie  qui  conduit  à  ces  deux 
équations,  on  aP3=  i ,  nous  prendrons  simplement 


Le  numérateur 


p  __    2.6.10.14..  •  (4"  — 6)  /g-) 


2.6.io.i4'»'  (4"  —  6)^ 2"""'.  1.5.5.7...  (2« —  3) 

2"""'  .1.2.3.4.5...   (271  —  2)    I.2.3.4...  (2n  —  2) 

3.4.6.8. ..  (2n  —  2)  1.2.3...  (n — i) 

Donc 

p         n{n+  I)  (n+2).  ..  (2^—2)  ... 

*^-^' 2.3.4...  "  '  ^^' 
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Si  l'on  désigne  généralement  par  C,„,,  le  nombre  des  combinaisons  de 
m  lettres,  prises  p  sl p;  et  si  l'on  change  «  en  n  +  i ,  on  aura 

P.-  -  ;^,  C.,„,  (5) 

ou  bien 

Pn^.    =    C,„,    -    C,„,„_..  (6) 

II. 

Les  équations  (i)  et  (5)  donnent  ce  théorème  sur  les  combinaisons  : 

III. 

On  sait  que  le  («  +  i)'  nombre  figuré  de  l'ordre  /«  +  i ,  a  pour 
expression ,  C,„,„  :  si  donc ,  dans  la  table  des  nombres  figurés ,  on 
prend  ceux  qui  occupent  la  diagonale  ;  savoir  : 

I,     2,     6,     2o,     70,     aSa,     924...; 
qu'on  les  divise  respectivement  par 

I,     2,     3,       4,       5,        6,         7...; 
on  obtiendra  une  nouvelle  suite  de  nombres , 

I,     I,     2,       5,     14,       42,     i32...,  (A) 

lesquels  jouiront  de  cette  propriété  : 

Un  terme  quelconque  de  la  suite  (A)  est  égal  à  la  somme  des 
produits  que  l'on  obtient  en  écrivant  au-dessous  d'elle-même ,  et 
dans  un  ordre  inverse ,  la  série  des  termes  précédents ,  et  en  multi- 
pliant les  termes  correspondants  des  deux  séries. 

Par  exemple, 

i52=  1.42+  1. 14+2. 5  +  5. 2  +  14. 1  +42-I' 
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Les  nombres  qui  composent  cette  suite,    sont  à   commencer  du 
second,  les  valeurs  de  Ps,  P^ , .  . . 

IV. 

En  mettant  pour  les  quantite's  C,  leurs  valeurs  dans  l'équation  (7)^ 
il  vient 

I       211   in — 1        n+i      I    2« — 2  211 — 3  n            i       2n — 4    '^" — ^         ""' 

n-f-i      I          2               n        n'      i             2      "  '  n — in — i"       i       '      2      '    '  n-2 

I    2         I       2n — 6       II  — 2  143  1    2n — 2    2n —  3            n 

21      n — 2'      I       '"'n — 3  3"i'2  '"'      n'      i       '      2       '    'n — i' 

Et  en  multipliant  les  deux  membres  par  i  .2.3.  . .  n  : 


2n.2n — I .  . .  n  +  2  =  2n — 2.2n — 3.  ,  .n-\ — 2n —  4-  ■  •  " —  '  •  >  +~  •  ^" — ^ 

'  I  ^  12 


...„_2X4  +  -  ^— i^."iïï:r8...«_3x6.5+...+  2«  — 2...«.       (8) 

I         2  3 

Dans  ce  développement,   le  terme  qui  en  a    i  avant   lui,  a   pour 
expression , 

T,=-  "^-II.  .  .  "~'"'"'(2n-2t-2)(2n— 2t— 3).  ■  .(n— 0X2'{2i— i).  .  .(j-|.2).  (9) 

Cette  quantité  peut  s'exprimer  à  l'aide  des  fonctions  Y ,  dont  la  défi- 
nition est,  comme  on  sait, 

"^{p)  =  ip  -  on/'  -  0; 

on  a  effectivement 

rp    n  n—  I  n—  i+  i  r  (2n  —  21—  1)      r(2t  +  1}  ^ 

^'  —  7  "i"    •■*         t  r(n  — 0       ■r(i  +  2)' 

ou 

_„^i_,         /z  — i-l-i j r(2n— 2O    r(2i+2)^ 

'  — 7  "^^  *  •  ■        i        (2«— 2t— i)(2£+i)(i+i)  r(/i  — /)  ■  r(j+  ij* 

A  l'aide  de  la  relation 

r(2_„)         2^'      /  .N 

r(n)  Vît         \     ^  2//' 
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découverte  par  Legendre ,  nous  transformerons  les  deux  rapports 

r  (an  —  7.i)        r(2i  +  2) 
r{n  —  i)    '        r(i  +  I  )   ' 
en 

alors  le  ternie  général  devient 

rp   n  n—i  n—i+t 1        2"_/         .  ,    i\j,  ^ ■  ,  3\ 

OU  enfin 

1  /   =    5 TT^— ; r —  .  r  (  72  —  l  • r  (  <  +  -  ).      (10) 

1.2.3.  ..  .t(l  +  l)  TT  \  2/       \       '     2/         ^       ' 

Psous  pouvons  remplacer  le  produit  des  deux  fonctions  T  par  une 
intégrale  eulérienne  de  première  espèce,  au  moyen  de  la  relation, 

^ip+q)       Jo        ^        ' 

et  nous  aurons 

1.2.3 (£+0  "^  Jo  ^  ' 

De  même,  si  nous  substituons  au  facteur 

n{ji — i)....(re  — 1-4-')    T{n+i) 

1.2.3.  .'..{i  -j-  I)  r  (i  +  a)?^;!  —  i-l-  i)' 

la  quantité 

r(«  +   i)  :  r(n  +  3)^^  S'+'Ci  -  6)-WG; 
nous  obtiendrons  finalement 


n)T{n-\.i)Jo  ' 


m    2'"  ''       r  {il)  1  V"  -r  ' ;  ./  o ( ,  .^\ 


r  (n  +  3) 
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Au  moyen  de  cette  valeur  de  T,,  l'équation  (8)  devient 

0   *  '  ^'  —  '^^      '  '^^ 

r(n-{-2)  s-  r(n  +  3)       ^o 


/.' 


-f(,  —ay+'i 


V. 


Le  terme  géne'ral  de  notre  développement  peut  se  mettre  sous  une 
forme  différente  de  (12).  Nous  pouvons  écrire 

Or 


r(; 
et 


r(i4-2)  r(z  +  2) 

donc 


T'  =  ^"  f^^'O  -  6)^  rffl  x/;H  (1-6)^  dô.       (,4) 

Les  valeurs  (12)  et  (14)  devant  être  identiques  ,  on  aura 

X  /„'6""'~^  (i  —  6/  rfô  X  //ô'-^  (i  —  5)'  r/Ô.        Ci5) 
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Si  l'on  suppose  i  =  i  ,  il  vient 

7r  =  4«(n+i)(«  +  2)yjô"-(i  —  ô)*<fô  X  fy'.{i—Qy.d9.  (i6) 

D'ailleurs,  ces  deux  dernières  relations  se  vérifient  immédiatement. 
En  mettant  pour  T,  sa  nouvelle  expression  dans  (8),  cette  équation 
devient 

?^=v.r(«+.)2;7;e-'-'-(.-9)^''«x/;H(.-9)-«. 

Et  à  cause  de 

r(2»  +  1)  _      r(2n)  _   2^  T.  /'„  I   l\  . 


puis  de 


nous  aurons  enfin 

27rf^'ô''%'^Ù)UÙ=^yfy"^- k^-QyM x/JH(i-ÔHÔ.  (17) 

VI. 

L'équation  précédente  exprime  une  propriété  des  fonctions  T.  Pour 
la  mettre  en  évidence,  remplaçons  tt  par  ^r  C  )!'(")>  puis  chaque 
intégrale  définie  par  sa  valeur;  il  viendra 

/r  /^'^ r  fh    ^("+^)^(^)  —  V""'  r(n->t-i)ra)    r(t^-;-)r(D . 
ou  ,  en  changeant  M  en  «  —  i  et  i  en  i—  i  : 

r(2)  •  r  (ra-f,i)  "~4  *  ^,     r(«  — i+ 0  *  r(i+ 0'  ^    ^ 

Ajnsi ,  en  posant 
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OD  a 

A,.A.  =  ÎX'A-'A'-  ('9) 

Cette  équation  peut  se  mettre  sous  une  forme  plus  simple.  Pour  cela, 
remarquons  d'abord  qu'en  posant  /  =  o,  la  fonction  A,  devient 
^^-  Or,  r(— ^)  =  ^  =  — 2ï/7r,  etr(i)=i.  Si  donc,  après 

avoir  chassé  le  dénominateur  de  l'équation  précédente,  nous  ajou- 
tons 2A,A,  aux  deux  membres,  nous  obtiendrons 

4A,A.  —  4\/7r.A,  =  2,„A„_,A,: 

ou  simplement,  à  cause  de  A,  =r  y/^  : 

2„  A— 'A'  =  o-  (20) 

Autrement  dit,   l'équation  aux  différences  finies 

P.Pn    +    P.P.-    +    P,P._.    +...+    P.-.P.     +     P.Po    =    O, 

est  satisfaite  par  P,  =  ^"~  ',  pourvu  que  l'on  prenne  P,= — 2  \/7r , 

P.  =  i/TT. 

Il  est  d'ailleurs  évident  que  cette  équation  n'a  lieu  qu'à  partir  de 
?i  1=  2. 

Il  suit  aussi,  de  ce  qui  précède,  que  l'intégrale  générale  de  l'é- 
quation 

4P,P.  =  P,P._,  +  P.P._.  +...+  P,_,P,,       (21) 

est 

"  r(n+i)      i/«-'  ^^^^ 
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VII. 

Je  terminerai  cette  note  par  la  solution  d'un  problème  qui  a  une 
liaison  remarquable  avec  la  question  de  Gëomëtrie ,  traitée  par 
M.  Lamé. 

Problème.  De  combien  de  manières  peut-on  effectuer  le  produit 
de  n  facteurs  différents. 

Désignons  par  Z„^,  ce  nombre. 

Supposons  les  //  facteurs  écrits  dans  l'ordre  alphabétique , 

abc.  .  .  .ghkl.  .  .  .qrs; 

décomposons  ce  produit  en  deux  groupes,  l'un  composé  de  i  facteurs 
abc.  .  .gh ,  l'autre  composé  des  n —  i  facteurs  restants;  désignons  en 
outre  par  X„^,  le  nombre  de  manières  dont  il  est  possible  d'effectuer 
le  produit  ci-dessus,  sans  changer  l'ordre  des  lettres  :  il  est  clair  que 
I  un  des  éléments  de  cette  somme  sera  X,^.,X,_j^,.  Et  comme  /peut 
varier  depuis  i  jusqu'à  n —  i,  nous  aurons  sans  aucune  omission  ni 
répétition  : 

X.+  ,    =     2,       Xi^-^Xh-i+i.  (23) 

0  n  doit  supposer  X,  =  i  ;  d'ailleurs  X3  est  aussi  égal  à  i  :  il  s'ensuit 
que  l'équation  (aS)  a  la  même  intégrale  que  l'équation  (i);  savoir 

X„^.  =  P,^,.  (24) 

Nous  avons  supposé  que  les  n  facteurs  étaient  disposés  en  ordre  al- 
phabétique :  comme  ils  peuvent  être  pris  dans  un  ordre  quelconque, 
la  quantité  X„^,  doit  être  multipliée  par  le  nombre  des  permutations 
de  n  lettres  ;  donc 

z„^.  =  P,+..r(R  -f-  i), 

ou 

Z,^,  =  n[ji  -f-   1)  [n  -{-  2)..,(2n  —  2).         (25) 

Si,  dans  l'équation  (23),  nous  mettons  au  lieu  des  X  leurs  valeurs 
en  Z,  nous  trouverons  après  avoir  multiplié  tous  les  termes 
par  r  (/z+  i)  : 
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Z,^.  =  ^  Z.Z.  +  ^  ^  Z,Z„..  4-  ...  H-  ^  Z,Z.,  (26) 

et  comme  la  formule  (25)  donne 

Z,^.  =  (4n  -  6)Z..  (27) 

Il  s'ensuit  que  ces  deux  dernières  équations  rentrent  l'une  dans 
l'autre.  Ce  résultat,  auquel  il  serait  peut-être  difficile  d'arriver  direc- 
tement, est  assez  remarquable. 

L'équation  (26)  devient ,  en  mettant  pour  Z,^.,  sa  valeur  — — t-t —  : 

rÇan  —  1)  __  n  r(0     r(2n— 3)       n  n—  I  r(3)    r(3n— 5)  n  r(2n— 3) 

r(n)      ~  7r(i)  ■  r(n— i)"^!    2    r(2;' r(n  — 2)  ■^■■■"*' ir(n— i)" 
A  cause  de 

r(27i — 0  „_  (21  —  a)  r(2n — 2) r(2n  —  2)  3"~'_/  i\ 

Jin)       —     {n—  i)r{n—  i)    ~  ^  TT^  —'ô  P>  H"        2>'' 

cette  dernière  équation  se  transforme  facilement  en 
Celle-ci  peut  encore  s'écrire 

0  I      J      0  l         2^   0  I 


.1     ,.'0 


(29) 

rf5. 


Les  équations  (28)  ou  (2g)  expriment  une  propriété  des  fonctions  T, 
analogue  à  celle  qui  a  été  donnée  plus  haut. 
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THÉORÈMES 

Sur  les  intersections  des  cercles  et  des  sphères; 
ParAug.  MIQUEL. 


Théorème  I. 


«  Loreque  quatre  points  A,  B,  C,  D  (fig.  i,  planche  III)  sont  situés 
»  sur  une  même  circonférence  de  cercle  ABCD  ;  si  par  les  points 
»  consécutifs  A  et  B,  B  et  C,  C  et  D,  D  et  A,  on  fait  passer  des 
M  circonférences  de  cercle ,  les  quatre  secondes  intersections  A',  B', 
»  C,  D'  des  circonférences  consécutives  se  trouveront  sur  une  même 
»  circonférence  de  cercle  A'B'C'D' .  » 

En  effet,  joignant  AB  ,  BC,  CD  ,  DA,  A'B',  B'C,  CD',  D'A',  A  A', 
BB',  ce,  DD',  on  aura 

A' AB  =2d^  A'B'B  ,         C'CB  =  arf  —  C'B'B  ; 

et  par  conséquent , 

A'AB  +  C'CB=A'B'C'. 

On  obtiendrait  de  la  même  manière 

A'AD  +  CCD  =  A'D'C. 

En  ajoutant  terme  à  terme  les  deux  égalités  précédentes ,  il  vient 

BAD  +  DCB  =  C'B'A'  +  A'D'C. 
Or,  on  a 

BAD  +  DCB  =  2d. 
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Donc  on  aui'a 

C'B'A'  +  A'D'C  =  3^  ; 

ce  qui  nous  apprend  que  les  points  A',  B',  C,  D',  sont  situés  sur  une 
même  circonférence  de  cercle. 

Réciproque  évidente.  «  Lorsque  trois  points  C,  B',  D' sont  situés 
»  respectivement  sur  chacun  des  côtés  d'un  triangle  curviligne  DBA' 
»  formé  par  trois  arcs  de  cercle  DB ,  BA',  A'D  qui  se  coupent  tous 
h  trois  à  un  même  point  A  ;  si  on  fait  passer  une  circonférence  de 
»  cercle  par  chacun  des  sommets  de  ce  triangle,  et  par  les  deux  des 
»  trois  points  C ,  B',  D',  qui  se  trouvent  sur  les  deux  côtés  qui  abou- 
»  tissent  à  ce  sommet  ,  les  trois  circonférences  D'DC ,  CBB',  B'A'D' , 
»  ainsi  obtenues ,  se  couperont  en  même  point  C.   » 

I^i'ota.  Dans  ce  qui  suit,  il  nous  arrivera  de  désigner  une  circonfé- 
rence de  cercle  par  trois  des  points  par  lesquels  elle  passerait  si  elle 
était  décrite  ;  et  une  sphère  par  quatre  points  de  sa  surface. 

Théorème  IL 

»  Lorsqu'un  quadrilatère  complet  curviligne  ABCDEF  est  (fig.  2) 
'i)  formé  par  quatre  arcs  de  cercle  AB  ,  BC ,  CD  ,  DA ,  qui  se  coupent 
V  tous  quatre  en  ua  même  point  P,  si  l'on  circonscrit  des  circonférences 
))  de  cercle  à  chacun  des  quatre  triangles  curvilignes  que  forment 
))  les  côtés  de  ce  quadrilatère ,  les  circonférences  de  cercle  AFB , 
»  EBC ,  DGF  ,  DAE  ainsi  obtenues  se  couperont  toutes  quatre  en  un 
»  même  point  G.   « 

Pour  le  démontrer,  il  suffit  de  faire  voir  que  trois  quelconques  AFB, 
EBC ,  DCF  de  ces  quatre  circonférences  se  coupent  en  un  même  point. 
Or,  d'après  la  réciproque  précédente,  puisque  les  trois  points  B,  C,  F 
sont  situés  respectivement  sur  chacun  des  côtés  du  triangle  curviligne 
AED  formé  par  trois  arcs  de  cercle  qui  se  coupent  en  un  même  point 
P,  les  circonférences  AFB,  EAC,  DCF,  se  coupent  toutes  trois  en  un 
certain  point  G.  Donc  les  quatre  circonférences  AFB,  EBC,  DCF,  DAF 
se  coupent  en  ce  même  point  G. 
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Théobème  III. 

«  Lorsqu'un  pentagone  complet  curviligne  ABCDEHKLM  '(flg.  5) 
»  est  formé  par  cinq  arcs  de  cercle  qui  prolongés  se  couperaient 
»  tous  en  un  même  point  que  nous  appellerons  P  ;  en  prenant  ces 
»  arcs  de  cercle  quatre  à  quatre ,  on  a  évidemment  cinq  quadrila- 
»  tères  complets  curvilignes,  qui,  d'après  le  théorème  précédent, 
»  sont  tels  que  les  circonférences  de  cercle  circonscrites  aux  quatre 
»  triangles  de  chacun  de  ces  quadrilatères  se  coupent  en  un  même 
n  point.  Je  dis  maintenant  qu'on  peut  faire  passer  une  circonférence 
))  de  cercle  par  les  cinq  points  A',  B'..  .  en  chacun  desquels  se 
n  rencontrent  les  quatre  circonférences  circonscrites  aux  quatre 
»  triangles  de  chacun  des  cinq  quadrilatères  complets  ABKEMG, 
»  BCLÀGH,  etc.    » 

Pour  le  démontrer,  il  suffit  de  faire  voir  que  quatre  quelconques 
B',  C,  D',  E'  de  ces  cinq  points  A',  B',  C,  D',  E'  se  trouvent  sur  une 
même  circonférence  de  cercle.  Or,  puisque  les  quatre  points  A,  H,  C,  D 
sont  situés  sur  une  même  circonférence  de  cercle  liHCD,  d'après  le 
théorème  I,  les  quatre  points  B',  C,  D',  E'  qu'on  peut  considérer 
comme  les  secondes  intersections  des  circonférences  consécutives  LAH 
et  HBC ,  HBC  et  CKD  ,  CKD  et  DEL,  DEL  et  LAH  se  trouvent  sur 
une  même  circonférence  de  cercle.  Donc  les  cinq  points  A',  B',  C, 
D',  E'  se  trouvent  situés  sur  une  même  circonférence  de  cercle.  Ce 
qu'il  fallait  démontrer. 

En  supposant  que  le  point  P  soit  situé  à  une  distance  infinie  des 
points  A,  B,  C,  D,  E,  les  arcs  AB,  BC.  . .  ne  sont  autre  chose  que 
des  lignes  droites.  D'où  l'on  voit  que  du  théorème  précédent  se  dé- 
duit le  théorème  relatif  au  pentagone  que  nous  avons  démontré  à  la 
page  486  de  ce  journal,  et  que  nous  avions  déjà  fait  connaître, 
en   i835,  dans  le  journal  le  Géomètre. 

Nous  allons  faire  voir  maintenant  que  les  trois  théorèmes  que  nous 
venons  de  démontrer,  sont  également  vrais  lorsque  les  cercles  sont 
tracés  sur  la  surface  d'une  sphère.  L'extension  dont  il  s'agit  se  déduira 
facilement  du  théorème  suivant. 


66.. 
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Théorème  IV. 

ce  Soit  abaissée  du  centre  d'une  sphère,  que  nous  appellerons  0 , 
»  sur  un  plan  quelconque ,  que  nous  désignerons  par  0',  une  per- 
»  pendiculaire  indefiuie  ;  en  prenant  pour  centre  de  projection  un 
»  des  points  S  d'intersection  de  la  surface  de  la  sphère  avec  cette 
»  perpendiculaire ,  la  projection  sur  le  plan  0'  de  tout  cercle  tracé 
»  sur  la  surface  de  la  sphère  0  sera  un  cercle.   » 

Appelons  P  la  seconde  intersection  de  la  perpendiculaire  avec  la 
sphère  0,  P'  le  pied  de  la  perpendiculaire,  et  en  général  désignons  par 
A,  B,  C.  .  .  des  points  de  la  surface  0  ,  par  A',  B',  C. . . .  leurs  pro- 
jections sur  le  plan  0'.  11  est  évident  que  tout  rayon  projetant  SAA' 
formera  avec  la  perpendiculaire  SPP'  et  les  droites  AP  et  AT'  deux 
triangles  SAP,  SA'P'  rectangles  l'un  en  A,  l'autre  en  P'.  Par  consé- 
quent, ces  deux  triangles  semblables  nous  donneront 

SA. SA'  =  SP.SP'; 
on  obtiendrait  de  la  même  manière, 

SB.  SB'  =  SP.SP'. 
Donc, 

SA. SA'  =  SB. SB'; 

ce   qui  nous  apprend   que  les  quatre   points  A ,   A',  B ,  B'  sont  sur 
une  même  circonférence  de  cercle. 

Cela  posé,  soit  a  un  cercle  tracé  sur  la  sphère  0,  a'  sa  projection 
sur  le  plan  0'  ;  considérons  une  surface  de  sphère  V  qui  passe  par  la 
circonférence  a  et  par  un  point  D'  de  la  courbe  a'.  Pour  démontrer 
que  la  courbe  a'  est  une  circonférence  de  cercle ,  il  suffira  de  faire 
voir  que  tous  ses  autres  points  se  trouvent  sur  la  sphère  V.  Or  ,  E 
étant  tout  autre  point  de  cette  courbe  a',  les  quatre  points  D,  D',  E, 
E'  sont,  d'après  ce  qui  a  été  dit  plus  haut,  sur  une  même  circon- 
férence ,  et  cette  circonférence  n'est  autre  chose  que  l'intersection 
du  plan  des  rayons  projetants  SDD',  SEE'  avec  la  sphère  V,  puisque 
cette  sphère  V  passe  par  le  point  D'  et  par  les  points  D  et  E  de  la 
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circonférence  a.  Ainsi  le  point  E'  appartient  à  la  sphère  V.  Donc  la 
courbe  a'  est  une  circonférence  de  cercle. 

On  démontrerait  absolument  de  la  même  manière  que,  réciproque- 
ment, toute  courbe  tracée  sur  la  surface  de  la  sphère  0  ,  qui  a  pour 
projection  un  cercle  sur  le  plan  O',  csi  elle-mèuie  un  cercle. 

Il  est  maintenant  facile  de  voir  que  le  théorème  I ,  par  exemple ,  a 
lieu  sur  la  surface  d'une  sphère,  et  que  sa  récipi'oque,  le  théorème  II 
et  le  théorème  III  qui  n'en  sont  que  des  conséquences,  ont  également 
Heu  sur  la  surface  d'une  sphère. 

Théorème  V. 

«  Soit  un  tétraèdre  curviligne  ABCD  (fig.  4)  formé  par  quatre 
»  surfaces  sphériques  PABC ,  PACD,  PABD,  PBCD  ,  qui  se  coupent 
»  toutes  quatre  en  un  même  point  P  situé  où  l'on  voudra  dans 
H  l'espace;  soient  pris  six  points  E,  F,  G,  H,  I,  R  respectivement  sur 
))  chacune  des  six  arêtes  AB,  AC,  AD,  BC,  CD  ,  BD  de  ce  tétraèdre. 
»  Si  l'on  fait  passer  une  surface  de  sphère  par  chacun  des  sommets  du 
»  tétraèdre  et  par  les  trois  des  six  points  E,  F,  G,  II,  I,  K  qui  se 
»  trouvent  sur  les  arêtes  qui  aboutissent  à  ce  sommet  :  je  dis 
»  1*.  que  les  quatre  sphères  AEFG,  BEHK,  CHFI ,  DIKG,  ainsi  ob- 
»  tenues  se  coupent  trois  à  trois  sur  chacune  des  faces  du  tétraèdre; 
»  2°.  qu'elles  se  coupent  toutes  quatre  en  un  même  point  de  l'espace.  » 

Car  i*.  Les  arcs  de  cercle  AB,  BC,  CA  se  coupent  en  un  même 
point  P  de  la  sphère  PABC,  sur  laquelle  ils  sont  tracés,  et  les  points 
E,  H,  F  appartenant  respectivement  à  chacun  des  côtés  du  triangle 
curviligne  ABC,  d'après  l'extension  de  la  réciproque  du  théorème  I, 
les  trois  circonférences  AFE,  BEH ,  CHF  se  coupent  en  un  même 
point  L  de  la  sphère  PABC.  Or,  ces  circonférences  AFE,  BEÏI,  CHF 
ne  sont  autre  chose  que  les  intersections  de  la  sphère  PABC  avec  cha- 
cune des  trois  sphères  AEFG,  BEHK,  CHFI.  Donc  ces  trois  dernières 
sphères  se  coupent  au  point  L  de  la  sphère  PABC. 

On  démontrerait  de  la  même  manière  que  trois  autres  des  quatre 
sphères  AEFG,  BEHK,  CHFI ,  DIKG  se  coupent  en  des  points  M ,  N,  0 
qui  appartiennent  respectivement  aux  sphères  PACD,  PABD,  PRCD. 

2°.  Les  intersections  des  trois  sphères  PABC,  PACD,  PABD  avec  la 
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sphère  AEFG  sont  évidemment  trois  circonférences  de  cercle  qui  se 
coupent  toutes  trois  en  un  même  point  A  de  la  sphère  PACD  et  deux  à 
deux  aux  points  E ,  F,  G  qui  peuvent  être  considérés  comme  les  som- 
mets d'un  triangle  curviligne  tracé  sur  cette  dernière  sphère,  aux  côtés 
duquel  triangle  appartiennent  respectivement  les  points,  L,  M,  N.  Par 
conséquent,  d'après  l'extension  de  la  réciproque  du  théorème  I ,  les 
circonférences  de  cercle  NEL ,  LFM,  MGN  se  coupent  toutes  trois  en 
un  même  point  de  cette  sphère  AEFG.  Or,  d'après  ce  quia  été  dit  dans 
la  première  partie  de  cette  proposition -ci,  chacune  des  sphères  BEHK, 
CHFI,  DIGK  passe  respectivement  par  les  points  N  et  L,  L  et  M, 
M  et  N.  Donc  les  trois  circonférences  NEL ,  LFM ,  MGN  ne  sont 
autre  chose  que  les  intersections  de  chacune  des  trois  dernières 
sphères  avec  la  sphère  AEFG.  Par  conséquent  ces  trois  mêmes  sphères 
se  coupent  toutes  trois  en  un  même  point  de  la  sphère  AEFG  :  ce  qui 
revient  à  dire  que  les  quatre  sphères  AEFG ,  BEHK,  CHFI ,  DGIK  se 
coupent  toutes  quatre  en  un  même  point.  Ce  qu'il  fallait  démontrer. 
En  supposant  que  le  point  P  soit  situé  à  une  distance  infinie  des 
points  A,  B,  C,  D,  le  tétraèdre  ABCD  n'est  autre  chose  qu'un  té- 
traèdre ordinaire  à  faces  planes.  D'où  l'on  déduit  le  théorème  suivant  : 

Théorème  VI. 

«  Si  après  avoir  pris  un  point  sur  chacune  des  six  arêtes  d'un  lé- 
u  traèdre,  on  fait  passer  une  surface  de  sphère  par  chacun  des  som- 
»  mets  du  tétraèdre  et  par  les  trois  points  pris  sur  les  trois  arêtes  qui 
»  aboutissent  à  ce  sommet,  les  quatre  sphères  ainsi  déterminées  se 
»  couperont  trois  à  trois  sur  chacune  des  faces  du  tétraèdre ,  et  toutes 
»  quati-e  en  un  même  point  de  l'espace.  » 
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SUITE   DU    MÉMOIRE 

Sur  la  classification  des  Transcendantes  et  sur  l'impossibilité 
d'exprimer  les  racines  de  certaines  équations  en  fonction 
finie  explicite  des  coefficients  ; 

Par  J.  LIOUVILLE  (*). 


§VL 

On  prouve  qu'il  existe   des  Jonctions  finies   explicites  de  toutes  les 

espèces. 

1 1 .  On  peut  demander  si ,  quelque  grand  que  soit  le  nombre  en- 
tier positif  m ,  il  est  toujours  possible  de  trouver  des  transcendantes 
de  m'"'"  espèce.  Pour  répondre  à  cette  question,  il  suffit  de  considé- 
rer les  quantités  successives  log  loglog  jî-,  log  log  log  log  x,  etc.  ; 
car  nous  prouverons  qu'elles  sont  respectivement  de  troisième,  de 
quatrième  espèce,  etc.,  sans  que  jamais  elles  puissent  s'abaisser. 

Représentons  par/?  la  quantité  log  log....log  x,  et  supposons  que 
dans  cette  quantité  il  y  ait  un  nombre  {in —  i)  de  signes  logarith- 
miques placés  les  uns  sur  les  autres.  Dans  les  cas  particuliers  où  l'on 
aurait  771  =  2  ou/72=5,  la  transcendante  p  serait  de  [in —  i)'*""  es- 
pèce, comme  on  l'a  établi  ci-dessus.  Maintenant,  quel  que  soit  m,  je 
dis  que  si  p  est  une  transcendante  de  {rn  —  i  j'*'"  espèce  ,  log/?  sera 
une  transcendante  de  //z'*""  espèce.  Ce  théorème  une  fois  démontré, 
la  proposition  que  nous  avons  en  vue  dans  ce  paragraphe  se  trouvera 
démontrée  aussi. 

(*)  Vojez  tome  II  de  ce  Journal ,  page  56. 
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La  fonction  p  étant   de  {m  —  i)"™  espèce  et  de  forme  logarith- 
mique, il  est  aisé  de  s'assurer  que  p'  ou  J^  est  d'espèce   inférieure  à 

la  (m — i}'""".  D'après  cela  —  ou  la  dérivée  de  log/>  est  de  (m — i)"'"' 

espèce.  Donc  log  p  est  au  moins  de  (m  —  i )''""  espèce  et  au  plus  de 
m'''"  espèce.  En  d'autres  termes  log/?  peut  jusqu'ici  appartenir  à  la 
(jji  —  i)''"^  ou  à  la  m'''"  espèce.  Pour  prouver  que  ce  second  cas  est 
celui  qui  a  lieu  ,  il  suffit  de  faire  voir  que  le  premier  est  impossible. 
Supposons  donc  logp  exprimable  par  une  fonction  <p  de(m —  i)''"" 
espèce ,  et  prouvons  que  cette  hypothèse  conduit  à  une  absurdité. 
Pour  cela  réduisons  à  son  mimmum  le  nombre  total  n  des  transcen- 
dantes Ç,  »,...  9  de  {m — i)''"'  espèce  contenues  dans  (p.  On  pourra 
toujours  admettre  que  p  est  une  des  quantités  l,  »,....  6.  En  effet, 
dans   le  cas  contraire ,  l'équation 

c?logp  =  d(p       ou       ^  =  (p' 

contiendra  nécessairement  dans  son  second  membre  une  des  transcen- 
dantes dont  nous  parlons  puisque,  si  elles  avaient  toutes   disparu, 

—  serait  exprimée  par  une  fonction  <p'  d'espèce  inférieure  à  la  (m — i)"'™. 

L'équation  ^  =  <p'  fournira  donc  la  valeur  de  l'une  des  quantités 

Ç,  »,...  6,  de  ô  par  exemple,  en  fonction  algébrique  de  p,  de  sorte 
qu'en  substituant  sa  valeur  dans  (p ,  la  transcendante  ô  se  trouvera 
remplacée  par  p  sans  que  le  nombre  n  ait  augmenté.  Pour  mettre  p 
en  évidence  nous  écrirons 

logp  =  <p{x,  p), 

et  en  différenciant ,  il  viendra 

^  =  <î>;(j:,/>)  4-  <p;{x,p)^. 

Le  nombre  n  étant  réduit  à  son  minimum  _,  cette  équation  doit  être 
identique  par  rapport  a  p;  on  peut  donc  remplacer  p  par  u-\-p,  f^ 
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étant  une  constante  arbitraire,  ce  qui  donne 

c'est-à-dire 

dlog{fz  +p)  —  d(p  {x,  fx  +  p). 

En  intégrant ,  on  a 

log  (a^  +  /J)  =  <p(x,  /^  +p)  +  \og{u-\-d)  —  (p  (b,  /u  +  a)  : 

b  désigne  une  valeur  particulière  quelconque  de  x  et  a  la  valeur 
correspondante  de  p.  A  présent  je  différencie  par  rapport  h  u,  et 
posant  iu=  o  après  la  différenciation,  je  trouve 

^  =  <P'p{^,  P)  -H  ^  — <P.'(^>  «)• 

Cette  équation  doit  encore  être  identique  par  rapport  kpet  l'on  peut 
y  remplacer  p  par  une  indéterminée  i.  On  a  ainsi 

7  =  <p:(x,  ')  +  '-  —  ?«(*>  «)» 

équation  qui ,  multipliée  par  di  et  intégrée  ,  nous  en  donne  une  autre 
log i  =  q>{x,  i)  —  (p  (x,  g  +  log/„  +  Q  —  (p:  (i ,  a)2(i  —  Q , 

dans  laquelle  io  est  une  valeur  particulière  de  i,  et  qui  doit  être 
regardée  comme  absurde,  puisqu'elle  fournit  pour  log  /  une  valeur 
algébrique  en  /.  Donc  on  est  conduit  à  une  absurdité  lorsqu'on  sup- 
pose logp  exprimable  par  une  fonction  linie  explicite  de  (m — i)'""' 
espèce:  donc  cette  quantité  logp  est  de  m""'"  espèce,  ce  qu'il  fallait 
démontrer. 


Tome  III.  —  Novembre  i838.  ^3 
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§  VII. 

Méthode  pour  résoudre  une  équation  transcendante  lorsque  la  racine 
de  l'équation  est  exprimable  en  fonction  finie  explicite  des 
coefficients. 

22.  Soit  T=o  une  équation  ti-anscendante  ayant  pour  premier 
membre  une  fonction  finie  T  de  l'inconnue  y  et  d'un  paramètre 
indéterminé  x  :  si  l'on  cherche  à  résoudre  cette  équation  pour  en 
tirer  la  valeur  de  y  en  fonction  de  :r,  il  pourra  se  présenter  deux 
cas,  suivant  que  la  quantité^'  est  ou  n'est  pas  exprimable  par  une 
fonction  finie  explicite  de  x.  Cela  posé,  le  problème  de  la  résolu- 
tion des  équations  transcendantes  en  quantités  finies  explicites  peut 
s'énoncer  ainsi  :  Étant  donnée  l'équation  T:=  o,  décider  s'il  est  ou 
non  possible  d'y  satisfaire  par  une  valeur  de  la  iorme  y  ■=  une  fonc- 
tion finie  explicite  de  x ,  et,  si  la  réponse  est  affirmative ,  trouver  la 
valeur  de  y. 

La  méthode  que  nous  allons  exposer  pour  résoudre  ce  problème  est 
fondée  tur  un  principe  général  semblable  à  celui  dont  nous  avons  fait 
usage  dans  les  numéros  précédents  et  surtout  au  §  V;  mais  ce  prin- 
cipe laisse  subsister  les  difficultés  particulières  propres  à  chaque 
exemple.  Dès  lors ,  au  lieu  de  présenter  notre  méthode  d'une  manière 
abstraite,  nous  croyons  devoir  l'exposer  sur  des  équations  choisies: 
les  détails  dans  lesquels  nous  entrerons  suffiront  pour  indiquer  nette- 
ment la  marche  à  suivre  dans  tout  autre  cas. 

25.  Considérons  l'équation 

et  cherchons  s'il  est  possible  de  satisfaire  à  cette  équation  en  prenant 
pour  ^' une  fonction  finie  explicite  du  paramètre  indéterminé  x. 

D'après  un  théorème  démontré  n°  4>  ^e  logarithme  d'une  fonction 
algébrique  n'est  jamais  égal  à  une  autre  fonction  algébrique  ;  ainsi  on 
voit  d'abord  que  la  valeur  de  y  ne  peut  pas  être  une  fonction  algé- 
brique de  X. 
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Supposons  malmenant  que  j  soit  une  fonction  finie  -pUcite  de 
i,upposo  ^_  ^^^  ^^^^.^  ^  ^^^  ,ninimum  le  nombre  des  tran.- 

Pemermera  pms"aiui.  aucu>.  iusa\-im./îeî»e..lP9ÇlieiUJ.li^ë..?'^lJlfi  ou 
avec  d'autres),  designons-le  par  log  ii,  u  étant  une  fonction  algébrique 
de  X.  En  posant  logz^  :=:  6,  on  aura 

J  =  ?G^,    Ô), 

la  fonction  (p  étant  algébrique  par  rapport  à  9  :  dans  cette  fonction  <p 
peuvent  se  trouver  en  outre  ,  algébriquement  aussi ,  d'autres  trans- 
cendantes dont  il  est  inutile  de  faire  mention. 

En  remplaçant  j"  par  <p{oc ,  ô)  dans  l'équation  i^i)  .  il  vient 

\o^<p{x,  6)  =  ^^^^ 
d'où  l'on  conclut,  par  la  difl'érenciation  , 

¥ t{x,  b)-\-¥ Ix,  6)  — 

Cette  dernière  équation  étant  algébrique  par  rapport  à  6  et  par  rap- 
port aux  autres  transcen Jantes  monômes  contenues  dans  ©(jc,  6), 
on  peut  y  mettre  />c-|-6  au  lieu  de  6,  w  étant  une  constante  indé- 
terminée ^*j.  On  obtient  aisément  par  là 


d\ 


og(p(^,  u+%  =  ^p^"';  +  '^]. 


(*J  Les  lecteurs  qui  oat  préié  quelque  attention  aux  autres  païayrapbes  de  ce 
Mémoire  doivent  être  accoutumés  à  nous  voir  remplacer  la  transcendante  6, 
dont  nous  nous  occupons  ,  par  fil  ou  par  ^  -j-  3 ,  suivant  que  S  est  une  exponen- 
tielle ou  un  logarithme  La  raison  de  cette  différence  tient  à  la  nature  même  des 
équations  différentielles  qui  servent  à  définir  ces  deux  espèces  de  fonctions    La 

quantité  z  =  log  x  dépend  de  l'équation  différentielle  —  =-,   dont    l'intégrale 

complète  est  z  =  ^  4-  logx,  ^  étant  une  constante  arbitraire  ,  tandis  que  si  l'on 

pose  z  =  e^  on  a  l'équittion  dilTérenlielle   —  =  s  dont  l'intégrale  complète  est 

6-.. 
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ue  a.  puse  a  volonté  ,  ou  a  ensuite 

Je  différencie  par  rapport  à  fx  l'équation  que  je  viens  d'écrire,  et  je 
pose  fc  =  o  après  la  diflerenciatiou  ,  ce  qui  me  donne 

p'^  (T,  6)         ç>'^  (X,  S)  (p'^{b,  a)  q>'jji  ,  a) 

<p{x,  Sf  X  f"  "^ ,  a)  l)        ' 

relation  algébrique  entre  x,  G  et  les  autres  transcendantes  monômes, 
dans  laquelle  je  puis  substituer  à  6  une  indéterminée  /.  J'ai  par 
conséquent 

<p'Ax,i)         qi'{x,i)         ip'^(b,a)         (p'Jfi,  à) 
:?{x ,  f)  X  <p{b,  a)  b        ' 

équation  que  j'intègre  par  rapport  à  /  et  d'où  je  tire 

^5)         log<p(x,  0  =  ^-^  +  [^,y  -  ^-3  i>-L) 
+  log?(^,/.)-^°^, 

2  =  fte^.  Aussi,  loisque  6  =logu,  la  dérivée 

¥.  {X,  i)  +  <pI  {x,  6)  '^ 

de  !p(x,  6)  devient  celle  de  p(x,  fi -\- i)  par  le  cbangemeiu  de  9  en  fc  +  d  : 
elle  ne  deviendrait  pas  celle  de  <p  (x  ,  fei)  par  le  cliangeinent  de  0  en  juO  ;  car  ce 
cbangement  donne 

et  non  pas 

Au  contraire ,  lorsque  6  =  e",  c'est  en  remplaçant  0  par  ft'j  que  l'on  transforine 
la  dérivée  de  <p{x  ,  Ô)  en  dérivée  de  (p{x,  fé). 
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de  /  qui  ne  peut  pas  être  égale   à  \og<p[a:,  i).  Donc  ii  est  absurde 
d'admeltre  que  l'expression  de  la  racine  j  renferme  un  ou  plusieurs 

2A  L'expression  de  cette  racine  j  ne  contient  pas  non  plus  d  expo- 
nentielles. Soit  en  effet,  s'il  est  possible,  6  =  e"  une  exponent.ehe 
que  Ion  suppose  devoir  y  entrer  et  K-  ,  6)  >^  -1-;  "^^^d'^.  ^''  " 
Tant  une  fonction  algébrique  de  . ,  et  ,  une  fonction  algebnque 
tant  par  rapport  à  G  que  par  rapport  aux  autres  exponentielles  que 
nous  ne  mettons  pas  en  évidence.  H  faudra  que  Ion  ait 

iog^i,.x,e)  =  --— , 

d'où  résulte  en  différenciant 

équation  algébrique  par  rapport  à  Jc,  6,  et  par  rapport  aux  autres 
exponentielles.  On  peut  donc  au  lieu  de  G  écrire  «9,  y.  étant  une 
constante  indélerininée.  L'équation  que  l'on  obtient  ainsi  revient  a 

rflOg(p(j:,yM9)  =  cl  ^ , 

et  en  l'intégrant  on  eu  tire 

h  étant  une  valeur  particulière  de  x  pour  laquelle  G  =  «• 

Maintenant  je  différencie  par  rapport  à-;(x  et  je  pose  //.  =  i  après  la 
différenciation.  Dans  l'équation 

<p[x,  fl)     ~         X  ^~ç(l,a)  Ij 

que  cette  opération  produit,  on  a  évidemment  le  droit  de  remplacer 
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9  par  une  indéterminée  î ,  ce  qui  donne 

En  intégrant  par  rapport  à  i  et  déterminant  la  constante  à  l'aide  d'u. 
valeur  particulière  /„  de  i,  on  a  donc 

(5)         log  ,(.,  0  =  '^  -f-A(log._  log 4)+  log<p(^, ,;)  _  1^^ 

X 

A  représente  la  constante 


En  mettant  l'équation  (5)  sous  la  forme 

^0-1-     g?(ar,,.l ^-  =log^(:r,0_Alog/, 

on  voit  que  son  premier  membre  est  une  fonction  algébrique  de  /  „   " 

ment  d^ns  (p(x,  0-  le  second   membre  ne  renferme  que  des  lo^^a 
rithmes:  1  existence  d'une  telle  équation  est  donccontrairelu  ^IS; 

En  regardant  la  racine  r  dp  l'orr^^iv     /  \ 

transcendante  de  pœmièTe  esplce  1!  ^''  ,''"""  ""^  ''^"^*-" 
f       .•  c   ^^^P^^^'°0"s  avons  démontré  1°   nue  rPti^ 

fonction  ne  renferme  aucun  logarithme  ■  2°  ou'nn  o.   •  'î"^,^^»^ 

dite  en  y  admettant  des  exponentielles  l'i  f..^  Tl  ',""'  '^'"^- 
racine  ^  ne  peut  avoir  la'form  e^ qlton'on  "  ^  ^"^  ""^ 
raisonnements  tout-à-fait  semblables  a^e'dlV;^^^^^^^^^  '" 
r  ne  peut  pas  non  plus  être  exorimPP  r.,  P"^^*;^^^"  ^  ^^^  cette  racine 
troisième  espèce ,  etc      ou  l^eT"    f     ""'    ^"'''""  ^'  ^^'^«"^^^  ^e 

fb^ction ,  ^  p;,.  ;::i:27^  ^:rs::t^'''''''  '  '^ 

espèce,   elie  ne  pourra  pas  non 
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plus  être  de  («  +  j)""  espèce:  il  suffira  pour  cela  d'appliquer  aux 
exponentielles  de  {n -[-  i)'"""  espèce  les  raisonnements  exposes  ci-des- 
sus dans  le  cas  particulier  où  l'on  suppose  n  =  o.  En  un  mot  il  est 
impossible  de  satisfaire  à  l'équation  (i)  en  posant  j  =  une  foTWtion 
finie  explicite  de  x ,  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

a5.  En  remplaçant  j-  par  e'  dans  l'équation  (i),  il  vient 

xj  =  e^ , 

équation  nouvelle  qui  ne  pourra  pas  non  plus  être  résolue  par  rapport 
àjy  en  fonction  finie  explicite  de  x ,  mais  dont  la  racine  peut  s'ex- 
primer par  une  intégrale  définie.  Cette  intégrale  définie  qui  dépend 
de  la  variable  x  n'est  donc  pas  réductible  à  la  forme  de  fonction 
finie  explicite  de  x. 

Mais  on  peut  résoudre  au  contraire  l'équation 

(6)  log  j  =  ^  +  log  log  X 

qui  diffère  peu  de  l'équation  (i)et  à  laquelle  on  satisfait  en  posant 
y  ■=.  X  log  X.  Voyons  comment  cette  valeur  dej'  résulte  de  notre 
méthode. 

D'abord  j  ne  peut  pas  être  une  simple  fonction  algébrique  de  x.  En 
effet  l'équation  (6)  donnant 

log  log X  =  logjK  —\, 

il  s'ensuivrait  que  log  logx  pourrait  s'exprimer  par  des  transcendantes 
de  première  espèce,  ce  qui  est  absurde.  Essayons  donc  de  satisfaire  à 
l'équation  (i)  par  une  valeur  de  la  forme  J"  =  une  jonction  finie 
explicite  de  première  espèce. 

26.  Outre  la  transcendante  log  x,  cette  fonction,  en  supposant 
qu'elle  existe,  pourra  contenird'autres  transcendanles  monômes,  mais 
en  réduisant  le  nombre  de  ces  dernières  à  son  minimum,  nous  serons 
certains  qu'elles  ne  sont  liées  aux  deux  quantités  x ,  \ogx,  et  à  des 
transcendantes  d'espèce  inférieure  par  aucune  relation  algébrique,  de 
sorte  que  si  nous  tombons  sur  une  relation  de  cette   espèce,  nous  au- 
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rons  le  droit  d'y   remplacer  les  transcendantes  dont  il  s'agit  par  de 
simples  lettres  indéterminées. 

Cela  posé ,  je  dis  que  la  valeur  de  /  ne  l'enferme  aucune  exponen- 
tielle. Car,  dans  le  cas  contraire,  soit  9=e"  une  des  exponentielles 
que  l'on  suppose  devoir  y  entrer,  et  suivant  notre  usage  mettons-la  en 
évidence  en  écrivant 

r  =  (p(x,  9). 

Remplaçant^  par  «p  (x,  6),  l'équation  (6)  devient 

log(p(j:,  S)  =  ~^  -H  loglogx, 

d"ou  l'on  tire  par  la  diflerenciation 

a'(x,  0)  +  !p'.(xj)iu'  .{      r- 


équation  algébrique  par  rapport  à  x,  \ogx,  â,  etc.,  et  dans  laquelle 
on  peut  remplacer  9  par  ,«9,  /x  étant  une  indéterminée.  L'équation 
que  l'on  obtient  ainsi  peut  se  mettre  sous  la  forme 

./log(p(a:,/y.9j;=^[^-^'^]  +  rfloglog:c, 

et  en  i'intégi'ant  on  a 

log  0(0- ,  u9)  =  ^-^'-^  +  log  log  x-f-log  <p(b,  ,ua)-  ?%^^- log  logé  , 

b  étant  une  valeur  particulière  quelconque  de  x  et  «  la  valeur  cor- 
respondante de  9. 

Maintenant  je  différencie ,  par  rapport  h  /a  ,  et  je  pose  /u  =  i   après 
la  diflerenciation.   Dans  l'équation 

6ip'{x,0)  Oj!'^(x ,  d)  aip'(ù,a)  af>'{b,a) 


+ 


p{x,  0)  X  '       !p[h,  a)  b 

que  cette  opération  produit,    nous  avons  évidemment  le  droit   de 
remplacer  9  par  une  indéterminée  i.  Or  ce  changement  conduit  à  une 
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équation  toute  semblable  à  Téquatioii  4)  ^ue  nous  avons  vue  être  im- 
possible, n"  24.  La  valeur  de  y  ne  renferme  doue  aucune  expo- 
nentielle. 

27.  Elle  ne  peut  pas  non  plus  conienir  de  logarithmes  de  la  forme 
G  =  log  u ,  mais  essentiellement  différents  de  log  x.  Adoptons  en 
effet  l'hypothèse  contraire,  et  pour  mettre  9  en  évidence  posons 
^  =  <p  (j:,  6).   Il  nous  viendra  ,  en  vertu  de  l'équation  (6), 

log(p(ar,  6)  =  ^^^^  4-loglogx, 

d'où  l'on  tire  par  la  différenciation 

'{X  ,  6)  -\-a'{x.  (/)—  ,_ 


-ii=-;[^:(^,9)+çé(^,«)~]- 


ip(.c,  ti)  .rL^-"^     >    y    I    ro  \    y     j  ^^  ^  ^»  a:  log  x' 

L'équation  que  je  viens  d'écrire  étant  algébrique  par  rapport  àx,  logj:, 
et  par  rapport  aux  logarithmes  ô,  etc.,  qui  sont  irréductibles  avec 
log  X ,  on  peut  y  remplacer  Q  par  ,«  +  ô ,  />£.  étant  une  constante  arbi- 
traire. Le  résultat  que  l'on  obtient  ainsi  peut  se  mettre  sous  la  forme 

dlog^{x,y.-{-9j  =  d\y^^^^']  +  ^loglog^r, 
et  l'on  a  en  intégrant 

log (p {x,  fjt,-j- S)  =  ^(^'^  +  ^^)  _|_]ogloga:+  log  <p(b,  u+a) 

b  étant  une  valeur  particulière  quelconque  de  x ,  et  a  la  valeur  cor- 
respondante de  9. 

Or,  si  l'on  différencie  par  rapport  à  lu.  l'équation  précédente,  et  si , 
après  avoir  pose  w  =  o,  l'on  remplace  9  par  une  indéterminée  i, 
comme  on  a  droit  de  le  faire,  l'équation  nouvelle  à  laquelle  ces  opé- 
rations conduiront  sera  toute  semblable  à  l'équation  (2)  du  n"  23  et 
par  conséquent  ne  pourra  pas  subsister.  Ainsi  log  j:  est  la  seule  trans- 
cendante qui  puisse  entrer  dans  la  valeur  de  /  réduite  à  sa  forme  la 
plus  simple. 

Tome  m.  —  Novembre  i338.  68 
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28,  Cela  étant,  posons  \oax  =  9cl  y=(p(jc,^),  (p  désignant  une 
fonction  algébrique  des  deux  quantités  x,    â.  L'équation  (6j  différen- 


ciée nous  fournira 


dy   \^      dy         J  _,  ' 

ydx         X  '  di         X'     *"  .r  log  X  ' 


K^^'  ^)  +  i'Pô(-^>^) 


w    — ?<^^- = '£^-(-'  9)+->;(-.«)]-^,-+s- 

Remplaçons  9  par  ^+  ô ,  fc  étant   une  constante  arbitraire;  nous 
aurons  sans  difficulté 

En  intégrant  et  nommant  b,  a  deux  valeurs  correspondantes  de  x  et 
de  6,  il  vient  donc 

log(p(^,/^+6)  =  ^^^^^^-{-log(f.  +  9)  +  log?)(^/.+«) 


Je  différencie  cette  équation  nouvelle  par  rapport  à  «,  après  quoi  je 
pose  |t*  =  o,  puis  je  remplace  9  par  une  indéterminée  i.  Je  trouve 
de  la  sorte 

(8)  tp^=<^^lLil+  ^  +  m, 

ip{x,  i)  X  t 

en   faisant  pour  abréger 

<l>a  (^!    ")  <P'JP,a)    i    — .     „j 

ç{b,   a)  b  c 

L'équation  (8)  où  l'on  doit  prendre  /  pour  variable  indépendante  est 
une  équation  différentielle  du  premier  ordre  ,  et  il  s'agit  d'y  satisfaire 
par  une  intégrale  algébrique,  car  <p(ir,  /)  est  une  fonction  algébrique 
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de  i.  Or  en  multipliant  ses  deux  membres  par  di  et  intégrant,  on  a 

log(?(x,  i]  =  -(p(jc,  i)  +  logi  +  ini  ■+-  constante, 


log  P^ ''■'-"]  =    -  <P  (j:,  i)  -+■  mi  ■+-  const. , 

équation  dont  les  deux  membres  se  présentent  l'un  sous  une  forme 
algébrique,  l'autre  sous  une  forme  logarithmique,  ce  qui  exige  que 
chacun  d'eux  soit  indépendant  de  i.  On  a  donc  nécessairement 
^[^>  i]=^h  A  étant  indépendant  de  i;  et  par  conséquent  (p(x,  Ô)=Aâ, 
<Pf,  (x,  6)  =  A,  (p\  {jc ,  9)=  6  J-.  Ces  valeurs  substituées  dans  la  dilTé- 

rentielle  de  Tcquation  (6),  c'est-à-dire  dans  l'équation  (7)  dont  on 
s'est  servi  tout-à-l'beure,  nous  donnent 

ii  -I-  -L  =  ifô  ^  -i-  !^   _  ':!  +  J- 
>.dx  x'j  x\     dx      '     ar/  x^     '      arii  ' 

c'est-à-dire 

d>.  X     f.     /\       d>.  A  \ 

>.dx  x'-  \x  '  dx  X'J' 


Or  6  étant  un  logarithme  et  A  étant  comme  <p{x,  i)  une  fonction 
algébrique  de  x,  cette  équation  ne  peut  subsister  que  si  l'on  a  à  la 
fois 

■  dx    X       i      d>,  A  V    '       •), 

>.dx  X''   X  '  dx  '~~    x"  ' 

La  seule  valeur  possible  de^  est  donc  xlogx  :  l'équation  /  =  xlogx 

satisfait  à  l'équation  -3-  ==  -  .  — ^-\ p- — ,  qui  est  la  diÛé- 

rentielle  de  l'équation  (6);  elle  en  est  donc  une  intégrale  particulière, 
tout  aussi  bien  que  l'équation  (6);  déplus  en  posant  x=e ,  elle  donne 
yz=e,  ce  qui  s'accorde  aussi  avec  ce  que  fournit  l'équation  (6): 
donc  cette  équation  (6)  est  nécessairement  vérifiée  quand  ou  pose 
j-=r  j:log.r;  de  sorte  que  nous  eu  avons,  comme  nous  le  voulions, 
trouvé  la  racine  par  une  méthode  directe. 

6«.. 
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ag.  Désignons  par  F  (a:,  j)  une  fonction  algébrique  de  x ,  /,  et 
considérons  l'équation 

(9)  logJ  =  F(x,  y), 

dans  laquelle  l'équation  (i)  est  comprise  comme  cas  particulier  :  nous 
supposons  que  F  (x ,  j)  dépend  de  x  et  de  /,  en  sorte  que  des  deux 
dérivées  Y'Jx,  y),  F,'(x,  y),  aucune  n'est  identiquement  nulle; 
nous  supposons  de  plus  que  pour  aucune  valeur  déterminée  b  Ae  j , 
Ffx,  j)  ne  se  réduit  à  une  simple  constante  égale  à  logé  (*).  &;la 
étant,  on  démontre  qu'il  est  impossible  d'exprimer  la  racine^-  de 
l'équation  [g)  par  une  fonction   finie  explicite  de  x. 

Comme  il  est  d'abord  évident  que  cette  racine  n'est  pas  algébrique, 
admettons  qu'on  puisse  satisfaire  à  l'équation  (9)  en  prenant  pour  j^ 
une  fonction  de  n"""  espèce  :  réduisons  à  leur  minimum  le  nombre 
total  des  transcendantes  monômes  de  «"""  espèce  que  cette  fonction 
renferme,  et  soit  9  =  e"  une  des  exponentielles  de  n''""  espèce  que  l'on 
suppose  devoir  y  entrer  :  enfin  pour  mettre  6  en  évidence,  écrivons 

r  =  <p{^,  ^)- 

L'équation  (9)  nous  donnera 

Iog^(^,  6)  =  F[a:,  <p{x,  9)], 
et  par  suite 

dlo^(p{x,  S)  =  cIF[x,  (p{x,  9)]. 

Or  si  l'on  développe  les  différenciations  indiquées  en  ayant  soin  de 
remplacer  r/5  par  9u'dx ,  ou  tombera  sur  une  équation  algébrique 
par  rapport  à  toutes  les  transcendantes  de  n'""  espèce  et  dans  laquelle 
on  pourra  remplacer  0  par  u9 ,  w  étant  une  constante  arbitraire.  Le 


(*)  Si  F{x,j)  se  réduisait  à  une  fonctionF(x)  de  a:  seule,  on  aurait"  j'  =  e''>). 
Si  F(x,  ^)  se  réduisait  à  une  fonction  de  j  seule,  la  valeur  de  j'  fournie 
^lar  l'équation  (g)  serait  purement  numérique  et  cesserait  de  dcpendi-e  de  x. 
Enfin  si ,  pour  une  valeur  particulière  b  de  j ,  F  {x ,  y)  était  égale  à  log^  ,  l'é- 
quation (9)  serait  satisfaite  en  posant^  =  6. 
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rési>!fat  qu'où  obtient  en  opéiaut   ainsi  peut  se  mettre  sous  la  forme 

cl\ogç>(jc,  /u^)  =  dF[x,  (p{jc,  «9)]; 

c'est  ce  dont  on  s'assure  aisément  en  eft'ecluant  le  calcul,  et  ce  qui 
cesserait  d'être  vrai  si  ô  représentait  un  logarithme  au  lieu  dune 
exponentielle. 

En  intégrant  et  nommant  a  la  valeur  de  G  qui  répond  à  x  =  h, 
on  aura  donc 

log (p  (x ,  ^tâ)  =  F  [jc ,  ?  (x ,  iJi) ]  -f-  log  <p {h ,  ua)  —  Y\b,(p{b,  /mi)] . 

Je  différencie  cette  équation  par  rapport  b  /a,  après  quoi  je  fais  m=i 
et  je  remplace  9  par  une  indéterminée  /.  Si,  pour  abréger,  je  pose 
f  (x ,  i):^z,  le  résidtat  final  que  j'obtiendrai  sera  de  la  forme 

m  désignant  une  certaine  quantité,  indépendante  de  x  et  de  /,  dout 
il  est  inutile  d'écrire  ici  la  valeur.  L'équation  (lo),  dans  laquelle  on 
prend  /  pour  variable ,  est  différentielle  du  premier  ordre,  et  il  s'agit 
d'y  satisfaire  par  une  valeur  de  z  algébrique  en  /.  Mais  si  l'on  mul- 
tiplie ses  deux  membres  par  —,  qu'on  intègre, et  qu'on  désigne  par  /„ 
une  valeur  particulière  quelconque  de  /,  on  aura 

log  (I)  =  F  (^,  .)  +  ^  log  (£)  -  F  (X,  .„) , 
Zq  étant  ce  que  devient  z  quand  on  pose  /  =  i,.  De  là  on  conclut 

F(x,  z)-Fix,  z.)  =  log(|)-  '"log0, 

équation  dont  l'absurdité  devient  manifeste  si  l'on  observe  que  :: 
contient  i  et  se  trouve  essentiellement  contenu  dans  F  (a:,  2),  en  sorte 
que  le  premier  membre  est  une  fonction  algébrique  de  i  qui  ne  se 
réduit  pas  à  une  simple  constante. 

Donc  la  valeur  de  j'  ne  renferme  aucune  exponentielle  de  71'"" 
espèce  :  cette  conclusion  cesserait  d'être  exacte  si  la  dérivée  F/(x,^) 
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était  ideuîiquemeut  nulle;  en  cfl'et  on  aurait  alors 

F(x,  z)  —  F(^,  i.„)  =  oj 

mais  nous  avons  expressément  exclu  ce  cas  particulier. 

30.  Maintenant  soit  0  =  \ogu  un  des   logaritlmics  de  7i'""  espèce 
entrant  dans  îa  valeur  de  j",  et  posons 

j  =  (p{oc,  9). 

L'équation   (9)  nous  donnera 

\og(p{jc,  Q)  =  T[jc,   (p{x,  Ô;], 
ou 

dlog<p(x,  Q)  =  dF[jc,  <p{x,  6)], 

et  l'on  en  conclura  sans  difficulté 

d\o^(p{x,  At  +  âj  =  d¥\jK,  (p(x,  /w+  9)], 

fx  désignant  une  constante  arbitraire.  En  intégrant  et  nommant  b,  a 
deux  valeurs  de  x,  Q  qui  se  correspondent,  on  obtient 

log£p(x,  ^+G)=F[jr,(p(x,/.<+G)]4-log(p(^,  y.+a)—V[b,  (p{b,u-i'a)]. 

Je  différentie  cette  équation  par  rapport  a  ju,  je  pose  /*  =  o,  puis  je 
remplace  ê  par  une  indéterminée  /  :  en  faisant  (p{x,  i)  =  z  et  dési- 
gnant par  7?i  uae  certaine  quantité  indépendante  de  x  et  de  / ,  je  trouve 

L'équation  (11),  en  prenant  /  pour  variable  indépendante,  est  diffé- 
rentielle du  premier  ordre,  et  il  s'agit  d'y  satisfaire  par  une  valeur  de 
z  algébrique  en  /.  Mais  cela  est  impossible,  car  en  intégrant  on  a  cette 
équation 

logz  =  F{x,  z)  +  m(i  —  4)  —  F(^,  sj  +  logZo, 
où  Zo  désigne  la  valeur  de  z  correspondante  h  i  =.  ;'„,  et  qui  est  ab- 
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suide  puisqu'elle  donne  le  logarithme  de  z  ou  de  <p[x,  i)  en  fonction 
algébrique  de  i. 

Ainsi  la  valeur  de  jy  que  l'on  a  supposée  de  n'""'  espèce  ne  peut 
contenir  ni  logarithme  ni  exponentielle  de  n'""'  espèce  :  donc  il 
est  impossible  de  l'exprimer  par  aucune  fonction  finie  explicite  de  jc. 

5i.  Ce  théorème  est  applicable  à  une  question  de  Mécanique  Cé- 
leste. En  effet,  désignons  par  h  l'excentricité  de  l'orbite  elliptique 
d'une  planète,  par  x  l'anomalie  moyenne  et  p;ir  :;  l'anomalie  excen- 
trique. L'équation  qui  donne  z  en  fonction  de  x  sera  ,  comme  on  sait, 

(12}  X  =  z  -^  h  sin  2. 

En  observant  que 

e  —  e 

smr   =  —= , 

ly — I 

celte  équation  devient 

2  j/ —  I 


En  faisant  e       '  =^-,  on  aura  donc 


loff  r 
X  —  — ^— 


c'est-à-dire 


log/  =  X  V^^  H-  i(j'  —  3;)' 


Or  cette  dernière  équation  est  de  même  forme  que  l'équation  (9),  el 
par  conséquent  n'est  pas  résoluble  en  fonction  finie  explicite  de  j:  : 
donc  l'équation  (12)  n'est  pas  non  plus  résoluble  de  cette  manière. 
Toutefois  le  cas  où  h  est  nulle  fait  exception;  la  valeur  de  z  est 
alors  simplement  égale  à  x.  En  prenant  x  égale  à  un  nombre  déter- 
miné différent  de  zéro,  et  regardant  h  comme  variable,  on  verra  de 
même  que  z  n'est  pas  fonction  finie  explicite  de  h. 

52.  Enfin  soit  proposé  de  trouver  la  racine  j/  de  l'équation 

(i5)  e^'loga;  =  {xy  —  x*)e^. 
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Comme  on  en  tire 

logj:  =  [xj  —  x'')e''~\ 

et  que  log  x  ne  peut  pas  s'exprimer  sous  forme  finie  à  l'aide  des  seuls 
signes  algébriques  et  exponentiels,  il  faut  en  conclure  que  la  racine 
cherchée  n'est  pas  algébrique.  Voyons  si  elle  est  exprimable  par  une 
fonction  finie  explicite  de  première  espèce.  Cette  fonction  pourra 
renfermer,  outre  log  x  ,  d'autres  transcendantes  monômes  :  réduisons 
le  nombre  de  ces  dernières  à  son  minimum,  de  sorte  qu'il  n'existe 
entre  elles  et  les  deux  quantités  a-,  log ar,  aucune  relation  algébrique; 
dès-lors  il  nous  sera  facile  de  démontrer  qu'aucune  des  transcendantes 
dont  nous  parlons  n'est  de  la  forme  e",  u  étant  algébrique. 

En  effet,  dans  le  cas  contraire,   posons  e"  =  ô,  et  pour  mettre  9 
en  évidence  ,  écrivons 

y  =  <p(.r,   6). 

L'équation  (i  5)  nous  donnera 

e^''''     log^  =   \jic(^{oc,  Q) — •^'*]^7 
doù  l'on  tire 

d,.  [e'^^"''  "'  .\o[-x]  d  .  \_xip  [x ,  6)  —  3?']  e^ 


e¥(^ .  «  _  log  ^  [xip  {X,  6)—  X"]  e^ 

Si  l'on  effectue  les  différentiations  indiquées,  les  exponentielles  e^ , 
e'  '  disparaîtront  d'elles-mêmes,  et  l'équation  que  l'on  obtiendra 
sera  algébrique  par  rapport  à  x,  log  x ,  ^ ,  etc. ,  de  sorte  qu'on  pourra 
y  remplacer  9  par  /m9,  /a  étant  une  constante  indéterminée.  D'après 
cela  on  trouve  sans  peine  que 

^.[e?-""'  ."  ' _  \o^x\    d.  [_x!p{x,  fiO) — x'jf''  _ 

par  suite,  en  intégrant,  il  vient 

(i4)       /-' ."«  .  log  X  =  G  [x(p  {x,  /u9)  —  X']  e'  ; 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  54 1 

C  est  une  constante  arbitraire  ;  pour  la  déterminer  on  désignera  par  a 
la  valeur  de  â  qui  répond  à  une  valeur  particulière  quelconque  de  jc 
représentée  par  b ,  et  l'on  aura 


<ttb  ,  iJ.ni 

C  —  _1__ 

~    [bip  {b  ,  u.a)  —  b']  à 


\ogb 


Maintenant  je  dififérentie  l'équation  (i4;  par  rapport  à  ju,  et  je  pose 
u=-  I  après  la  différentiation.  En  nommant  m,  n,  ce  que  deviennent 

les  deux  quantités  C,  -t-,  pour  // =  i  ,  j'obtiens 

(i5)     e''^^'  ^\^(Pi{x,  ô).loga?=  mx6(pij(x,  9)e^-hn[x(p  {x,  9)  —  oj'Jf'. 
Mais  en  faisant  jm:=  i ,  l'équation  (i4)  donne 

(i6)         e'''      .  logj:  =  m[x(p{x,   Q) — x*]e*. 
L'équation   (i6)  rapprochée  de  l'équation 

e^         .  log  X  =  [xf  {x ,  9)  —  x*]  e" , 

nous  montre  que  m=.  i. 

Divisant  les  deux  équations  (i5)  et  (i6),  membre  à  membre,  on 

élimine  e  ,  et  l'on  trouve,  après  avoir  posé  m  =  i , 


(p{x,  6)  —  X 


relation  algébrique  entre  x,  Q  et  les  autres  transcendantes  contenues 
dans  (p(x,  ô),  de  sorte  qu'on  peut  y  remplacer  9  par  une  indéter- 
minée /.  On  a  ainsi 

,  ,          .                 i<i>i  (x ,  i) 
KPAX,    l)   =    —, — ^; ■+-    n, 

ou   bien ,  en  multipliant  par  —  , 

^..          ...           tpl(x,i)di        ,      »di 
(2,  (x.  Il  ai  =   —, r +    ^■ 

Toinu  111    —  >ij»E!jBRE  i8î8.  6q 
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Intégrant  et  désignant  par  /,  une  valeur  particulière  quelconque  de  /, 
on  obtient  ensuite 

^  (X,  0  -  ,  (.,  Q  =  log  (1$^:)  +  n  log(4)  , 

équation  absurde,  puisque  le  premier  membre  est  algébrique  en  /  et 
ne  peut  sere'duire  à  une  simple  constante  tant  que  la  fonction  <p{x,i) 
n'est  pas  supposée  indépendante  de  /.  Il  est  prouvé  par  là  que  la 
valeur  cherchée  de  j-  ne  peut  contenir  aucune  exponentielle. 

35.  Si  l'on  représente  par  log^^  un  logarithme  essentiellement 
différent  de  logj:,  la  valeur  de  j  ne  pourra  pas  non  plus  contenir 
log  u;  en  effet  si  log«  entrait  dans  l'expression  dey,  on  le  mettrait 
en  évidence  en  écrivant 

logu  =  S,    J  =  (p(x,  Q). 

Par  suite,  l'équation  (i5)  nous  donnerait 

e"'  '     .logx  z=  [x(?>  (jc,  9)  —  jc^']e'', 
puis 

Si  l'on  effectue  les  différentiations  indiquées,  les  exponentielles  e' , 

e'  '  disparaîtront  d'elles-mêmes,  et  l'on  aura  le  droit  de  rempla- 
cer 9  par  /x-{-9,  u  étant  une  constante  indéterminée.  D'après  cela 
on  prouve  aisément  que 

d^fi''  ^  +  ^\lo{.  j]    _    d.jripix,  fc-L  6)— a:']e^  _ 

par  conséquent  en  intégrant  il  vient 

(17)  e^~  '  ■"      '  .  log  xz=C  [x<p  {x,  /M  +  â)  —  x'-']  e'  : 

C  désigne  une  constante  arbitraire  que  l'on  déterminera  en  attribuant 
à  X  une  valeur  particulière  quelconque. 

Différencions  lequalion  (17)  par  rapport  à  u,  posons  At  =  o  après 
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la  diffeVentiation ,  et   nommons  m,  n  les  valeurs  de  C  et  -;-  pour 


i   nommons  m,  ?i  les  valeurs  de  L,  et 
^  =  0  :  nous  aurons 

(18)  e''''''^  -(p'oi^y  G)\ogx  =  mx(po(x,  ^)  e""  -\- fi[xq>(x ,  Q)  —  x'']e\ 
Mais  quand /x  =  o,  l'é(juatlon  (17)  devient 

(19)  e^        .  ]og  X  :=  m  [x:p  [:c ,  9)  —  j;*]e^. 
L'équation  (19)  rappiocliee  de  iVquatiou 

e^'  '     .  log  X  =z  [z-^  (x  ,   ô)  —  x"]  é' , 

nous  montre  que  m  nr  i. 

Divisant  les  équations  (18),  (19)  membre  à  membre,  ou  élimine 
e        ,   et  1  on  trouve 

Dans  cette  équation  qui  est  algébrique  par  rapport  à  a:,  â  et  par  rap- 
port aux  autres  transcendantes  contenues  dans  <p[x,  ê) ,  on  peut 
remplacer  6  par  une  iadéterminée  /,  ce  qui  donne 

(p,  (x,  i)  =     ,       .'  +  n. 

Multipliant  donc  par  di  et  inléi^rant  ,  ou  obtient  l'équation  nouvelle 
\og[(p{x,  i)—x']==(p(x,  i)—(p{x,  g+«  (i,— i)+log  [(p  (j:,  io)-~x], 
où  /o  représente  une  valeur  particulière  quelconque  de  /,  et  qui  est 
absurde  puisqu'elle  fournit  pour  ]og[(p(x,  /)  —  x]  une  valeur  algé- 
brique en  /.  Donc  si  la  racine  j'  de  l'équation  (i5)  est  exprimable  par 
une  fonction  transcendante  de  première  espèce,  cette  fonction  ne 
contiendra  qu'un  seul  logarithme,  savoir  logj:. 

34-  Cela  étant,  posons  logjc  =  ô,  et  )■  =  (p  (x,   ô),  la  fonction  (p 
étant  algébrique  par  rapport  a  x  et  Q.  L'équation  (i3),  savoir 

(  (  5)  e>'  log  X  =  [xy  —  x')  <f , 

69.. 
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de  laquelle  on  déduit  aisément 

,  djer  log  j)   __   d   (,.rj  ~x')e^ 

y     ^  e^'logx  {xy—x')ç'     ' 

nous  donnera 

f      -)  dj_[f^^K_6]   d.[xp(x,   6)  — x'ie'- 

équation  de  laquelle  e"  et  e''''  disparaîtront  après  les  différentia- 
tions  effectuées.  I-a  transcendante  ô  restant  seule  alors,  on  pourra 
remplacer  Q  par  /^  +  9  ,  ,u  étant  une  constante  arbitraire.  Le  résultat 
qu'on  obtiendra  ainsi  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

de  sorte  qu'en  intégrant  il  vient 

(23)  e'^^"'''-+  '^  .(f^  +  9)=Clœ(p(x,  ^  +  9)  —  jc']  e'  .- 

C  désigne  une  constante  que  l'on  déterminera ,  si  l'on  veut ,  en  attri- 
buant à  X  une  valeur  particulière. 

Maintenant  je  différentie  par  rapport  à  f/,  l'équation  (aS)  et  je  pose 
fjt,  =  o  après  la  différentiatiou.  En  désignant  par  m,  n  les  valeurs  de 

C  et  ^  pour  fA,  =  o,  j'obtiens 

(24)  e "^  ""'^^  [  1  H-9(pé  (oc ,  â)]  =  mx(p's  Ix ,  ôy+«  [x(p  {x  ,  ô)— .r']  e'. 
Mais  en  faisant  ytt  =  o  l'équation  (23)  fournit 

(25  j  e''^"'  "^  .9  =  m[x(p(x,  9)  —  a:*]e^ 

Cette  équation  rapprochée  de  l'équation  (i5)  et  des  équations 
logar  =  â,  y:=<p{x,  0)  nous  montre  quem^i. 

Si  donc  on  divise  membre  à  membre   les    équations  (24)  et  (aS), 
on  aura 
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1  +  9<pé  (^)  V)    _.     ipé  {x,  6) 

ce  qui ,  en  remplaçant,  comme  on  en  a  le  droit,  9  par  une  indéter- 
minée /,  nous  fournira 

I  -(-  i^i  {x,   i)    ç'i  <x,   i) 

l  ^{X,    l)—X       ' 

En  prenant  /'  pour  variable  indépendante,  l'équation  que  je  viens 
d'écrire  est  différentielle  du  premier  ordre  ,  et  il  s'agit  d'en  trouver , 
s'il  est  possible,  une  intégrale  algébrique.  Multipliant  par  di  et  inté- 
grant ,  on  en  tire 

log  (9  +  ?>  >.  0-<P(^,  0=  log  (?|^^)  +  „(z-_g, 
c'est-à-diie 

<p{a:,  i)-<p{x,  g  -n{i-  g  =  log  (^g;  'l'J-)  -  log  {£)  ; 

Or,  <p  (x,  i)  étant  algébrique  par  rapport  à  i,  cette  dernière  équation  ne 
peut  subsister  sans  que  son  premier  membre  se  réduise  à  une  simple 
quantité  constante  ou  fonction  de  x,  mais  indépendante  de  i.  En  dé- 
signant par  A  une  fonction  de  x  seule ,  on  voit  donc  que  <p  {x ,  i)  ne 
peut  être  que  de  la  forme 

<p  {x ,   i)  =  ni  -j-  A , 

et  l'on  doit  observer  que  (p{x,  i)  étant  algébrique  en  j:,  A  est  aussi 
une  fonction  algébrique  de  cette  variable.  A  présent,  si  l'on  fait  i=9, 
il  vient 

(P(j:,   9)   =  u9  H-  A. 

Je  remplace   cp{x,  9)  par  sa  valeur  dans  l'équation  (21),  et  comme 

on  a  de  =  (Vlog  x  =  — ,  je  trouve,  tout  calcul  fait, 

,   ^,  ^,      ,       n  xx' +  n — ■y.x -\- ni -i- X  i 

(20)  A    -h    -   —    I    = :; —    --T  : 

^      ''  '      X  nx'j  +  XX  —  X-  xO 

A'  représente  la  dérivée  de  A. 
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L'équation  (26)  étant  algébrique  par  rapport  h  x  et  ô  doit  subsis" 
ter  encore  si  l'on  remplace  ô  par  une  indéterminée  /.Mais  enchâssant 
les  dénominateurs,  elle  prend  la  forme 

Pô»  4-  Q9  _f_  R  =  o. 

Par  suite  on  doit  avoir  séparément  P  =  o,  Q  =  o,  R  =  o.  Or 
R  =  j:*  —  xK;  il  faut  donc  que  l'on  ait  d'abord  A  =  x,  moyennant 
quoi  l'équation  (26)  se  réduit  h  n=  i. 

35.  Il  suit  de  là  qu'en  posant  (p(x,  ô)=  Ô  + A  =  log  .r  +  .r,  on 
satisfait  à  l'équation  (21);  cela  revient  à  dire  que  l'équation 

y  =  logx  -f-  X 

est  une  intégrale  particulière  de  l'équation  différentielle  du  premier 
ordre 

(20)  d(ey]oQ.v)   _    d.  (.ry  — -r-)e^    . 

^      '  et  \oQX  [xj'  —  .v)  e^ 

elle  partage  celle  propriété  avec  l'équation  (i5).  Par  conséquent  pour 
que  log  a:  + -^^  soit  racine  de  l'équation  (i3),  il  faut  et  il  suffit  que 
la  quantité  loga:  +  J7  et  la  racine  j'  de  cette  équation  (i3)  soient 
égales  entre  elles  pour  une  valeur  particulière  de  x,  telle  que  x=î, 
ce  qui  a  lieu  en  effet.  Donc  enfin  on  vérifie  l'équation  (i3)  en 
posant ^  =  logj:  + j;,  ce  dont  on  s'assure  du  reste  très  facilement  à 
posteriori. 

Quoique  j'aie  abrégé  certains  raisonnements  qui  doivent  êtie 
devenus  très  familiers  au  lecteur,  on  trouvera  sans  doute  ce  dernier 
exemple  un  peu  long.  Mais  j'ai  du  moins  lieu  de  croire  qu'il  suflira 
pour  bien  faire  comprendre  l'esprit  de  la  méthode  que  j'ai  suivie  dans 
ce  Mémoire. 
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Sur  le  nombre  de  manières  de  décomposer  un  polygone 
en  triangles  au  moyen  de  diagonales  ; 

Par  m.  Olinde  RODRIGUES. 


En  désignant  ce  nombre  par  P„  pour  un  polygone  de  ii  côtés,  on 
p       _.4"  — 6  p 


formule  que  M.  Lamé  a  démontrée  dans  le  dernier  cahier  de  ce  Jour- 
nal,  et  qui  peut  être  établie  plus  directement  comme  il  suit. 

Le  nombre  des  triangles  qui  entrent  dans  chaque  figure  de  décom- 
position d'un  polygone  de  n  côtés,  est  n  —  2. 

Celui  des  droites,  diagonales  ou  côtés,  qui  joignent  deux  à  deux 
les  n  sommets  de  chacune  de  ces  figures  de  décomposition  est  2fi — 3. 
Le  nombre  total  de  ces  droites  pour  les  P„  figures  sera  donc  (a» — 3)P„; 
et  comme  chacune  de  ces  droites  joint  deux  sommets,  on  comprend 

immédiatement  que P,  représente  le  nombre  total  des  droites 

qui  dans  les  P^  figures,  vues  ensemble,  aboutissent  à  un  sommet 
désigné  du  polygone  donné. 

II    est    de    plus    évident   que    chacune  de    ces   droites,   dont   le 

nombre    est    ~ P„,    se   trouve  répétée  autant  de  fois  dans   les 

P,  figures  vues  ensemble  qu'il  y  a  de  décompositions  possibles 
du  polygone  donné ,  rapportées  à  cette  droite ,  côté  ou  diago- 
nale ;    en  sorte  qu'on   peut  dire  encore  que P»    exprime    le 

nombre  total  des  décompositions  possibles  d'un  polygone  de  /z  côtés, 
opérées  successivement  par  rapport  à  l'une  et  à  l'autre  des  n  —  i 
droites  qui  d'un  sommet  désigné,  vont  joindre  les  autres  î^ommcts 
du  polygone. 

J'entends  ainsi  qu'une  décomposition  s'opère  par  rapport  à  un  côté 
ou   une  diagonale  donnée,  lorsque  ce  côté  ou  cette  diagonale   fait 
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invariablement  partie  de  toutes  les  figures  de  décomposition  qui 
restent  possibles  avec  ce  côté  ou  cette  diagonale  invariable. 

Considérons  maintenant  un  polygone  de  n-\-  i  côtés ,  et  dans 
ce  polygone  uu  côté  ««'joignant  deux  sommets  n  ,  n' . 

Rappoi-tons  successivement  toutes  les  décompositions  possibles  de 
ce  polygone  à  chacun  des  n  —  i  triangles  qni  ont  pour  base  un'  et 
pour  sommet  l'un  des  n  —  i  sommets  autres  que  n  et  n'  ;  c'est- 
à-dire,  considérons  le  groupe  de  ces  figures  de  décomposition,  qui 
ont  en  commun  l'un  de  ces  triangles  dont  nn'  est  la  base,  nn'k  par 
exemple,  en  désignant  ainsi  celui  dont  le  sommet  est  A: 

Et  remarquons  que  le  même  côté  ntî  ne  sert  de  base  qu'à  un  seul 
triangle  dans  chaque  figure  de  décomposition ,  et  qu'en  conséquence 
le  nombre  total  de  ces  figures  sera  bien  exactement  le  même  que 
celui  des  décompositions  possibles,  opérées  successivement  par  rapport 
à  chacun  des  n  —  i  triangles  qui  peuvent  avoir  mi'  pour  base. 

Maintenant  il  est  aisé  de  voir  que  le  groupe  rapporté  au  triangle 
nn'k  comprend  précisément  autant  de  figures  qu'en  comprendrait  le 
groupe  des  figures  de  décomposition  du  polygone  donné  réduit  à 
n  côtés  par  l'annulation  du  côté  un'  ou  la  confusion  de  n'  en  n  , 
les  figures  de  ce  second  polygone  étant  rapportées  à  la  droite  nk  ; 
ou  si  l'on  aime  mieux  ,  que  chacune  des  décompositions  rapportées 
dans  le  premier  polygone  donné,  de  ji-\-i  côtés,  au  triangle  nn'k. 
correspond  rigoureusement  à  une  décomposition  semblable  dans  le 
polygone  composé  des  mêmes  sommets  que  le  premier  à  l'exception 
du  sommet  n' ,  cette  décomposition  étant  opérée  par  rapport  f.  la 
droite  nk. 

Le  nombre  total  des  décompositions  possibles  dun  polygone  de 
^  _|_  I  côtés  est  donc  égal  au  non>bre  total  des  décompositions  pos- 
sibles d'un  polygone  de  n  côtés,  en  opérant  ces  dernières  successi- 
vement par  rapport  à  toutes  les  n —  i  droites  qui  peuvent  joindre  uu 
sommet  donné  à  chacun  des  autres. 

On    a    donc     P„^,  = P„     relation  qui   montre  en   même 

temps  que  ce  nombre  P,^.,  est  égal  ;à  celui  de  toutes  les  droites  qui 
aboutissent  à  un  sommet  désigné  dans  les  P,  figures  de  décompositions 
possibles,  vues  ensemble,  pour  un  polygone  de  n  côtés. 
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Sur  le  nombre  de   manières    d'effectuer  un  produit   de   n 

facteurs  ; 

Par  m.  Olinde  RODRIGUES. 


Soit  P„  ce  nombre;  M.  Catalan,  dans  le  nume'ro  préccdenl  de  ce 
Journal,  a  trouvé,  sauf  la  notation 

P.^.  =  (4n  —  2)  P.. 

Il  est  arrivé  à  ce  résultat  indirectement ,  à  l'aide  des  formules  em- 
ployées par  M.  Lamé ,  pour  la  décomposition  d'un  polygone  en 
triangles.  En  voici   la  démonstration  directe   et  élémentaire. 

Remarquons  d'abord  que  chaque  manière  d'effectuer  le  produit 
de  n  facteurs  implique  n—  i  multiplications,  et  maintenant  cher- 
chons P,^,  ,  connaissant  P,. 

Or  le  («-f-  1)"""  facteur  introduit,  ne  peut  se  combiner  avec  les  n 
facteurs  donnés  dans  chaque  système  de  multiplication  conduisant 
au  produit  de  ces  n  facteurs,  que  suivant  deux  modes  différents, 
savoir:  i'  comme  multiplicateur  ou  multiplicande  du  produit  déjà 
effectué,  ce  qui  fournit  2P,  systèmes  de  mulliplicalions  des  «-f-  i 
facteurs ,  ou  bien  2°  comme  multiplicateur  ou  multiplicande  de  l'un 
des  deux  facteurs  qui  entrent  dans  chacune  des  n  —  i  multiplications 
dont  le  système  donne  le  produit  de  n  facteurs,  ce  qui  fournit 
(4« — 4)I*»  autfes  manières  d'effectuer  le  produit  de  {n-\-i)  fac- 
teurs. On  a  donc 

p,^.  =  (4«  -  2)  P.. 


Tome  III.  —  NoyEMSRï  i838. 
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*  WIXV%  \V>MA \V\  \' 


Démonstration  élémentaire  et  purement  algébrique  du 
développement  d'un,  binôme  élevé  à  une  puissance 
négative  ou  fractionnaire; 

Par  m.  Olinde  RODRIGUES. 


x,j-  étant  deux  nombres  entiers  et  positifs^  on  a  rigoureusement, 
en  s'arrêlant  aux  termes  du  degré  p, 

(i  -h  ay=  I  ^xa-i-(x,  3)a--h{x,  5)a' -\-  .  .  .  (x ,  p)a^,  (i) 
(i  +  ay  =  I  4-  ;'rt  +  (j,  2)  «»  +  (jr,  5)  «-^  +. . .  {y,  p)af ,  (2) 
(  I  -i-ay-^y=  I  -l-(jc-i-x)a+(x+r,  aV'-frx+j,  5)rt^ ,  .+(a:-\-j,  p'^a",  (5) 

la  notation  fjr,  h),  désignant  l'exoression  -^ ^- ——. 

^    'j -"         0  1  1 .2.3. . . p 

II  s'ensuit  que  les  />  +  i  premiers  termes  du  développement 
de  (i  +  ay'*'''  donnent  rigoureusement  et  identiquement  les  (p-{-  i) 
premiers  termes  du  produit  des  deux  polynômes  (1)  et  (2),  identité 
qui  se  trouve  avoir  lieu  pour  toutes  les  valeurs  entières  de  x  et  y , 
entre  deux  fonctions  entières  rationnelles  de  ces  variables,  du  degré/?. 
Cette  ideutilé  subsiste  donc  absolument  pour  toutes  les  valeurs  de  x 
et  de  y ,  en  vertu  d'un  théorème  connu.  La  division  du  polynôme  (3) 
par  l'un  des  polynômes  (i)  ou  (2)  donnera  donc  rigoureusement 
pour  quotient  l'autre  de  ces  polynômes  jusqu'aux  termes  du  degré  p 
en  a  inclusivement.  Soit  donc  x  -f^  =  o,  on  aura 

=  i—xa  +( — x,-i)a\  .  .-f-(  — .T,/>)aP, 


i-)-xa-J-(.r,2)a'4-(a:,3)a'.  .  .  -f  (.r,  p)af 


et  pi'enanl/)  indénnimeut  plus  grand  que  x,  on  aura  aussi  loin  qu'on 
voudra  pousser  la  division 

— ; TT r-r: ; — z  =  (  '  +«)"''=  i  — xa-{-  (  — x ,  2)  «' . . .   etc. 
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Telle  est  la  loi  du  développement  de  (i  -\- a)-'' ,  résultant  de  la 
division  algébrique,  indiquée  par  cette  notation,  de  l'unité  par  le 
binôme  entier  (i+rt)^. 

Cette  loi  est  la  même  que  celle  du  développement  de  la  puissance 
entière  et  positive. 

Passons  au  cas  de  l'exposant  fractionnaire:  soient  x,  j,  deux 
nombres  entiers  dont  l'un  est  de  plus  positif  j  on  aura  aux  termes  de 
l'ordre  a^  près, 

(i +«)-'  =  [[  +xa  +  {x-,  2)rt»+(.r,  3)rt^..  -|- (x , /?)  rt'■]^     (4) 

et  par  le  binôme 

{\  +  a)"  z=  \-\-xj.a-\-{xy  ,  i)a''-\-(xy,  "6)0^ . .  .+ [xy  ,  p)af  :     (5) 


les  p  -\-  I  premiers  termes  de  la  puissance  j-  du  polynôme 
i  -\- xa-\-[x,  2}a* .  .  .-{-{x ,  p)a''  seront  donc  identiques  avec  le 
polynôme  (5;,  pour  toutes  les  valeurs  entières  de  x  et  de  y ,  et  par 
les  mêmes  raisons  que  ci-dessus  pour  toutes  les  valeurs  possibles 
de  X  et  de/. 

Soit  donc  a^=-,  z  entier,  on  aura  identiquement  jusqu'aux 
termes  de  l'ordre  a? , 

V/i+cfi+C^,  2ja"+.  .  .(c  ,/)>''=  1+^  fi  +  Q,  2)  fi'+.  .  .  (|,  p^a^, 

et  comme  p  est  aussi  grand  que  l'on  veut ,  on  a  aussi  loin  qu'on 
pousse  l'extraction  de  la  racine 

('  +  «)^=  I  +j:«  4-(j.,    2)a^  +  Q.,    D)«^+etc. 

La  loi  algorithmique  du  développement  du  binôme  (i  -{- aY  est 
donc  la  même  pour  toutes  les  valeurs  de  x,  soit  que  les  termes  de 
ce  développement  résultent  de  la  multiplication,  de  la  division  ou 
de  l'extraction  des  l'acines,  quelles  que  soient  d'ailleurs  ses  applications 
numériques  selon  la  convergence  ou  la  divergence  de  la  série  en- 
gendrée. 


30. 
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NOTE 

Sur   des    Intégrales  définies   déduites   de    la    théorie   des 
surfaces  orthogonales  ; 

Pau  g.  lamé, 

Professeur   à   l'École    Polytechnique. 


L'étude  des  surfaces  orthogonales  me  parait  de  plus  en  plus  féconde 
en  applications.  Les  paramètres  de  ces  surfaces,  introduits  en  analyse 
comme  système  de  coordonnées,  permettent  de  résoudre  des  questions 
de  Physique  mathématique ,  et  d'intégrer  des  équations  aux  difie- 
rences  partielles  ,  qui  seraient  autrement  inabordables.  C'est  du 
moins  ce  qui  semble  résulter  des  mémoires  que  j'ai  présentés  à  l'Aca- 
démie ,  sur  les  surfaces  isothermes ,  sur  les  lois  de  l'équilibre  du  fluide 
éthéré ,  sur  les  coordonnées  curvilignes  en  général,  et  de  celui  que  je 
rédige  actuellement  sur  les  surfaces  isostatiques  dans  les  corps  solides. 
Je  me  propose  d'indiquer  ici  une  application  nouvelle ,  en  démon- 
trant, à  l'aide  des  coordonnées  curvilignes,  une  formule  très  générale, 
qui  établit  une  relation  entre  certaines  intégrales  définies. 

Soient  p ,  p, ,  p, ,  les  paramètres  proprement  dits  d'un  système  de 
surfaces  orthogonales;  h,  h,,  h^,  les  paramètres  différentiels  du 
premier  ordre  de   ces    mêmes    surfaces,    ou   les   expressions 


s/m-m<£'  v'm'-m'<ti'  Mhm<iy 

ds ,  ds, ,  ou  (Is^,  l'arc  parcouru  lorsqu'on  passe  uormalement  d'une 
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surface  p,  p, ,  ou  f»,  à  une  autre  surface  de  même  espèce,  infiniment 
voisine  de  la  première.  On  aura 

(i  )         ^-^  =  j  '    ^'  =  ^'  '  ^^■^» = ?:  • 

Nous  supposerons  qu'une  partie  au  moins  des  surfaces  f  soient  fer- 
mées, ou  que  chacune  d'elles  enveloppe  un  espace  fini. 

Imaginons  qu'une  masse  solide  homogène  soit  rapportée  à  ces  sur- 
faces orthogonales,  et  qu'elle  éprouve  une  très  petite  dilatation,  uni- 
forme dans  tous  les  sens.  Si  K  représente  l'accroissement  de  la  dislance 
de  deux  molécules  du  corps,  séparées  primitivement  par  l'unité  de 
longueur,  il  résulte  de  la  théorie  mathématique  de  l'élasticité  que  la 
dilatation  cubique  constante  G  sera  égale  à  3?-. 

Considérons  en  particulier  une  surface  f  fermée,  et  soit  AR  le  dé- 
placement normal ,  éprouvé  par  un  de  ses  points  m  ,  lors  de  la  dilata- 
tion générale.  Le  point  m  étant  rapporté  à  des  coordonnées  recti- 
1  ignés  orthogonales ,  x,J,  z,  dont  la  surface  p  enveloppe  l'origine  0 
supposée  fixe ,  et  la  distance  0/n  =  \^x*  -f-  /"  -f-  z'  étant  représentée 
par  r,  le  déplacement  de  m  s'opérera  sur  Om ,  et  sera  égal  à  Ar;  ses 
projections  sur  les  axes  reclilignes  seront  Ax,  Ày,  ^z;  et  enfin  sa 
projection  sur  la  normale  à  la  surface  f  sera 

^  AR=A^^ ^ ^, 

puisque  T-T)  ïj^.>  jJ.>  sont  les  cosinus  des  angles  que  celle  nor- 
male fait  avec  les  axes  des  x,  j,  z.  Or  les  surfaces  orthogonales  étant 
connues,  il  est  toujours  possible  de  déterminer  x,  7-,  z,  n^,    j^,  -?  , 

A  en  fonction  de  p,  f,,  f»',  R  peut  donc  être  regardé  comme  une 
fonction  de  ces  mêmes  paramètres. 

Cela  posé ,  l'espace  parcouru  par  la  surface  p ,  ou  qu'elle  abandonne 
derrière  elle,  lors  du  déplacement  général,  s'obtiendra  en  intégrant 
la  différentielle  [ARf/j,(/j,] ,  et  étendant  l'iiitégrale  à  toute  la  surface 
p ,  ou  à  toutes  les  valeurs  des  paramètres  />,  et  p..  Mais  cet  espace 
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doit  être  evidemnieut  égal  à  la  dilatation  totale  de  l'espace  enveloppe 
parla  surface  f,  laquelle  s'obtiendra  en  multipliant,  par  6  =  5A,  le 
volume  V  de  cet  espace,  ou  l'intégale  \v\^\e  fffdsds.ds^,  étendue 
aussi  à  toutes  les  valeui's  de  f,  et  fj,  et  de  plus  aux  valeurs  du  para- 
mètre p  inférieures  à  celle  de  la  surface  considérée. 

On  a  donc  essentiellement,  en  supprimant  le  facteur  commun  A, 
et  substituant  à  ds,  ds,,  ds^,  leurs  valeurs  (i)  : 

équation  dans  laquelle  R,  h,  h,,  h^,  doivent  être  exprimés  en  f,  p,, 
fj.  Cette  formule  établit  ainsi  une  relation  nécessaire  entre  deux 
intégrales  définies,  l'une  double  et  l'autre  triple,  dans  un  système 
quelconque  de  coordonnées  curvilignes.  Si  le  volume  V,  ou  plutôt  si 

l'intégrale  triple  j  j  l  -\)^'  est  connue,  on  en  déduit  immédiate- 
ment la  valeur  de  l'intégrale  double  /  /  ~tt^' 

Pour  donner  une  application  de  cette  formule  générale,  prenons 
le  système  de  surfaces  orthogonales  du  second  degré,  comprises 
dans  les   équations  : 


£^ J^ £_ 


lesquelles  représentent  des  ellipsoïdes  (f),  des  hyperboloïdes  à  une 
nappe  (p,),  et  des  hyperboloïdes  à  deux  nappes  (f^),  tous  homofo- 
caux.  La  constante  b  est  moindre  que  c;  les  limites  du  paramètre  f, 
sont  zéro  et  b,  celles  de  p, ,  b  et  c;  quant  à  p,  sa  limite  inférieure 
est  c.  On  a,  par  des  calculs  faciles,  développés  dans  mon  Mémoire 
sur  les  surfaces  isothermes 

(5^  A^^^XÏS,   A  — i^ED^^^^S  ,  /j,  =  ^^^^SÏ 

L'équation  eu  p,  (4)?  donne  par  la  difFérentiation ,  eu  désignant 
l'expi'ession 
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par  tp, 

^.  ii    —    ^  ^.    '^    _  ^  fnr.  'h 


=  -:^     <Pf  ;;^='  —i:^'    'P^' ±  = 


dx  —   Ç-'       ^^   ar  ~   i'-  b''      ^'    dz  ç-'-f»' 

d'où  l'on  conclut  facilement 

d'où  enlin,  par  relimination    detp, 

Le  volume  V  d'un  ellipsoïde  (p)  est  1 7rp\/f>'  —  b^  V'^f'"  —  ^^-  0"  ^ 

donc,  en  substituant  la  valeur  (6)  sous  l'intégrale  double  de  la 
formule  (3),  où  R  est  l'expression  (2),  et  observant  que  toutes  les 
valeurs  positives  de  f,  et  |0,,  comprises  entre  leurs  limites  respectives, 
n'embrassent  que  la  huitième  partie  de  l'espace  ; 

ou,  en  mettant  les  valeurs  (5)  de  h,  h,,  h^,  et  re'duisant 

/   >)  f  f-  k\  —  î\)  d?.dç. „    Z. 

^'^         JhJo  i/et— 6'v/«^'— «î\/^'  — «;v/c'— çj       2' 

intégrale  définie  que  j'ai  déduite  de  la  théorie  des  surfaces  isother- 
mes, que  M.  Poisson  a  vérifiée  par  les  propriétés  des  transcendantes 
elliptiques,  et  dont  M.  Chasles  a  donné  une  démonstration  géomé- 
trique ,  simplifiée  depuis  par  M.  Terquem. 
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Démonstration  diin  Théorème  combinatoire  de  M.  Stee>  , 
Par  m,  TERQUEM  (*). 


I.  Soit  le  polynôme  a-\-b-{-c-\-d-\- . .  .4-^4-'^)  composé  de  n  lettres  ; 
si  l'on  élève  ce  polynôme  à  la  puissance  entière  positive  p,  et  qu'on 
remplace  tous  les  coefficients  par  l'unité,  on  obtient  ce  que  les  géo- 
mètres allemands  nomment  une  combinaison  avec  répétition  de  la 
classe  p,  des  n  éléments  a,  b ,  c , . .  .  s;  ei  \\s  désignent  cette  fonc- 
tion par  ce  symbole  C'^,  tandis  qu'en  ùtant  l'accent,  C^  désigne  la 
somme  des  produits  différents  de  n  lettres  combinées  p  a  p ,  ou  , 
comme  disent  les  Allemands,  la  classe  p"""  de  la  combinaison  sares 
répétition  de  n  éléments. 

Cela  posé,  le  théorème  de  M.  Stem  est  renfermé  dans  la  formule 
suivante  : 

cv  =  c„c'r"  —  QC'r'  +  QCT'  —  Qcr^  +  ...rfc  c^„,    (A) 

II.  En  effaçant  dans  C'^  toutes  les  combinaisons  qui  renferment 
la  lettre  a,  je  désigne  le  reste  par  C'^_,;  effaçant  dans  ce  dernier 
reste  les  combinaisons  qui  renferment  b,  je  désigne  le  second  reste 
par  C'^,,  et  ainsi  de  suite.  On  a  évidemment  : 

C'^_,  =  C'S   —  aC'rS  (i) 

C':_,  =  C'^„_.—  bC"z\  ;  (a) 
d'où  l'on  tire 

C''„_,  =  C';;  —  aC'r'  —  bC'^%  (3) 

Mais,  l'équation  (i)  donne 

c'îiz;  =  C'r'  —  «c'r'; 


C)  Journal  de  M.  C relie ,  vol.   i8,  p.  S^â,  année  i838. 
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donc  l'équation  (3)  se  change  en  celle-ci  : 

C'^,  =  C?  —  («  +  ^'JCT'  +  a^CT',  (4) 

d'où  l'on  déduit 

c'^_3  =  c'^_.—  {b  +  c)C'r;  +  écC'a  =       (5) 

l'équation  (i)  donne  encore 

et;  =  C"^'  —  aC'r'; 
donc  l'équation  (5)  devient 

C'L.3  =  C'^  —  (a  +  è  +  c)  CT'  +  («è  +  ac  +  bc_,  CT'  —  a^cCT'. 

On  a  de  même,  ayant  toujours  égard  à  l'équation  (i  , 

C'^_4=  Cl—[a-\-b-\-c+  r/)C'r'  +  («^-H-  ac+ad+hc  +  ^-^H-cr/y  CT' 
—  {abc  H-  nbd+acd+  bcd)  CT'  +  ahcdC'T^  : 

la  loi  de   formation  est  évidente;  continuant  ces  déductions  jusqu'à 
C'^_„  quantité  qui  est  nulle,  on  a  enfin 

o  =  C'^  —  C;C'r'  +  QCT'  —  QC'^'  +. .  .±  Q, 

formule  qui  est  celle  de  M.  Stern.  , 

III.  En  donnant  successivement  à  p  toutes  les  valeurs  comprises 
entre  p  et  i ,  on  aura  p  équations  du  premier  degré ,  soit  qu'on  les 
considère  par  rapport  aux  lettres  accentuées  ou  aux  lettres  non  accen- 
tuées. On  peut  donc  exprimer  chaque  quantité  de  la  première  espèce, 
en  fonction  des  autres  de  la  seconde  espèce  et  vice  versa;  en  d'autres 
termes,  une  classe  combinatoire  avec  répétition  peut  s'exprimer  en 
classes  combinatoires  sans  répétition  et  réciproquement  (I). 

IV.  Lorsque  les  éléments  combinatoires  a,  b,  c ,  d.  . .  s  devien- 
nent égaux  à  l'unité,  la  formule  de  M.  Stern,  donne  une  relation 
entre  les  nombres  figurés  :  on  a  alors  en  général 

"  I  .2.3.  .  .9  J     >-    J 


n{n  —  I  )  (n  —  a)  . . .  n  —  ?  +  •    

I .2.3. . .q 
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si  l'on  a  q  "^  71,  Cl  devient  nul. 

V.  Considérant  les  «  quantile's  a,  b ,  c ,. . .  s  comme  les  racines 
d'une  équation  de  degré  «,  soient  i.  A,,  A»,  A3,  etc.,  les  coefficients 
à  partir  du  premier  terme  ;  représentons  C'i  par  y^  qui  n'est  que  la 
somme  de  toutes  les  fonctions  symétriques  des  racines  de  degré  q  ;  et 
alors  l'équation  (A)  peut  s'écrire  ainsi 

Ty  +  A,7,_,  +  A.7p_,  +  . . .  h-  a,  =  o  (B). 

On  voit  donc  que  j-^  est  le  terme  général  d'une  série  récurrente,  dont 
les  coefficients  de  l'équation  sont  l'échelle  de  relation.  On  sait  que 
cette  même  échelle  appartient  aussi  à  la  somme  des  puissances  des 
racines. 

P.-S.  J'ajouterai  ici  quelques  mots  pour  compléter  la  démons- 
tration du  deuxième  théorème ,  énoncé  pages  477-78  de  ce  volume  : 
n  devant  être  plus  grand   que  5,  il  s'ensuit  que   la    démonstration 

ne   s'étend  pas  au  cas  où  n=r2;   mais   il  suffit  de  remarquer  que 

fi  ^4 

quelle  que  soit  la  valeur  de/i,  si  cos—  est  irrationnel,  cos  —    est  aussi 

irrationnel  ;  or  cos  %  est  irrationnel ,  donc  cos  t  est  aussi  irration- 
nel ,  etc. 

Le  théorème  cité  peut  être  ainsi  généralisé.  Si  un  arc  divisé  par  la 

.1      .3       .5 
circonférence  donne  un  quotient  rationnel  qui  ne  soit  ni  ^,  ni  ■=,  ni^, 

la  corde  de  cet  arc  divisée  par  le  rayon  donne  une  quotient  irration- 
nel. De  même,  si  une  corde  divisée  par  le  rayon,  donne  un  quotient 
rationnel  qui  ne  soit  ni  i,  ni  2,  l'arc  souteudu  par  cette  corde, 
divisé  par  la  circonférence,  donne  un  quotient  irrationnel. 
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Solution  d'un  Problème  de  combinaison  ; 
Par  m.  O.   TERQUEM. 


Ce  problème,  qui  a  été  proposé  par  M.  Steni(*),  peut  être  énoncé 
de  la  manière  suivante  : 

Problème,  «  Étant  donnés  les  «  nombres  1,2,  3. .  .n —  i ,  n;  si 
>)  on  les  permute  «  à  «,  on  aura  [n\  permutations  ;  ce  symbole  désigne 
»  le  produit  résultant  de  la  multiplication  de  tous  ces  nombres;  quel 
»  est  le  nornbre  total  des  dérangements  qui  se  rencontrait  dans  ces  [n] 
»  permutations?» 

Solution.  Quand  un  nombre  est  suivi  dans  le  même  terme ,  média- 
tement  ou  immédiatement ,  d'un  nombre  plus  petit  que  lui,  on  appelle 
cela  un  dérangement.  C'est  la  définition  de  Cramer,  telle  qu'il  la 
donne  dans  la  belle  règle  qu'il  a  découverte ,  pour  déterminer  les 
signes  des  termes  dans  les  formules  générales  relatives  à  la  résolution 
des  équations  du  i"  degré  {Introduction  à  l' Analyse  des  lignes  courbes 
algébriques.  Appendice,  p.  658).  Par  exemple,  le  terme  Sai  renferme 
trois  dérangements  et  i25  n'en  a  aucun.  Soit  donc /„  le  nombre  total 
des  dérangements  pour  les  n  nombres  :  prenons  en  plus  le  nombre 
n-\-  I  plus  grand  que  tous  les  précédents,  et  soit  t-,^.,  le  nombre  total 
des  dérangements  pour  ces  «  +  i  nombres  ;  il  s'agit  de  trouver  une 
relation  entre/„^,  et^„  ;  à  cet  effet ,  faisons  parcourir  au  nombre  n  + 1 
les  diverses  positions  qu'il  peut  occuper.  En  le  plaçant  à  la  gauche  de 
tous  les  termes,  il  augmente  évidemment  chaque  terme  de  n  déran- 
gements ;  en  le  plaçant  entre  le  premier  et  le  second  nombre ,  il  intro- 


{*)  Journal  de  31.  Crelle ,  toiue  18,  p.  100,  année   i838. 
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duit  dans  chaque  terme  n  —  i  nouveaux  dérangements  et  ainsi  de 
suite;  dans  la  première  position,  le  nombre  des  dérangements  est 
donc^„  +  «[n];  dans  la  seconde  position,  il  est/„+(rt  —  i)  [n];  dans 
la  troisième  position ,  j„  -\-{n  —  2)  [«] ,  etc.  Donc ,  on  a 

jr,^,  =  {n+  .)jr„  +  "-^^[n]  =  («  +  i)/„  +  l[n+  i].  (A) 
Celte  équation  donne  celle-ci  : 

J-.*.  —  (n-h  2)7„^,  +  ^^^  [«+  2]. 
Des  deux  équations  réunies .  on  déduit 

J.+.  =  (n  +  i)  (n  -f-  2J/„   +  ^^^  [«  H-  2]  : 


e  même 


et  en  général , 

Faisant  n:^i,onaj,=o;  donc 

Changeant  p  -{-  i  en  71 ,  on  a  enfin ,  pour  le  terme  général , 
y„   =  liliSLl}  [n].       C.  Q.  F.  T. 
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PREMIER    MÉMOIRE 

Sur  la   Théorie  des  Equations  différentielles  linéaires  et 
sur  le  déi>eloppement  des  Fonctions  en  séries  ; 

Par  J.  LIOUVILLE  (*). 


La  plupart  des  problèmes  de  Physique  mathe'matique  conduisent  à 
des  équations  différentielles  partielles  que  l'on  peut  regarder  comme 
linéaires  au  moins  à  une  première  approximation.  11  s'agit  d'intégrer 
ces  équations  et  de  satisfaire  en  même  temps  à  certaines  conditions 
définies  relatives  soit  à  quelques  points  singuliers  du  système  maté- 
riel dont  on  s'occupe,  soit  à  l'état  initial  des  températures  ou  des 
vibrations  de  ses  molécules.  La  méthode  que  les  géomètres  suivent  or- 
dinairement pour  atteindre  ce  but  consiste  à  représenter  l'intégrale 
demandée  par  la  somme  d'un  nombre  infini  d'intégrales  particulières 
qui  vérifient  toutes  les  conoilions  données,  excepté  celles  relatives  à 
l'état  initial.  Chacune  des  intégrales  particulières  dont  nous  parlons 
doit  satisfaire  à  une  équation  différentielle  ordinaire  facile  à  trouver 
et  dans  laquelle  entre  un  paramètre  variable  de  l'une  à  l'autre.  On  a 
donc  à  résoudre  deux  questions  bien  distinctes,  puisqu'il  faut  discuter 
d'abord  l'équation  différentielle  à  laquelle  sont  successivement  sou- 
mises les  intégrales  particulières  dont  l'ensemble  compose  la  valeur 
générale  cherchée ,  puis  traiter  à  son  tour  cette  expression  générale  et 
déterminer  les  constantes  arbitraires  qu'elle  contient  encore,  de  ma- 
nière à  remplir  les  conditions  définies  négligées  en  premier  lieu.  Ces 
deux  questions  feront  l'objet  du  présent  Mémoire,  où  je  les  ai  consi- 

(*)  Ce  Mémoire  a  servi  de  texte  à  (juelques-uiies  des  leçons  que  j'ai  faites 
cette  anne'e  au   Collège  de  France,  comme  suppléant  de  M.  Biot. 

Tome  III.  -■  Décembre   i838.  72 


562  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

dérées  sous  un  point  de  vue  purement  analytique,  abstraction  faite  de 
leur  application  à  tel  ou  tel  problème. 

La  théorie  des  équations  difTérentielles  est  encore  peu  avancée  mal- 
gré les  nombreux  travaux  dont  elle  a  été  l'objet.  Une  équation  linéaire 
à  coefficients  constants  ou  variables  étant  donnée,  on  peut  toujours, 
il  est  vrai,  en  trouver  l'intégrale  exprimée  par  une  série  convergente; 
mais  cette  intégrale  suffit  rarement  pour  découvrir  les  propriétés  et 
la  marche  de  la  fonction  que  l'équation  différentielle  détermine.  En 
considérant  la  fonction  dont  nous  parlons  comme  l'ordonnée  d'une 
courbe  et  prenant  pour  abscisse  la  variable  indépendante ,  il  sera  le 
plus  souvent  très  difficile  de  reconnaître  si ,  dans  un  intervalle  donné , 
cette  courbe  coupe  une  ou  plusieurs  fois  l'axe  des  abscisses,  si  elle  le 
touche  sans  le  couper,  si  elle  a  enfin  des  points  de  maximum  ou  de 
minimum  ou  des  points  d'inflexion.  «  Cependant  la  connaissance  de 
»  ces  propriétés  renferme  celle  des  circonstances  les  plus  remarquables 
»  que  peuvent  oflrir  les  nombreux  phénomènes  physiques  ou  djna- 
»  miques  auxquels  se  rapportent  les  équations  différentielles  dont  il 
»  s'agit.  ))  Une  intégrale  qui  nous  laisse  ignorer  ces  propriétés  intéres- 
santes est  d'une  utilité  bornée.  Elle  ne  dispense  nullement  d'étudier  en 
elle-même  l'équation  différentielle  qui  est  plus  simple  et  plus  Iraitable. 
C'est  en  nous  livrant  à  cette  dernière  étude  que  nous  pouvons  espérer 
d'arriver  à  des  résultats  précis  et  à  des  théorèmes  généraux.  La  re- 
marque que  nous  venons  de  faire  serait  vraie  encore  lors  même  que 
l'on  parviendrait  à  obtenir  sous  forme  finie  l'intégrale  de  l'équation 
diflérentielle  dont  on  s'occupe.  C'est  ainsi  que  la  découverte  d'une 
formule  algébiùque  et  généi'ale  propre  à  représenter  les  racines  des 
équations  déterminées  n'ôterait  rien  à  l'utilité  des  méthodes  d'approxi- 
mation ,  qui  fournissent  les  valeurs  numériques  de  ces  racines  ,  et  des 
propositions  remarquables  dont  l'ensemble  forme  ce  qu'on  nomme 
aujourd'hui   la  théorie  des  équations. 

L'idée  si  simple  d'étudier  en  elles-mêmes  les  équations  différen- 
tielles que  l'on  rencontre  dans  chaque  question,  au  lieu  de  s'attacher 
uniquement  à  la  recherche  de  leur  intégrale,  a  dû  se  présenter  aux 
géomètres  dès  l'origine  du  calcul  différentiel.  Mais  dans  ces  derniers 
temps  elle  a  été  surtout  développée  par  M.  Sturm  qui,  dans  son  beau 
Mémoire  sur  la  théorie  des  équations  différentielles  linéaires  du  se- 
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cond  ordre  (*) ,  en  a  tire'  le  parti  le  plus  avantageux.  11  y  considère 
l'equatioa 

d.V  d.v       ' 

dans  laquelle  L,  M,  N  sont  des  fonctions  de  .r  ,  et  par  une  méthode 
très  élégante  il  trouve  successivement  toutes  les  proprie'tés  dont  jouit 
la  fonction  V  qui  satisfait  à  cette  équation.  Ces  propriétés  sont  ana- 
logues à  celles  des  sinus  ou  des  exponentielles.  La  même  théorie  fournit 
les  moyens  de  calculer  les  racines  de  certaines  équations  transcen- 
dantes qui  se  présentent  en  analyse  lorsqu'on  veut  par  exemple  déter- 
miner les  lois  du  mouvement  de  la  chaleur  dans  une  barre  hétérogène. 

K  Le  principe  sur  lequel  reposent,  dit  M.  Sturra,  les  théorèmes  que 
»  je  développe,  n'a  jamais  ,  si  je  ne  me  trompe  ,  été  employé  en  ana- 
1)  lyse,  et  il  ne  me  paraît  pas  susceptible  de  s'étendre  à  d'autres 
))  équations  différentielles.  « 

L  auteur  a  eu  raison,  je  crois,  de  n'énoncer  qu'avec  réserve  cette 
dernière  assertion.  Il  me  serait  facile  en  eftet  de  prouver  au  contraire, 
et  je  prouverai  dans  un  autre  article,  que  la  méthode  de  M.  Sturm  peut 
être  employée  utilement  dans  la  théorie  des  équations  différenliellcs 
du  troisième  ordre  et  d'ordre  supérieur.  Néanmoins  ,  je  dois  l'avouer, 
cette  extension  offre  des  difficultés  qui  ne  m'ont  pas  permis  de  l'opé- 
rer d'une  manière  tout-à-fait  générale.  Sans  renoncer  à  l'espoir  fondé 
devoir  un  jour  renverser  ces  obstacles  qui  ne  seront  point  sans  doute 
insurmontables  (surtout  si  M.  Starm  reprend,  pour  la  perfectionner 
et  l'étendre  à  de  nouvelles  questions,  une  méthode  qui  dans  ses  mains 
s'est  déjà  montrée  si  féconde),  j'ai  donc  eu  recours  à  d'autres  principes 
possédant  le  double  avantage  d'une  extrême  simplicité  et  d'une  géné- 
ralité très  grande.  Ces  principes  s'appliquent  en  effet  à  des  équations 
différentielles  linéaires  d'un  ordre  quelconque,  pourvu  toutefois  que 
les  conditions  définies  à  l'aide  desquelles  on  détermine  les  constantes 
arbitraires  implicitement  contenues  dans  les  intégrales  de  nos  équa- 
tions différentielles  aient  une  forme  convenable. 

Dans  ce  premier  Mémoire,  je  me  borne  à  considérer  les  équations 
différentielles  linéaires  d'un  ordre  quelconque  ^, ,  qui  peuvent  se 
mettre  sous  la  forme 

(*)  Tome  1"  de  ce  Jouiual ,  page  io6. 
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d.Kd.L...d.Md.î^dV     ,       ,. 

—  +  '■'--    =  o  , 


dx" 


K,L,...M,  N  étant  des  fonctions  positives  de  j?,  et  r  un  para- 
mètre indépendant  de  cette  variable.  De  plus  j'admets  que  pour  une 
valeur  particulière  x  de  j:  ,  les  quantités 

,-,         NrfU  Mrf.NrfU  Kd.L....d.T<id\J 


dx    '  dx' 


dxf- 


sont  égales  à  des  constantes  positives.  Ces  conditions  laissent  encore 
le  paramètre  r  indéterminé.  Mais  on  déterminera  ce  paramètre  à 
l'aide  d'une  nouvelle  équation,  si  l'on  exige  par  exemple  que  U  se 
réduise  à  zéro  pour  une  certaine  valeur  X  de  x,  X  étant  >•  x. 

Je  prouve  que  les  racines  de  l'équation  transcendante  dont  le  para- 
mètre r  dépend  alors  sont  en  nombre  infini,  toutes  réelles,  positives 
et  inégales.  Chacune  d'elles  donne  naissance  à  une  fonction  particu- 
lière U.  La  première  de  ces  fonctions,  celle  qui  répond  à  la  plus  petite 
racine,  conserve  constamment  le  même  signe  lorsque  oc  croit  depuis  x 
jusqu'à  X.  Celle  qui  répond  à  la  n'""  racine  s'évanouit  et  change  de 
signe  (/î — i)  fois  dans  le  même  intervalle.  Deux  de  ces  fonctions 
correspondantes  à  deux  racines  consécutives  changent  toujours  de 
signe  l'une  après  l'autre  alternativement;  celle  qui  répond  à  la  plus 
grande  racine  s'évanouit  la  première  à  partir  de  x  =  x.  En  un  mot  on 
retrouve  ici ,  comme  dans  l'équation  du  second  ordre  traitée  par 
M.  Sturm,  des  propriétés  analogues  à  celles  des  sinus  d'arcs  multiples 
d'une  même  variable. 

Dans  un  Mémoire  présenté  à  l'Académie  le  3o  novembre  i855  et 
imprimé  tome  I"  de  ce  Journal,  page  253,  j'ai  montré,  je  crois, 
le  premier  quelle  liaison  intime  existe  entre  les  propriétés  des 
intégrales  des  équations  linéaires  du  second  ordre  et  le  développement 
des  fonctions  en  séries.  On  verra  clairement  dans  ce  nouveau  Mémoire 
que  les  théorèmes  auxquels  je  suis  parvenu  subsistent  quel  que  soit 
l'ordre  des  équations  ditTéreutielles  que  Ion  considère.  C'est  le  ré- 
sultat principal  que  j'annonçais  il  y  a  quelques  mois  (*),  en  donnant 

(*)  Voyez  page  255  de  ce  volume. 
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une  indication  succincte,  mais  assez  précise,  de  mes  nouvelles 
recherches. 

Ces  recherches  prendront  une  extension  très  grande  dans  les 
Me'moires  que  je  publiei'ai  par  la  suite.  Dans  ce  premier  travail ,  je 
dois  le  dire,  j'ai  cherché  surtout  la  rigueur  et  la  simplicité. 

J'ai  supprimé  tous  les  détails  qui  m'ont  paru  n'avoir  qu'une  impor- 
tance secondaire,  ou  qui  ne  se  rattachaient  pas  d'une  manière  très  di- 
recte au  fond  du  sujet.  Je  n'ai  jamais  prouvé  de  deux  manièies  les 
théorèmes  qu'une  seule  démonstration  établissait  avec  assez  de  clarté. 
Enfin  parmi  toutes  les  formes  dont  une  démonstration  était  suscep- 
tible ,  j'ai  constamment  préféré  celle  qui  se  rapprochait  le  plus  des 
méthodes  connues. 

§1. 

1 .  Soient  x  une  variable  indépendante  qui  peut  croître  depuis  x 
jusqu'à  X;  K,  L,...M,  N  des  fonctions  de  x  positives  et  continues  ; 
r  un  paramètre  indéterminé;  et  U  une  fonction  de  jt  et  de  r  satisfai- 
sant à  l'équation 

L'intégrale  de  l'équation  (j)  renfermera  fx,  constantes  arbitraires  que 
l'on  déterminera  en  se  donnant  les  valeurs  des  /x  quantités 

-.        N^I         Mrf.Nt/U  Kff.L...rf.Mrf.NrfU 

'        dx    '  dx'       >  '  '  '  dx'*~^ 

pour  j::=x  :  nous  désignerons  ces  valeurs  par  A,  B,  C,.  .D,  et 
nous  poserons 

(^)     U  =  A,     ^  =  B, -^;T37 =Dpourx=:x: 

de  plus,  nous  admettrons  toujours  que  A  ,  B,  C,.  .  .D  sont  des  quan- 
tités indépendantes  de  /•,  positives  ou  nulles,  mais  non  pas  toutes 
nulles  à  la  fois.  De  cette  manière,  U  sera  une  fonction  de  x  et  de  /•  qui 
ne  contiendra   plus   rien  d'inconnu,  et  que  nous  représenterons  par 
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U(jr}  ou  par  \](x,  r)  quand  nous  voudrons  mettre  en  évidence  la 
variable  x  ou  les  variables  x  et  /-. 

Si  Ton  a  ^=2,  1  équation  (i)  est  du  second  ordre  seulement,  et  U 
doit  satisfaire  d'une  part  à  l'équation  indéfinie, 

P;  -j^T h  rU  =  o, 

et   d'autre  part  aux  conditions  définies 

(4)        U  =  A ,      — ^  =  B  pour  X  =  x. 

Si  l'on  pose  /^=5,  Téqualion  (1)  est  du  Iroi'.ième  ordre,   et  U 
doit  satisfaire  à  l'équation  indéfinie 

^  ^  —dP f-  rU  =  o, 

et  aux  conditions  définies 

^O)  U_A,     -^=B,      -___  =  C      pour    x  =  X. 

Nous  répétons  une  fois  pour  toutes  que  la  variable  x  reste  constam- 
ment comprise  entre  deux  limites  x,  X  :  x  est  la  plus  petite  valeur 
de^.  X  est  une  autre  valeur  déterminée  quelconque  :  les  valeurs  des 
fonctions  K,  L,...  M,  N  sont  supposées  essentiellement  >  o-  ces 
lonctions  ne  s'évanouissent  donc  jamais  :  les  nombres  A,  B,  etc  sont 
aussi  supposés  positifs;  toutefois  notre  analjse  subsisterait  encore  si 
quelques-uns  d  entre  eux  se  réduisaient  à  zéro 

deHnierrrrio^^.'f  ^^'^^^^'!,\1'^^-*-"  l--ire  (1)  et  aux  conditions 
dehn.es  (.)  jouit  de  propriétés  très  générales  et  très  remarquables 
L  étude  de  ces  propriétés  est  l'objet  principal  du  présent  Mémoire 

2.  On  peut  développer  U  en  une  série  convergente  ordonnée  suivant 
es  puissances  ascendantes  de  ,-.  Pour  fixer  les  idées,  admettons  que 
Ion  ait  /^  =  2  et  posons  ^ 

J  i    K  ' 
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puis  en  général, 

(P„—  P  '^^  f^  <!>.-,  dx, 

d'où  résultera  immédiatement 

'•=,Cw/>- /:"/>■■''- 

expressionoù  le  signe  y  entre  2/1  fois.  Il  est  aisé  de  voir  qu  en  piciiant 

U  =  ?)o  —  '■<?,  +  '■'<?»  —  '"^3  +■    ■  •  . 

on  satisfera  à  l'équation  indéfinie  (3)  et  aux  conditions  définies (4)- 

Représentons  par  a.  la  plus  petite  valeur  que  K  puisse  prendre 
lorsque  x  croît  de  x  à  X  :  on  augmentera  évidemmeiil  la  valeur  de  ?„ 
Si  l'on  y  remplace  K  par  a  et  x  par  X;  en  faisant 

A    +  ^J  (X-x)  =  <p, 

on  aura  donc  (Po  •<  (p.  Maintenant  dans  l'expression  générale  de  <p„  et 
dans  celle  de  -~  qui  s'en  déduit  par  la  différentialion,  écrivez  par- 
tout a  au  lieu  de  R,  (p  au  lieu  de  (Po,  et  vous  trouverez 

l'a:  — x)  ".y  ^"    <^   _   ^■^^"^'')"~^*    - 

^"  I  .  2.  3 . .  .2/i.«"  '       i/j:  1.2  3.      (.'« — I  «"' 

Les  séries 

?>,  —   '•;.   +   ''">?.  —   '-^îPa  + , 

d.r  dx  dx 

—   /(Pu  -f-    / '«p,   —  r^(p^  +...., 

qui  représentent  respectivement  les  valeurs  de 

T,        K(^U         d.'&.dv  ,, 

U  ,      — —  ,      — -, ou     —  ivl  , 

ilx  dx' 

sont  donc  convergentes,  et  il  eu  est  de  même  de  leurs  dérivées  d'un 


568  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

ordre  quelconque  prises  par  rapport  à  r.  De  là  il  suit  que  les  dérivées 
soit  par  rapport  à  x,  soit  par  rapport  à  r,  des  deux  quantités 

ont  des  valeurs  finies  exprimées  par  des  séries  convergentes  :  donc 
ces  quantités  elles-mêmes  sont  fonctions  continues  de  j:  et  de  r: 
par  suite  la  quantité 

d.KdJ]  WT 

— ou     —  /L 

est  aussi  fonction  continue  de  ces  deux  variables. 

5.  On  trouve  par  une  méthode  semblable  l'intégrale  complète  de 
l'équation  (i)  exprimée  en  série  convergente  sous  la  forme 

U  =  <p,  —  r<p,  -\-  r*(p^  —  r><P3  +'•■  , 

et  l'on  démontre  que  les  quantités 

NrfU        Mrf.NdU  d.'E.d.h...d.-^dV 


U. 


dx    '  dx'       >  •  •  •  •  ^^ 


et  leurs  dérivées  d'un  ordre  quelconque,  prises  par  rapport  à  r,  sont 

des  fonctions  continues  de  x  et  de  r.  Le  premier  terme  <p.  s'obtient 

en  intégrant  l'équation 

</.Krf.L....  d.'^ïd.ydip^ 

1-°   =:   O  , 

d.x'' 

et  en  déterminant  les  constantes  arbitraires  à  l'aide  des  conditions 

N^2         T.  Kd.L...d.l:idii^       r» 

3.  =  A  ,      — r^-  =  B —  =  D   pour  j:  =  X , 

^'  '        dx  dx''-' 

de  telle  sorte  que  l'on  transporte  à  ce  terme  tPo  toutes  les  conditions 
définies  auxquelles  la  fonction  U  doit  satisfaire.  Ensuite  on  prend 
généralement 

3,,  =   f^dxr^djç f^dxr^j^ 

J  X     N  j  X    M  y  X     K  j  X   ^°    • 
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Les  coefficients    (?)o,  tp, ,  ^, , . .  .    de  la  série 

\]  =:  (p,  —   i(p,  +  t'cp,  — .  .  .  . 

sont  donc  positifs  et  d'autant  plus  grands  que  les  valeurs  des  fonctions 
K,. .  .M,  N  sont  elles-mérnes  plus  petites  :  ils  ne  pourraient  se  ré- 
duire à  zéro  que  si  toutes  les  quantités  A,  B, ,  ,  .D  étaient  nulles.  En 
excluant  ce  cas  particulier,  on  voit  que  la  fonction  U  ne  devient  iden- 
tiquement nulle  pour  aucune  valeur  déterminée  de  r,  tant  que  jc 
reste  indéterminée. 

Quand  le  paramètre  /'  est  égal  à  zéro,  U  se  réduit  à  (p„,  quantité 
essentiellement  >•  o  :  dans  ce  cas  U  ne  peut  s'annuler  pour  aucune 
valeur  de  x  comprise  entre  x  et  X  :  il  en  est  de  même  à  fortiori  quand 
le  paramètre  /■  est  négatif. 

On  peut  observer  enfin  que  les  quantités 


<P., 


dx  dx'        '    '  '  '  dxf~^ 


étant  >  o  ,  si  l'on  désigne  par  a,  b,.  .  .c  des  coefficients  positifs,  et 
si  l'on  égale  à  zéro  la  somme 

après  avoir  donné  à  x  une  valeur  déterminée  ^x,  l'équation  ainsi 
formée  ne  sera  satisfaite  par  aucune  racine  r  négative  ou  nulle. 

%n. 

4.  Étudions  maintenant  avec  un  peu  plus  de  détail  la  marche  de 
la  fonction  U. 

Lorsqu'on  suppose  le  paramètre rnegatit,  lesquantites  <p,,  -3 — ,  etc., 
et   par  suite 

^  '       ~dF  '  dx'      '  dxf-'  ' 

sont  positives  :  ce  sont  même  des  fonctions  croissantes  de  x  puisque 

Tome  111.  -'  Décembre  i838.  7^ 
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leurs  dérivées  sont  aussi  positives.  La  courbe  dont  l'équation  est 
>•  =  U  ne  présente  alors  dans  son  cours  rien  de  remarquable  :  elle  ne 
coupe  nulle  pari  l'axe  des  x  et  n'a  aucune  tangente  parallèle  à  cet  axe. 

Quand  le  paramètre  r  est  positif,  la  courbe  représentée  par  l'équa 
tien  j'zriU  peut  au  contraire  offrir  des  sinuosités,  devenir  parallèle 
à  l'axe  de  oc,  couper  cet  axe  une  ou  plusieurs  fois.  On  s'en  convaincra 
en  considérant  d'abord  le  cas  où  les  coefficients  K,  L, . .  .M,  N  sont 
constants  dans  l'équation  (i). 

5.  Pour  Hxer  les  idées,  supposons  que  l'équation  (i)  soit  du  troi- 
sième ordre  seulement,  en  sorte  que  la  fonction  L  doive  satisfaire 
à  l'équation  indéfinie (5)  et  aux  conditions  définies  (6).  Remplaçons  K, 
L  par  des  constantes  positives  a,  j8,  et  U  par  ii.  L'équation  (5) 
deviendra 

(7)  *^  -^^  +  "/  =  o, 

et  les  conditions  définies  servant  à  la  détermination  des  constantes 
arbitraires  seront 

(8)  «  =  A ,      â  '^  z=.  B,      a;5  '^  =  C   pour  a-  =  x. 

Si  l'on  pose 

l'intégrale  de  l'équation  (7) ,  exprimée  sous  forme  finie ,  sera 
u  =  C,  e-''f'  -t-  C^e-y'f-  •+-  C^e-f  "t-, 

C,  ,  C,,  C3  étant  des  constantes  arbitraires,  et  ft,A(.*  les  racines  cu- 
biques imaginaires  de  l'unité.  On  déterminera  les  constantes  C,,  C„  C, 
à  l'aide  des  conditions  (8)  qui  donnent 

C,  +  C.  +  C3  =  A , 
C,  -4-  C./A  +  C3U"  =— —  , 
C 

c,     ■+-     C.W'     -f-    C3U    =        r,    .    ,  , 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  671 

équations  faciles  a  résoudre  et  desquelles  on  tire 

C    =  '   _   J-    -4-   ^S: 

.      _    A    _     B^'  Cm_ 

'"  3  3,3*,.    "^    3«/3a.p   ' 

^^3   —     T    —     ÔIT,    "T-     >  .î..  .    ■ 


.^   »? 


Donc,  si  l'on  pose 


3«â, 


on  aura 


«  —  F  (  fr)  —  ^  F,  (  pz)   -I-   -  F,  fz  . 

Cette  valeur  de  u  est  fonction  continue  des  constantes  et,  ji ,  ca  :  elle 
se  simplifie  beaucoup  quand  p  est  très  grand,  et  peut  servir  à  dé- 
montrer qu'alors  il  existe  un  très  grand  nombre  de  racines  x  ou  z  de 
l'équation  u-=.o  :  le  nombre  de  ces  racines  devient  même  infini 
lorsque  p  =  00  ,  et  cela  a  lieu  non-seulement  quand  on  considère  les 
valeurs  de  z  comprises  entre  les  limites  z  =  o,  z  =  X-— x  qui  re- 
pondent à  x  =  x,  j:  =  X  ,  mais  même  quand  on  se  borne  à  consi- 
dérer les  valeurs  de  z  comprises  dans  un  très  petit  intervalle  a  partii 
de  z=o.  C'est  ce  que   nous  allons  expliquer. 

6.   Posons  |:§=â  ,  6  étant  une  quantité  aussi  grande  qu'on  voudra, 
mais  que  nous  regarderons  comme  restant  invariable  lorsque  p   croit 

de  plus  en  plus.  La  valeur  de  ^ ,  savoir  ^  =  -  ,  finira  donc  par  être 
très  petite.  Or,  si  l'on  prend  le  paramètre  p  extrêmement  grand ,  et 
si  Fon  se  borne  aux  racines  z  de  l'équation  m  =  o  qui  sont  com 
prises  entre  les  limites  z=i^ ,  z=-i^ ,  je  dis  que  le  nombre  de  ces  ra- 
cines sera  dautant  plus  grand  que  la  valeur  arbitraire  de  6  aura  été 
choisie  plus  considérable ,  en  sorte  qu'on  pourra  toujours  le  rendre 
supérieur  à  un  nombre  entier  donné  davance. 

:3.. 
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Puisque  les  fonctions  F(/z),  F,  (pz),  F.(ps)  ne  contiennent  que  te 
produit  pz,  posons 

fz  =  t: 

t  sera  une  inconnue  comprise  entre  deux  limites  fixes  et  très  grandes 
ô ,  28 ,  et  l'on  aura 

(9)         ^  =  F«-^F.(0  4-^tF.(0. 

Maintenant  attribuons  à  p  une  valeur  infiniment  grande  :  les  deux 
quantités 

iF.(0,       iF.(0 

A 
deviendront  infiniment  petites.  Le  premier  terme  ^  e-'''àeY[t)  est  aussi 

très  petit  puisqu'on  suppose  très  grande  la  limite  inférieure  G  de  <  : 
quant  aux  deux  autres  termes  de  F  (t) ,  il  suffira  de  remplacer  /te 
et  u"   par  leurs  valeurs 

—  i+V/3\/^  —  1  —  V/3V/^ 


pour  leur  donner  la  forme 


2A      1  /'>t\/3\ 


Donc  quand  p  devient  infiniment  grand,  la  valeur  fixe  de  9  étant 
aussi  infiniment  grande,  l'équation  m  =  o  se  réduit  à 


(10)  cos('^3^ 


€  désignant  un  infiniment  petit. 

Les  mots  infiniment  petit ,  infiniment  grand ,  sont  employés  ici 
uniquement  pour  abréger.  Il  n'est  pas  nécessaire  en  effet  que  le  second 
membre  ê  demeure  infiniment  petit  dans  toute  l'étendue  des  valeurs 
de  f,  c'est-à-dire  depuis  f  =  9  jusqu'à  t  =  i^:  il  suffit  que  dans  cet 
intervalle  on  ait  constamment  é'  •<  i     Cela  étant ,    si   l'on    désigne 
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par  m  le  nombre  entier  imme'diatement  supérieur  à ,  et  par 

(m-f-f)  le  nombre  entier   immédiatement  inférieur  à :    donc 

l'on  donne  à  t  les  valeurs  successives 

pour  lesquelles  la   valeur  de  co^f—^-j  devient   successivement.... 
-f-  I ,  —  I  ,   il  est  clair  qu'elles  rendront  la  difierence 


<--^) 


aussi  alternativement  positive  et  négative ,  en  sorte  que  de  l'une 
d'elles  à  la  suivante  il  y  a  au  moins  une  racine  de  l'équation  u  =  o. 
Par  suite  entre  les  limites 

2rmr  ■2{m-i-i)jr 

411/3  '  u\^'3        ' 

il  y  a  au  moins  /  racines  de  cette  équation.  Ce  nombre  /  est  d'ailleurs 
infiniment  grand  quand  la  valeur  attribuée  à  S  est  infiniment  grande. 
De  là  résulte  la  démonstration  du  théorème  énoncé;  car  à  chaque 
valeur  de  t  qui  annule  u  répond  une  valeur  de  z  comprise  entre  Ç 
et  2^. 

7.  On  étendra  notre  théorème  à  la  fonction  U  et  à  l'équation  (5) 
dans  laquelle  les  coefficients  K,  L  sont  variables,  si  l'on  fait  voir  que 
la  variabilité  de  ces  coefficients ,  quand  le  paramètre  p  est  très  consi- 
dérable ,  n'altère  la  valeur  de  u  et  par  suite  le  second  membre  de  l'é- 
quation (10),  que  d'une  quantité  très  petite  que  l'on  peut  confondre 
dans  é  et  qui  ne  change  rien  aux  raisonnements  précédents. 

Admettons  que  les  constantes  a. ,  /S  représentent  les  plus  grandes 
valeurs  des  fonctions  K,  L  dans  l'intervalle  compris  depuis  z  =  o 
jusqu'à  :;  =  2Ç  ;  soient  a',  /3'  d'autres  constantes  représentant  les  plus 
petites  valeurs  de  ces  fonctions  dans  le  même  intervalle  :  si  la  valeur 
de  ^  est  infiniment  petite  ,  les  différences  a'  —  a. ,  /3'  —  /3  seront 
aussi  infiniment  petites.  La  valeur  exacte  de  U  est 

U  =  ^.  —  rp,  -{-  /-"(P.  —  ^(p,  -t- , 
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?=>  ?>.,?>,  ^3'..  conservant  la  s^gaification  qu  on  leur  a  attribuée 
n"  o.  Désignons  par  ?>;  ,  f„  les  deux  valeurs  que  prend  ç,  lorsqu'on 
y  remplace  R,  L  d'abord  par  a,  /3.  et  ensuite  para',  /3' ;  il  est  aise 
de  voir  que  1  on  aura 

?„  >   <P,.'        et       (p„  <  cp". 

Donc  l'erreur  que  l'on  commet  eu  prenant  <?„'  pour  valeur  de  (p„  est 
plus  petite  que  (p  —  (p;.  L'erreur  totale  commise  en  remplaçant  la 
série  ' 

®o  —  r^,  -f-  /'(p,  —  etc. 
par  la  série 

<p'„  —  r®',    -f-  r"(p',  — .  etc.  , 

est  donc  inférieure  à  la  somme 

<?:  —<d:  + '•(<?" -<p:!+r'((p:-(p,j +...., 

dans  laquelle  on  a  pris  tous  les  termes  positivement,  tandis  que  dans 
1  expression  de  U  ces  termes  sont  alternativement  positifs  et  négatifs 
La  somme  ° 

?:  —  <p:  -I-  ,■  'tpl'  _  (p  J  _|_  ^.r^^'  _  (p; -)  ^  _  _ 

représente  ainsi  une  limite  supérieure  de  l'erreur  que  l'on  commet 
dans  1  évaluation  de  U  lorsque  l'on  remplace  les  fonctions  variables 
K,  L  par  les  constantes  a,  /3;  et  tout  se  réduit  à  prouver  qu'elle 
devient  mfiniment  petite  en  même  temps  que  l'intervalle  ?  Or  si 
I  on  pose  c,-  ^'  SI 

u"  =  ^:  -|_  r^:  ^  ,.,^;  _^  ^j^  ^      ^^,  ^  ^  ,  ^  ^,^ ..  _^  ^^^    ^  ^^^  ^ 
cette  somme  est  exprimée  par  u!'  —  u' .  La  série 

P'o  —  '■«',  H-  i-*<p',  —  etc. 
u'est  autre  chose  que  le  développement  de  la  fonction  u  des  n"  5  et  6 
Donc  «'se  déduira  de  «  en  y  remplaçant  r  par_r.  Supposons  que 
par  ce  changement  les  fonctions  Y[t),  F.  {t) ,  F,(.)  deviennent    fft) 
J'  W  '  7»  (^)  ;  on  aura  J  \  ■>  ' 
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Pour  passer  de  u'  à  m"  il  suffira  d'augmenter  maintenant  les  cons- 
tantes a,  |S  des  difTérences  infiniment  petites  œ'  —  a  ,  /^'  —  jS  :  donc 
puisque  u  est  une  fonction  continue  de  ces  constantes,  la  différence 
«" — i<' sera  aussi  infiniment  petite,  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

8.  La  démonstration  dont  nous  venons  de  faire  usage  pour  prouver 
que  les  racines  x  de  l'équation  U  =  o  sont  en  nombre  infini  quand 
le  paramètre  r  est  infiniment  grand,  n'est  pas  bornée  aux  équations 
différentielles  du  troisième  ordre  que  nous  avons  spécialement  consi- 
dérées. Voici  comment  on  peut  l'exposer  en  peu  de  mots  pour  l'équa- 
tion générale  (i)  sans  entrer  toutefois  dans  le  détail  des  calculs. 

Posons,  comme  ci-dessus,  x  —  x=-,  p^r=6,  et  bornons-nous 
aux  valeurs  de  z  comprises  entre  ^  et  a^  :  nous  regardons  6  comme 
un  nombre  très  grand  en  lui-même,  mais  très  petit  par  rapport  à  p  ; 
les  valeurs  de  z  seront  donc  toujours  très  petites  ,  et  par  suite  les  fonc- 
tions K,  L,.  .  .N  seront  sensiblement  constantes  :  en  faisant  K=  a, 
L  =  jS,...N—  >,  où  a,  fi,... y  désignent  des  constantes  conve- 
nables ,  on  altérera  très  peu  la  valeur  de  U  ainsi  que  les  valeurs  des 
racines  de  l'équation  U  =  o.  En  posant  donc 


a/3. 


l'équation  qui  détermine  la  valeur  de  U  simplifiée  sera 

"j:}'  +.''U  =  o, 

et  les  conditions  définies  qu'il  faudra  y  joindre  prendront  la  forme 
U  =  A,      > -r  =  -  >  etc.     pour     ^  =  0. 

'    dl  f 

Or  si  l'on  intègre  cette  équation,  et  qu'après  avoir  déterminé  les  cous- 
tantes  arbitraires,  on  néglige  les  termes  infiniment  petits  divisés 
parp,   on  a  simplement 

U  =  ^  (^,>''-'  +  e''^"  -!-■•■■-+-  '''''^'), 
)i,  f.>--'>  ^t^'ït  '^s  racines  de  l'équation  binôme   1^  +  .  =  o.   H 
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reste  à   discuter  1  equatiou 

dans  laquelle  on  considère  seulement  les  valeurs  de  t  comprises 
entre  deux  nombres  très  grands  6 ,  26.  A  cet  effet,  désignons  par 
/*  +  9  V —  I  ,  p  —  q  \/ —  I  les  deux  valeurs  de  »  dont  la  partie 
réelle  est  la  plus  grande.  Si  l'on  multiplie  tous  les  termes  de  l'équa- 
tion 

e''<"  +  e''"'  -f +  e'f"'  =  o 

par  e-f"' ,  on  rendra  très  petit  le  module  de  toutes  les  exponentielles 
qui  répondent  à  des  racines  v  différentes  des  deux  racines  pdcq  \^ —  i 
dont  nous  venons  de  parler  ;  en  sorte  que  ce  premier  membre  devien- 
dra à  très  peu  près 

2  cos  (qat). 
C'est  donc  à  l'équation 

cos  (qciit)  ^  o , 

ou  plus  exactement  à  l'équation 

cos  (qa)t)=si , 

i  étant  un  infiniment  petit,  que  se  réduit  en  définitive  l'équation 
U  =  o.  Or,  le  nombre  des  valeurs  de  t,  comprises  entre  6  et  a6, 
pour  lesquelles  cos  q'jni)  s'annule  est  d'autant  plus  grand  que  la  limite 
39  est  plus  grande  et  devient  infini  pour  0  =  00  :  donc  il  en  est  de 
même  du  nombre  des  racines  de  l'équation  U  =  o ,  ce  qu'il  fallait 
démontrer. 

$  in. 

9.  Les  racines  x,  plus  grandes  que  x,  de  l'équation  U  =  o  et  des 
équations  dérivées 

N<fU  _  Mrf.NrfU  _  K</.l <J.W^U  _ 

dx  '  dx^  ,.  •  .  •  ^j^—i  ' 
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sont  nécessairement  inégales.  Pour  le  prouver  et  pour  démontrer  en 
même  temps  plusieurs  propriétés  intéressantes  de  ces  racines  ,  faisons 
croître  X  d'une  manière  continue,  à  partir  de  ,r=x,  et  considérons 
la  suite  des  signes  des  quantités 

/     .           ï,       N^U           M^.NrfU               Kd.L...d.lSdl] 
('■0  U,      ^,  -^-^    , ^-^^ : 

chacune  de  ces  quantités  est  égale  à  la  dérivée  de  la  prJcédente, 
multipliée  par  un  facteur  positif,  et  la  dernière  en  vertu  de  l'équa- 
tion (i)  a  pour  dérivée   —  rU. 

Pour  x  =  x  et  pour  des  valeurs  de  x  très  voisines  de  x ,  les 
fonctions  (i  i)  sont  positives  en  vertu  des  équations  (2):  l'une  d'elles, 
savoir 

Kd.L...d.îidV 


dxf-' 

est  décroissante  puisque  sa  dérivée  —  rU  est  négative  ,  mais  les 
autres  vont  en  croissant.  Cet  état  de  choses  durera  tant  que  l'une  de 
ces  fonctions  ne  sera  pas  réduite  à  zéro ,  et  d'un  autre  côté  celle  qui 
décroît  actuellement  est  la  seule  qui  tende  vers  une  valeur  nulle.  C'est 
donc  la  fonction 

Kd.L...d.MU 
dxC-' 

qui  s'évanouira  la  première  pour  une  certaine  valeur  x>~''>  de  x  : 
ensuite  celte  fonction  changera  de  signe,  car  lorsque  j:=  a:'(("— 0  sa 
dérivée  —  rU  n'a  pas  cessé  d'être  <  o. 

A  partir  de  x  =  JT^;"—'',  la  suite  (11)  présente  une  variation.  Des  ly. 
fonctions  qui  la  composent,  les  [u  —  2)  premières  sont  positives  et 
croissantes;  la  (^ —  i)""^  est  positive,  mais  décroissante;  la  yw'""'  est 
négative,  mais  sa  valeur  absolue  augmente  puisque  la  dérivée  —  rU 
est  aussi  négative  :  cette  fois  donc  c'est  la  fonction 

Ld.    .rf.NrfU 


dx^--" 


qui  s'évanouira  la  première  pour  une  certaine  valeur  x[''~'^  de  x  et 
qui  changera  ensuite  de  signe. 

Tome  III.  —  Décembre   ibiS.  -/ 
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A  partir  de  .T  =  x{f—'^Ha  suite  des  signes  de  (i  i)  présentera  encore 
une  variation.  Des  /*  fonctions  qui  la  composent,  les  (/u. —  5)  pre- 
mières seront  positives  et  croissantes  ;  la  (ju —  2)'""  sera  positive,  mais 
décroissante;  quant  aux  deux  dernières,  elles  seront  négatives,  mais 
leurs  valeurs  absolues  iront  en  augmentant  puisqu'elles  ont  des  déri- 
vées aussi  négatives.  C'est  donc  la  (/^  —  2)"""  fonction  qui  s'évanouira 
la  première  pour  une  certaine  valeur  j:(  '—  3)  de  la  variable  indépen- 
dante X. 

En  continuant  ces  raisonnements,  on  voit  que  les  diverses  fonc- 
tions qui  composent  la  suite  (1 1)  s'annulent  successivement  dans  un 
ordre  rétrograde  pour  des  valeurs  de  x  représentées  par  x('"~'', 
jj>— 3)^  etc.  jusqu'à  ce  qu'enfin  U  s'évanouisse  aussi  et  change  de 
signe  pour  une  certaine  valeur  x  =  x,. 

Pour  des  valeurs  de  x  un  peu  plus  grandes  que  a?, ,  toutes  les  fonc- 
tions (il)  seront  négatives  :  à  l'exception  de  la  dernière,  elles  auront 
des  dérivées  négatives  et  par  conséquent  des  valeurs  absolues  crois- 
santes. Donc  le  premier  changement  qui  aura  lieu  dans  les  signes  de 
la  suite  (i  i)  sera  dû  à  une  valeur  x',/—')  de  x  pour  laquelle 

Kd.L d.fidV 


s  évanouira  de  nouveau  :  après  quoi   toutes  les  autres  fonctions  re 
commenceront  h  s'évanouir  dans   l'ordre  rétrograde    précédemment 
indiqué. 

Au-delà  de  la  seconde  racine  x^  de  U  =  o  les  fonctions  (1 1)  seront 
d'abord  toutes  positives  ;  ensuite  elles  changeront  de  signe ,  comme 
cela  est  déjà  arrivé  dans  l'intervalle  compris  entre  x  et  x,.  Et  ainsi 
de  suite. 

10.  Cette  discussion  met  bien  en  évidence  la  loi  régulière  suivant 
laquelle  se  succèdent  les  changements  de  signe  des  fonctions  (11).  Il 
en  résulte  que  deux  de  ces  fonctions  ne  peuvent  jamais  s'évanouir  à 
la  fois,  et  que  de  plus  en  s'évanouissant  chacune  d'elles  change  de 

signe  :  en  particulier  on  ne  peut  pas  avoir  à  la  fois   U  =  o  ,  -7-;  =0, 

de  sorte  que  les  racines  x  de  l'équation  U  =  o  sont  toutes  inégales. 
Il  en  résulte  aussi  que  dans  la  suite  (11)  il  ne  peut  jamais  se  trouver 
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plus  d'une  variation.  Quand  une  des  fonctions  qui  la  composent 
devient  nulle,  celles  qui  la  précèdent  ont  toutes  le  même  signe  rfc  et 
celles  qui  la  suivent  ont  le  signe  q=.  Ainsi  pour  chaque  valeur  de  jr 
qui  donne  U^  o,  les  quantite's 

NrfU         Mrf.NïiU  Kd.L...d.^dV 


dx  dx-      '  •    •  •  ^x-'-' 

prennent  toutes  le  même  signe  ,  savoir  le  signe  +  si  l'on  a  oc  =■  .x\, 
x:=z  x^,.  .  .  .,  et  le  signe  —  si  l'on  a  jr  =  ar, ,  xz=  x^,.  .  .  On  voit 
par-là   qu'il  est  impossible  de  satisfaire  à  la  fois  aux  deux  équations 


U  = 


et 


'^U  +  6-T- \-...+  c — -— =  o, 

dx  dx"    ' 

a,  b,...c  étant  des  coeflicienls  positifs:  on  voit  aussi  que  le  pre- 
mier membre  de  cette  dernière  équation  devient  alternativement 
positif  et  négatif  lorsqu'on  y  pose  jr  =  x,  x:=^x,,  x=x^,  x=X3,  etc., 
d'où  il  suit  que  l'équation  dont  il  s'agit  possède  au  moins  une 
racine  dans  chacun  des  intervalles  de  x  h  x,,  de  x,  h  x^,  etc.  Mais 
il  ne  faut  pas  nous  arrêter  à  discuter  en  détail  les  conséquences  di- 
verses que  l'on  pourrait  déduire  de  notre  analyse.  Contentons-nous 
d'observer  que  cette  analyse  n'éprouvera  que  des  modifications  très 
légères  si  quelques-unes  des  constantes  positives  A  ,  B,  C,.  .  .D  se 
réduisent  à  zéro.  On  doit  même  dire  que  nos  démonstrations  n'auront 
à  subir  aucun  changement  si  le  dernier  nombre  D  reste  >■  o.  Pour 
s'en  convaincre  il  sullit  d'observer  que  dans  cette  hypothèse  et  pour  des 
valeurs  de  x  infiniment  peu  supérieures  à  x  les  fonctions  (1 1)  seront 
encore  positives  ,  résultat  facile  à  constater  et  qui  tient  à  ce  que 
toute  fonction  de  x  qui  s'annule  pour  x  =•  x  prend ,  lorsque  x  croît 
très  peu  au-delà  de  x,  le  même  signe  que  sa  dérivée.  Mais  lorsque 
D  =  o  la  fonction 

Kd.\ d.îidV 

dxy   '" 

est  égale  a  zéro  pour  x  =  x,  et  ce  n'est  plus  elle  qui  s'annule  la  pre- 

74.. 
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niière  lorsque  ,r  croît  d'une  maaière  continue  au-delà  de  x.  Pour 
donner  à  la  question  toute  la  généralité  dont  elle  est  susceptible,  ad- 
mettons que  les  i  dernières  des  fonctions  (i  i)  s'évanouissent  pour 
X  =  X.  En  observant  que  la  dérivée  de 

Krf.L   ..d.NdV 

est  égale  à  —  rU  et  par  conséquent  est  négative  loi'sque  x  diffère  très 
peu  de  X  ,  on  verra  que  pour  de  telles  valeurs  de  x  les  {/u —  i —  i) 
premières  des  fonctions  (ii)  sont  positives  et  croissantes,  que  la 
C  "  0"  "'  est  positive  mais  décroissante  ,  et  que  les  i  dernières  sont 
négatives  et  ont  des  valeurs  absolues  croissantes.  C'est  donc  la 
(^ —  ')""^  fonction  qui  s'évanouira  la  première  à  partir  de  a::=:x; 
mais  1  ordre  des  changements  de  signe  et  les  conséquences  que  nous 
en  avons  déduites  ci-dessus  subsisteront  entièrement. 

1 1.  Amsi,  dans  tous  les  cas  possibles,  nous  avons  ces  deux  théo 
rèmes  qu'il  est  bon  de  détacher  des  autres  à  cause  de  leur  utilité. 

1°.  Les  valeurs  de  x ,  plus  grandes  que  s.,  qui  donnent  U  =  o, 
ne  donnent  jamais  —  =o.  Nous   désignerons  ces  racines  par  x,  , 

•^xi     "^S)     ■^4-   ■  .  • 

3*.  Si  dans  la  quantité 


d3^- 


ou  a,  b,.  ..c  représentent  des  coefficients  positijs  ou  nuls,  on  Jait 
^=^^i,  puis  x=sx^,  puis  x:=.  Xi,  etc. ,  les  résultats  que  l'on  ob- 
tiendra seront  alternativement  négatifs  et  positijs. 

§  IV. 

12.  Considérons  maintenant  les  variations  que  peuvent  éprouver  les 
racines  x  de  l'équation  \}{x ,  r)  =  o  lorsqu'on  attribue  à  r  une  série 
de  valeurs  croissantes.  Si  l'on  remplace  r  par  /+  A: ,  k  étant  un  ac- 
croissement positif  et  très  petit,  et  que  l'on  conserve  à  a:  sa  valeur 
primitive  pour  laquelle  on  a  U(x,  r)  =  o,   la  quantité  \}{x,  / +A-| 
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ne  sera   plus  zéro,  mais   elle   pourra  être  rendue  aussi  petite  qu'on 

voudra  en  raison  de  la  petitesse  de  k.  Cette  quantité  aura  d'ailleurs  ou 

I        •         •  ,      ,.  .    ,     d\5{x ,  r)       .      ,  ,, 

le  même  signe  que  la  denvee  — -z qui   n  est  pas   nulle,  ou   un 

signe  contraire  à  celui  de  cette  dérivée.   De  là  deux  cas  distincts  qu'il 
faut  examiner  successivement. 

Si  V  [JC ,  r-\-k)  et  — ^ — -  sont  de  même  signe,  on  pourra  sup- 
poser que  ces  deux  quantités  sont  toutes  deux  positives  ;  car,  si  elles 
étaient  toutes  deux  négatives,  rien  n'empêcherait  de  rempla(er  l'é- 
quation U  (or ,  r)  =  o   par  celle-ci  —  U  (j:,  r)  =  o. 

Cela  posé,  désignons  par  h  un  nombre  très  petit,  mais  néanmoins 
Ici  que  l'on  ait 

,                                  ,           2U(x,  r-)-  *) 
(12)  h  >  


r-^F']' 


et  supposons  que  ç  représente  une  variable  qui  peut  croître  depuis 
—  /i  jusqu'à  o.  Puisque  la  dérivée 

dV{x,   r) 
di 

est  positive,  il  en  sera  de  même  de  la  dérivée 

ce  qui  tieul  à  la  petitesse  de  ^  et  de  k.  Donc  la  fonction- 

U(.r  +  ?,    r  +  A-) 

est  une  fonction  croissante  de  ^-  Pour  Ç  =  o  cette  fonction  se  réduit 
k\5{x,  r-{-k)  et  par  conséquent  est  positive.  Pour  f  =  —  h,  il  vient 
par  la  formule  de  Tay'or 

TT  /  2.  ,    i\       iT  /  I    /\        jdU(x—ih,r-i-k) 
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ou  6  désigne  un  coeflicietit  compris  entre  o  et  i .  A  cause  de  la  peti- 
tesse de  A-  et  de  A,  '^^^  (^  -  ^^ ,  r -M)  ^.^^^^  ^^^  ^^  "-È^,  et  l'on  a 
certainement 

(iV(x  —  bh,   r4-/j  I       </U(x,    r) 

De  là  résulte 


et  par  conséquent 


U(jc  —  h,    r  +  A-)<o, 


à  cause  de  l'inégalité  (12)  que  la  valeur  de  h  vérifie.  Ainsi  quand  on 
fait  croître  ^  d'une  manière  continue  depuis  —A  jusqu'au,  la  fonc- 
tion U(^-f-0,  r--\-k),  d'abord  négative,  augmente  par  degrés  insen- 
sibles et  devient  ensuite  positive ,  d'où  l'on  doit  conclure  qu'elle 
s'annulj  une  fois  dans  cet  intervalle. 

Eu  d'aulres  termes,  à  la  racine  œ  de  \]{x,  r)=o  dont  nous 
nous   occupons  ,    répond    une    racine  x    un    peu     plus    petite    de 

On  arriverait  à  une    conséquence   opposée   si  les    deux  quantités 

l][jc,  r-i-k),    —-—-    étaient  de  signes  contraires.   On    trouverait 

alors  qu'à  la  racine  x  de  U(x,  r)  =  o  répond  une  racine  x  un  peu 
plus  grande   de  U  (.r ,  r  -f-  k)  =  0. 

Donc,  en  général,  à  chaque  racine  x  de  l'équation  \](x,  r)=o 
repond  une  racine  x  un  peu  plus  petite  ou  un  peu  plus  grande  de 
U{x  ,  r-\-k)  =  o. 

Et  l'on  pourra  prouver  réciproquement  qu'à  chaque  racine  ^  de 
V(x,  r+k)  =  o  répond  une  racine  x  un  peu  plus  grande  ou  un 
peu  plus  petite  de  U(^,  r)  =  o.  J'omets,  pour  abréger,  la  démons- 
tration de  cette  proposition  inverse  :  elle  ne  diffère  pas  de  celle  de  la 
proposition  directe  que  nous  avons  suffisamment  développée. 

i3.  Les  raisonnrments  précédents  supposent  que  quand  la  quantité 
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U(^,  r)  est  nulle  ,  la  quantité  U:>,  r+^)  ne  l'est  pas,  k  désignant 
une  quantité  finie  très  petite  à  laquelle  on  n'atlribue  d'ailleurs  aucune 
.  valeur  déterminée.  Cela  est  vrai  en  général  et  revient  h  dire  que  la 
fonction  U  ne  devient  identiquement  nulle  pour  aucune  valeur  par- 
ticulière de  X,  tant  que  celle  de  r  reste  arbitraire,  ce  qui  est  évi- 
dent par  la  série  du  n°  5, 

U  =  <p,  —  r!n,  -\-  l't^  —  etc. 
dès  que  or  est  >  x.  Mais  la  valeur  particulière  x=x  peut  faire 
exception.  Examinons  donc  de  plus  près  ce  qui  arrive  lorsque  l'on 
aU(x,  r)  =  o.  Pour  que  la  quantité  U(x,  r)  soit  nulle,  il  faut, 
en  vertu  des  conditions  (s; ,  que  l'on  ait  A  =  o,  et  alors  l'équation 
lJ(s  r)=o  subsiste  quel  que  soit  r.  Cette  racine  x  sera  d'ailleurs 
double  SI  B  est  aussi  zéro;  triple  si  B  et  C  sont  nuls  en  même  temps 
que  A,  et  a.nsi  de  suite.  Mais  l'existence  de  la  racine  x  et  son  degré 
de  multiplicité  dépendent  uniquement  des  valeurs  de  A,  B,  C,  etc, 
et  non  de  celle  de  ;■  qui  n'a  ici  aucune  influence.  En'  sorte  que  lé 
changement  de  ren  r+^  qui  doit  diminuer  ou  augmenter  toutes 
les  racines  j:  de  UCx,  r)=zo  est  sans  action  au  contraire  sur  la  racine 
X  qui  reste  invariable  au  milieu  des  altérations  que  le  paramètre  r 
éprouve. 

.4-  En  observant  que  la  quantité  U(x,  ,■;  n'est  pas  nulle  lorsque 
A  est  différent  de  zéro,  et  que,  dans  le  cas  contraire,  la  racine  x  de 
1  équation  l](jc,r)  —  o  se  conserve  sans  jamais  augmenter  ni  dimi- 
nuer ;  et  en  se  bornant  aux  valeur,  de  x  comprises  entre  x  et  X ,  on 
déduit  du  théorème  du  n°  12  les  conséquences  suivantes. 

Si  U(.r,  r)  et  U(x,  r  +  /:),  où  A:  désigne  une  quantité  infiniment 
petite,  ont  des  valeurs  finies  pourx  =  X,  ces  fonctions  changeront 
de  signe  et  s'évanouiront  l'une  et  l'autre  précisément  le  même 
nombre  de  fois.  Mais  si  U(X,  r)  =  o,  il  se  pourra  que  la  seconde 
de  nos  deux  fonctions  change  de  signe  une  fois  de  plus  que  la  pre- 
mière, et  cela  arrivera  toutes  les  fois  que  les  deux  quantités 

seront  de  même  signe  :  quand  au  contraire  ces  deux  quantités  seront 


^84  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

de  signes  différents,  l'équation 

U  (r  ,    /•  +  /r)  =  o 
perdra  la  racine  X  que  possédait  l'équation 

U  (  X  ,   r)  =  o 

et  ne  la  remplacera  par  aucune  autre. 

On  comprend  actuellement  de  quelle  manière  peut  varier  le  nombre 
des  racines  x  de  l'équation  U  (jc,  /)  =  o  lorsqu'on  fait  croître  r  d'une 
manière  continue  depuis  o  jusqu'à  -|-  co  ,  en  se  bornant  d'ailleurs 
aux  valeurs  de  x  comprises  entre  x  et  X.  Pour  des  valeurs  de  r  posi- 
tives et  très  petites ,  ce  nombre  est  nul  ;  il  ne  peut  augmenter  que 
d'une  unité  tout  au  plus  au  moment  où  /■  atteint  et  dépasse  une  des 
racines  de  l'équationU  (X,  r)=o.  En  nommant  r'"' ,  r^'>,  r<^> ,. .  .r^"^,... 
ces  racines  rangées  par  ordre  de  grandeur,  sans  nous  inquiéter  du 
degré  de  multiplicité  de  chacune  d'elles,  nous  voyons  donc  que 
pour  des  valeurs  de  r  comprises  entre  o  et  r''',  U(x,  f)  ne  changera 
jamais  de  signe;  pour  des  valeurs  de  r  comprises  entre  z'^''  et  r'"  , 
\}(x,  r)  changera  de  signe  au  plus  une  fois;  en  général  pour  des 
valeurs  de  r  comprises  entre  /-^""'^  et  r^"\  U(x,  r)  changera  de  signe 
{il  —  i)  fois  au  plus.  Pour  que  le  nombre  des  changements  de  signe 
de  U  (j:,  r)  dans  ce  dernier  cas  soit  précisément  [n —  i) ,  il  faut  et 
il  sulïit  qu'à  chaque  passage  de  r  par  une  des  racines  r''^,  /^'',.  ..r^°-') 
!e  nombre  des  racines  x  ,  inférieures  à  X,  de  l'équation  U(x,  r)=  o 
augmente  d'une  unité,  ou  ce  qui  revient  au  même  il  faut  et  il  suffit 
que  l'équation  \}{x ,  r^^)z=o  ait  toujours  une  racine  de  plus  que 
l'équation  précédente  U  (x ,  z*-'^)  =:=  o.  Nous  prouverons  plus  bas 
qu'effectivemeut  il  en  est  ainsi.  Mais  avant  d'arriver  à  ce  théorème  , 
il  est  nécessaire  d'eu  démontrer  plusieurs  autres  qui  par  eux-mêmes 
ont  beaucoup  d'intérêt. 

En  admettant  dès  à  présent  l'exactitude  du  théorème  dont  nous 
parlons  et  qui  sera  rigoureusement  établi  dans  un  des  §  suivants , 
il  faut  en  conclure  que  la  racine  X  de  l'équation  U(ar,  /^'""'')=  o  est 
remplacée  par  une  autre  racine  plus  petite  que  X  lorsque  le  para- 
mètre r^'-'5  augmente  et  devient  r^'~'^  -\-  k.  Et  comme  la  limite  supé- 
rieure X  n'est  au  fond  qu'une  valeur  de  x  quelconque,  il  s'ensuit 
qu'en  général  cliacune  des  racines  x  de  l'équalion  U  {x,  r)  =  o  dimi- 
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nue  quand  r  augmente  et  augmente  quand  r  diminue,  résultat  con- 
forme à  celui  que  M.  Sturm  a  obtenu,  pour  le  cas  où  u^=2,  dans 
son  Mémoire  sur  la  théorie  des  équations  différentielles  du  second 
ordre.  Mais  la  méthode  de  M.  Sturm  différant  beaucoup  de  la  nôtre, 
cette  proposition  qui  pour  lui  est  fondamentale  devient  pour  nous 
un  simple  corollaire  digne  à  peine  d'être  remarqué. 

Nous  avons  jusqu'ici  fait  abstraction  du  degré  de  multiplicité  des 
racines  i^'- ,  r'-^' ,  etc.  On  verra  au  n°  54  que  ces  racines  sont  toujours 

des  racines  simples ,  et  que  la  dérivée  -j-  est ,  comme  la  dérivée  -r- , 
es5entiellenient  différenle  de  zéro  lorsque  l'on  a  U  =  o. 

Il  faut  observer  aussi  que  le  nombre  des  racines  /"^'^  /^°' .  ..e>t infini. 
En  effet,  quand  r  =i  oo  ,  U  est  une  fonction  de  x  qui  change  de  signe 
un  nombre  infini  de  fois;  or  chacun  de  ces  changements  de  signe  en- 
traîne l'existence  d'une  racine  au  moins  de  l'équation  U(X,  r)  =  o, 
puisque,  pour  des  valeurs  de  r  •< /'\  U  ne  peut  changer  de  signe 
plus  de  (/ —  i)  fois. 

S  V. 

i5.  Nous  allons  maintenant  nous  occuper  d'un  théorème  d'algèbre 
qui  rentre  au  fond  dans  celui  de  Fourier  et  qui  se  démontre  par  la 
méthode  même  dont  ce  savant  illustre  a  fait  usage  dans  l'ouvrage 
intitulé  Analyse  des  équations  déterminées.  Ce  théorème  établit  une 
liaison  remarquable  entre  les  changements  de  signe  qu'éprouvent 
deux  fonctions  A  et  9  liées  entre  elles  par  l'équation 

h  6  =  o, 

dx' 

lorsqu'on  fait  croître  x  depuis  x  jusqu'à  X. 
Considérons  la  suite  de  fonctions  que   voici  : 

N^A        Mrf.N<yA  rf.Krf.L...rf.N</A 

('^)  ^'       rfx'       ~^~ ^XM  ' 

chacune  des  quantités  dont  elle  se  compose  est  égale  à  la  dérivée  de 
la  précédente,  multipliée  par  un  facteur  positif,  et  la  dernière  est 
égale  à  —  6.  Soit  p  le  nombre  des  variations  que  la  suite  (i3)  nous 
offre  lorsqu'on  donne  à  x  une  valeur  x  +  ê  infiniment  voisine  de   \ 
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et  un  peu  plus  grande  :  soit  q  le  nombre  des  variations  de  cette  même 
suite  lorsquon  donne  à  x  une  valeur^  —  ê  infiniment  voisine  de  X  et 
un  peu  plus  petite.  Cela  posé ,  l'excès  du  nombre  dejois  où  la  Jonction 
Ô  change  de  signe  sur  le  nombre  de  Jbis  où  la  jonction  A  change  de 
signe  est  au  moins  égal  à  q  —  p. 

On  démontrera  ce  théorème  en  faisant  croître  x  d'une  manière 
continue  depuis  x-f-j  jusqu'à  X  — i  et  observant  que  la  suite  (i5) 
perd  au  moins  une  variation  lorsque  x  atteint  et  dépasse  une  va- 
leur pour  laquelle  A  change  de  signe,  qu'elle  en  gagne  au  plus  une 
lorsque  c'est  ô  qui  change  de  signe  ,  et  qu'enfin  elle  ne  peut  jamais  en 
gagner  lorsque  la  fonction  qui  change  de  signe  est  une  des  fonctions 
intermédiaires  comprises  entre  A  et  ô.  Il  serait  inutile  d'insister  da- 
vantage sur  ces  considérations  aujourd'hui  si  connues  et  que  Fourier 
a  si  bien  développées. 

i6.  Ou  obtient  un  second  théorème  différent  du  premier  lorsqu'au 
lieu  de  compter  les  changements  de  signe  des  fonctions  A  ,  6 ,  on  com- 
pare le  nombre  total  0  des  racines  tant  égales  qu'inégales  de  l'équa- 
tion 6=0  au  nombre  A  des  racines  tant  égales  qu'inégales  de  l'autre 
équation  A=o.  On  peut  dire  alors  que  l'excès  0 — A  du  premier 
nombre  sur  le  second  est  au  moins  égal  a  q  — p.  Pour  le  démontrer, 
il  faut  encore  faire  croître  x  d'une  manière  continue  depuis  x  H-  ê 
jusqu'à  X  —  i.  Lorsque  x  atteint  et  dépasse  une  des  racines  de  l'é- 
quation A  =  o,  il  se  perd  en  général  autant  de  variations  qu'il  y  a 
d'unités  dans  le  nombre  indiquant  le  degré  de  multiplicité  de  la  racine: 
cette  règle  souffre  une  exception  quand  la  racine  dont  il  s'agit  est 
multiple  de  l'ordre  u-\-\-\-i,  de  sorte  qu'elle  annule  tous  les  termes 
de  la  suite  (i 5)  ;  il  se  perd  alors  te  variations  seulement,  mais  par 
compensation  cette  racine  est  multiple  de  l'ordre  (i  +  i)  pour  l'équa- 
tion 6  =  o:  les  racines  de  l'équation  ô  =  o  qui  peuvent  faire  gagner 
des  variations,  doivent  donc  être  différentes  de  celles  qui  annulent 
amsi  tous  les  termes  de  la  suite  (i3).  De  ces  remarques  bien  com- 
prises résulte  immédiatement  la  démonstration  du  théorème  énoncé. 

Mais  pour  plus  de  clarté,  désignons  par  a,  le  nombre  des  racines 
égales  ou  inégales  de  l'équation  A  =  o  qui  n'annulent  pas  tous  les 
termes  de  la  suite  (i5).  Supposons  de  plus  que  cette  équation  ait  une 
racine  multiple  de  l'ordre  a-f-  i  +/,   une  racine  multiple  de  l'ordre 
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«  +  I  +',,.. .  et  enfin  une  racine  multiple  de  l'ordre  jjl  +1  -|-  /,  ;  /, 
/,,...  i^  ,  représentent  des  nombres  entiers  nuls  ou  positifs ,  égaux  ou 
illégaux  :  le  nombre  total  des  racines  de  l'équation  A=o  étant  nom- 
mé A  ,  on  aura 

A  =  «+(/-*  -t-  ')("+  0  +  ''  +  '.+•••+  'v , 

et  le  nombre  des  variations  perdues  en  traversant  ces  racines,  sera 

a  -f-  ^(.  H-  1). 

L'équation  6  =  0  aura  d'abord  {v  -\-  i  )+/+/,+..•+  'v  racines 
qui  ne  feront  gagner  aucune  variation  :  donc  si  nous  supposons  qu'elle 
ait  en  outre  /S  racines,  le  nombre  des  variations  gagnées  sera  tout  au 
plus  /3.  Eu  eu  retranchant  le  nombre  des  variations  perdues ,  on  for- 
mera la  différence 

/3  —  a  —  /W.  '  c  4-  1  ) , 

laquelle  devra  être  évidemment  égale  ou  supérieure  à  ç  —  p,  puisque 
les  fonctions  intermédiaires  peuvent  encore  faire  perdre  des  variations 
et  n'en  font  jamais  gagner.  Or  en  posant 

0  =  /3  +  (r  +  1)  +  '  +  '.+.•  ■+  i,, 

cest-à-dire  ea  représentant  par  0  le  nombre  total  des  racines  de 
l'équation  6  :=  o  ,  on  a 

jg  —  a  —  ^(r  +  I  )  =  0  —  A. 
Il  vient  donc 

&  —  K>q  —  p, 

inégalité  dans  laquelle  consiste  précisément  le  théorème  qu'il  fallait 
démontrer  (*). 

17.  On  peut  dire  que  le  théorème  précédent  est  énoncé  à  la  page  61 
de  l'ouvrage  de  Fourier  cité  plus  haut.  li'extension  que  nous  lui  avons 
donnée  consiste  surtout  dans  l'introduction  des  facteurs   positifs  N, 


(*)  Les  variations  que  font  perdre  les  fonctions  intermédiaires  sont  toujours 
en  nombre  pair  ,  comme  on  le  constate  aisément  ;  ainsi  l'excès  de  0  —  A  sur 
q  — p,  quand  il  ne  se  réduit  pas  à  zéro,  est  exprimé  par  un  multiple  de  2. 

,5.. 
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M,  etc.  par  lesquels  nous  multiplions  chacune  des  dérivées  de  A  avant 
de  passer  à  la  dérivée  suivante.  En  un  mot,  nous  considérons  les 
termes  successifs  de  la  suite  (i3)au  lieu  de  considérer ,  comme  Fou- 

rier  l'indique,   les  dérivées  A  ,  -p^ ,     -—  ,  etc.  Mais  une  telle  extension 

n'oflVait  aucune  difficulté,  et  d'ailleurs  elle  a  été  déjà  explicitement 
opérée  par  M.  Sturm  dans  un  cas  à  peu  près  semblable.  {Bulletin  des 
Sciences  mathématiques  àe  M.  Férussac,  tome  II,  page  422.) 

Lorsque  je  me  suis  occupé  pour  la  première  fois  des  théorèmes 
des  n°'  i5  et  16,  je  les  ai  démontrés  par  une  méthode  un  peu  diflë- 
rente  de  celle  qui  précède.  Cette  méthode,  qui  ne  manquait  ni  de  sim- 
plicité ni  d'élégance,  était  fondée  sur  l'emploi  répété  du  théorème  de 
Rolle.  Mais  j'ai  cru  devoir  l'abandonner,  M.  Sturm  h  qui  j'avais  com- 
muniqué cette  partie  de  mon  travail  m'ajant  conseillé  d'j  substituer 
les  considérations  équivalentes  sur  lesquelles  repose  le  théorème  de 
Fourier.  La  marche  que  j'ai  suivie  a  du.moins  l'avantage  de  bien 
montrer  que  les  théorèmes  établis  ci-dessus  ne  sont  pas  nouveaux. 
Bien  que  Fourier  n'en  ait  pas  donne  un  énoncé  général,  il  est  évident 
qu'on  doit  lui  en  laisser  tout  l'honneur  puisqu'il  a  établi  les  principes 
dont  ils  dérivent  immédiatement  comme  de  simples  corollaires. 

§  VI. 

18.  Désignons  par  a,  b,...c  des  coefficients  positifs  ou  nuls,  et 
nommons  -ra-f/)  ce  que  devient  la  quantité 

a\J  +  b  —, ^  .  .  .  4-  c 

lorsqu  on  y  pose  j:  =  X.  L'équation  '3r(/)  =  o  comprendra  comme 
cas  particulier  l'équation  U(X,  r)  =  o  dont  nous  nous  sommes  déjà 
occupes  dans  le  §  IV  et  dont  nous  avons  représenté  les  racines  par 
r''^,  /  ,  r'^\  .  .  .  Ces  racines  r^'',  r^'^  ,  r^^' .  .  .  sont  supposées  rangées 
par  oidre  de  grandeur  sans  qu'on  s'inquiète  du  degré  de  multiplicité 
de  chacune  d'elles.  Nous  représenterons  de  même  par  /•,,  i\,  /'s,. .  . 
'm,.  •  'a,.  .  .  les  racines  successives  et  inégales  de  l'équation  plus  gé- 
nérale 'Hr(r)  =  o.  Enfin  pour  plus  de  simplicité  nous  désignerons  par 
V>^[oc)  ou  même  par  U.  la  fonction  U(a:,  r„),  et  par  VS'\x)  ou  par  U^ 
la  fonction  Ui>  ,  z^"^).  H  est  bon  de  rappeler  que  l'équation  -arr/')  =  o 
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et  l'équation  U  (X  ,  r)  =  o  ne  peuvent  avoir  aucune  racine  coramune 
à  moins  que  les  coefficients  b  , .  .  .c  ne  se  réduisent  à  zéro,  auquel  cas 
elles  sont  identiques  :  cela  tient  (n°  lo)  à  ce  que  les  valeurs  de  x  et  de 
/'  pour  lesquelles  U  =  o  rendent  les  dérivées 

NrfU         HW.NrfU  Krf.L d.îidV 

toutes  >  o  ou  toutes  <Co,  d'où  il  suit  qu'elles  n'annulent  jamais 
la  somme 

ah  -\-  b  -3 —  + .  .  .  +  c — , 

19.  Maintenant  soient  A„.  A„^,  , .  .  .  A„  des  constantes  quelconques. 

Faisons 

>■   =  -^.U„  +  .\.^.U„^,  +....+  A„U., 

9   -—  A„rJ]„  -i-A„.^,/„,^.r„^,+  .  .  .  .+  A„r,U.  : 

uous  aurons  entre  les  deux  fonctions  A  et  6  la  relation 

d.Kd.L d.Jidx  .  

qui  se  démontre  en  posant  successivement  r=r^.  r=;„^,,.  .  /=/, 
dans  l'équation  (1) ,  puis  ajoutant  entre  elles  toutes  les  équations 
ainsi  obtenues  après  les  avoir  multipliées  par  les  facteurs  respectifs 
.A„.,    A_.,...    A„. 

La  relation  que  nous  venons  de  trouver  entre  A  et  9  est  précisé- 
ment celle  que  nous  avions  établie  dans  le  §  précédent  entre  deux 
fonctions  désignées  aussi  par  les  lettres  X ,  9.  Nous  pouvons  donc 
former  de  nouveau  la  suite  (i3),  et  appliquer  ici  les  théorèmes  des 
n""    i5  et    16. 

En  vertu  des  équations  de  condition   (2) ,   les  valeurs  des  fonctions 

„       NdV  Md.î^dV  KcLL <f.Nt/U 

^  '  dx      '  dx'  ' rf.T/'-'  ' 

pour  j:  =  X ,  sont  exprimées  par  des  constantes  A ,  B ,  C  , . .  .  D  posi- 
tives ou  nulles.  Faisons  donc  x:=x,  et   représentons  par  2A,  la 
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somme  Am+  A„^.j  +.  , .+ A„  :  nous  aurons 

A  =  A2A„  , 

?-  =  132  A„, 

dx 

Md.  NrfA  ^     . 

— j  '.       ^^^  Li2A„ , 

Krf.L...rf.]SrfA 


rfx-"- 


=  D2A„. 


Considérons  d'abord  le  cas  le  plus  simple,  savoir  celui  où  2A„  et  les 
constantes  A,  B  ,  C,.  .  ,D  ont  des  valeurs  différentes  de  zéro.  Toutes 
les  quantités  que  nous  venons  d'écrire  et  qui  sont  entre  elles  comme 
les  constantes  A,  B,  C,. .  .D,  sont  évidemment  de  même  signe  ,  mais 
leur  signe  commun  peut  être  semblable  ou  opposé  à  celui  que  prend 
le  dernier  terme  de  la  suite  (i3)  pour  ar  =  x.  Donc  en  posant  a-  =  x 
ou  X  =^x-\-  i,  le  nombre  p  des  variations  que  nous  offrira   la  suite 

([5)  sera  égal  à  zéro  ou  à  l'unité,  et  l'on  aura  p_i. 

En  observant  que  toute  fonction  de  x  qui  s'annule  pour  x  =x 
doit  être  de  même  signe  que  sa  dérivée  pour  x=ii-\- i  ,    il  est  aisé 

de  voir  que  l'inégalité  p  _  i  subsistera  lors  même  que  quelques-unes 

des  constantes  A,  B,  C,. .  .D  se  réduiraient  à  zéro  :  en  effet  ,  si  D 
n'est  pas  nulle ,  toutes  les  fonctions 

N<^A  Kd.L...(i.Vd?. 

seront  encore  de  même  signe  pour  x  =  x+ê  :  si  au  contraire  D  =  o  , 
la  dernière  d'entre  elles  se  réduira  à  zéro  quand  x  z=x.  Pour  conser- 
ver à  la  question  toute  la  généralité  qu'elle  comporte,  supposons  que 
les  i  dernières  de  ces  fonctions  soient  alors  nulles.  Pour  x  =  x  +  «  les 
(/-f-  i)  quantités  qui  terminent  la  suite  (i3)  seront  nécessairement  de 
même  signe;  les  (/u  —  /)  premières  seront  aussi  entre  elles  de  même 
signe  :  donc  cette  suite  (i5)  présentera  tout  an  plus  une  variation,  et 

l'on  aura  f  _  i ,  ce  qu'il  fallait  démontrer. 
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La  conclusion  à  laquelle  on  arrive  devient  plus  précise  lorsque  la 
somme  2A„  se  réduit  à  zéro.  Alors  les  fonctions  (i  5)  sont  nulles  pour 
x:=x  ,  la  dernière  exceptée;  par  suite  ces  fonctions  (i5)  sont  toutes 
de  même  signe  quand  x  =  x-j-  s.  Dans  ce  cas  on  a  sans  équivoque 
p  =  o. 

Les  racines  r„ ,  r„^,  ,.../•„  appartenant  toutes  à  l'équation  ^{r)=zo, 
c'est-à-dire  à  1  équation 

^^  +"  —jz i-.  .  .-h  c  ^r :=  o    pour   JC  =  X  . 

il  est  aisé  de  voir  qu'on  a  aussi 

Or  cette  dernière  équation  exige  nécessairement  que  pour  j^  =  X  ou 
du  moins  pour  jr  =  X  —  i,  la  suite  (i3)  présente  une  ou  plusieurs 

variations  :  on  a  donc  9  _  i  • 

Donc  la  différence  q  —  p  ne  peut  jamais  être  négative,  et  même 
elle  doit  être  au  moins  égale  à  l'unité  lorsque  2A„  =  o. 

Donc  1°.  la  fonction  â ,  lorsque  x  croît  de  x  à  X,  change  de  signe 
au  moins  autant  de  fois  que  la  fonction  À  :  elle  change  même  de 
signe  au  moins  une  fois  de  plus  lorsque  l'on  a  2A„  =  o.  3*.  L'équa- 
lion  9  =  o  a,  dans  le  même  intervalle  ,  au  moins  autant  de  racines, 
tant  égales  qu'inégales  ,  que  l'équation  A  =  o;  elle  a  même  au  moins 
une  racine  de  plus  qu'elle  lorsque  2A,  ^  o. 

Par  exemple  la  fonction  r„_,U„_,  —  r„U„  change  de  signe  au  moins 
une  fois  de  plus  que  la  fonction  U»_,  —  U,. 

20.  Nous  venons  de  prouver  que  si  l'équation 

A„U„  + +  A„U.  =  o 

possède  un  certain  nombre  de  racines ,  l'équation 
A„/„U„  +.    .  .  .+  A„r,U„  =  o 
2n  possède  au  moins  autant.   Répétons  notre  raisonnement,  et   riou>- 
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verrons  qu'il  en  est  de  même  à  Jortiori  des  équations  suivantes 

A,„r,lU„,  + +  A„/-,',U,  =  o  , 

A„r;„U„  + +  A„r;.U„  =  o  , 

quelque  grand  que  soit  le  nombre  entier  positif  /.  Et  le  même  théo- 
rème subsistera  si,  au  lieu  de  considérer  les  racines  de  ces  équations, 
on  considère  les  changements  de  signe  de  leurs  premiers  membres. 

En  supposant  le  coefHcieat  A,  différent  de  zéro  et  divisant  par 
A„r;  les  deux  membres  de  la  dernière  de  nos  équations,  on  la  met 
sous  la  forme 

"■=-*Î7-CTf)'"-— -i:-©'-^'- 

Si  donc  on  suppose  le  nombre  /  infini  ,  elle  deviendra 

U„  =  «  , 

CD  désignant  un  infiniment  petit  ;  et  cette  dernière  équation  devra 
avoir  au  moins  autant  de  racines  que  l'équation 

A„U„  -f +  A„U„  =  o. 

21.  Les  racines  de  l'équation  U„  =  li)  sont  précisément  en  même 
nombre  que  les  racines  de  l'équation  plus  simple  U„  =  o  ,  ce  qui  tient 
à  ce  que  les  racines  x  de  cette  dernière  équation  sont  inégales.  Divi- 
sons en  effet  la  distance  X  —  x  en  intervalles  assez  petits  pour  que 
dans  les  uns  U,  conserve  toujours  une  valeur  absolue  plus  grande  que 
celle  de  co  ,  tandis  que  dans  les  autres  U,  s'évanouira  et  changera  de 

signe,  la  dérivée  -3-^  restant  constamment  plus  grande  que   ^.    Dans 

les  premiers  il  est  évident  que  l'équation  U,:=«?  n'est  jamais  satisfaite. 
Pour  étudier  ce  qui  arrive  dans  les  seconds ,  nommons  a  une  quel- 
conque des  racines  de  \],(x)=o  et  désignons  par  h  une  quantité 
finie  très  petite.  La  fonction  co  ou  ci>(x)  étant  infiniment  petite,  les 
fonctions 

U,(a  —  k]  —  «(a  —  h)  ,        U,'a  -{-  h)   —  ro  [a.   -j-  h) 
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auront  les  mêmes  signes  que  leurs  premiers  termes ,  c'est-à-dire  des 
signes  opposés.  Donc  entre  les  limites  a. —  h,  ct-\-h,  l'équation 
U,  —  G?  =  o  a  au  moins  une  racine  :  d'ailleurs  elle  n'en  a  qu'une  , 

puisque  la   dérivée  -r^  —  TT  ^^  s'évanouit  pour  aucune  valeur  de  x 

comprise  entre  a  —  h  el  cL-\-h. 

Si  la  racine  x  =  a  était  en  même  temps  racine  de  l'équation 
rj  =  o  ,  il  est  clair  qu'elle  appartiendrait  aussi  à  l'équation  U,  ^  w  , 
et ,  d'après  la  démonstration  précédente  ,  l'équation  U,  =  «  n'aurait 
aucune  autre  racine  comprise  entre  les  limites  x=ci.  —  h,  x=j.-\-h. 
Cette  remarque  s'applique  à  la  racine  X  qui  existe  dans  l'équation 
U„=  o  toutes  les  fois  que  l'on  a  b  =  o,.  .  c  =  o,  c'est-à-dire  toutes 
les  fois  que  '^{r)  se  réduit  à  U^X,  r).  Cela  étant,  on  aura ,  pour 
x==X,  non-seulement  U,  =  o,  mais  encore  U,_,  =  o  ,. .  .U„=:o 
et  par  suite  a=  o.  Ainsi  la  racine  X  appartiendra  dans  ce  cas  à  l'é- 
quation U,  =  w   comme  à  l'équation  U„  =  o. 

Mais  il  peut  arriver  que  l'on  ait  a  =  x,  et  ce  cas  particulier  mé- 
rite un  examen  spécial.  Pour  que  x  soit  racine  de  l'équation  U,  =  o  , 
il  faut ,  en  vertu  des  équations  (2),  que  la  constante  A  se  réduise  à 
zéro.  De  plus,  la  racine  x  pourra  être  multiple  si  quelques-unes  des 
constantes  suivantes  B  ,  C  , . . .  sont  nulles  aussi.  Pour  fixer  les  idées, 
nous  admettrons  que  l'on  a  B  =  o  et  C  >•  o.  Alors  il  viendra  en 
général 


et  par  suite 


Ui  =  o,     —j —  =  o  pour  jc  := 


a  du 

ù)=  O  ,      -j-  :=  O  pour  JC  = 


Donc  X  sera  une  racine  double  de  l'équation  {],  =  o)  comme  de  l'é- 
quation U,  =  o.  Mais  les  quantités 

M^.N^  M</.Nrf(U.  —  «) 

dF^        '  dx' 

seront,   pour  x  =  x,  l'une  égale  à  C  et   l'autre  très  peu  différente 
de  C ,  en  sorte  que  la  racine  x  sera  double  seulement  et  que  dans  un 

Tome  ITI.  —  Décembre  iS'iS.  76 
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très  petit  intervalle   compris  depuis  x  =  x  jusqu'à  x  =  x-\-  h  ,  on 

aura  nécessairement  U„  >  o  ,   U„  —  (»>  o. 

De  cette  discussion  complète  il  résulte  que  les  deux  équations. 
U„  =  o ,  U„  =  o)  ont  exactemeul  le  même  nombre  de  racines  ,  soit 
que  l'on  se  borne  aux  valeurs  de  j:>>  x  et  <  X,  soit  que  l'on  tienne 
compte  des  valeurs  extrêmes  x  ,   X. 

Nous  pouvons  donc  établir  ce  théorème,  savoir  que  le  nombre 
total  des  racines  de  l'équation 

A„U„  +....+  A,U„  =  o, 

comprises  entre  x  ei  X ,  est  tout  au  plus  égal  au  nombre  des  racines 
de  l'équation  U„  =  o. 

La  même  analyse  montre  aussi  que  le  nombre  des  changements  de 
signe  de  la  fonction 

A„U„  4-....H-  A„U„ 

lorsque  X  croît  de  x  à  "S. ,  est  tout  au  plus  égal  au  nombre  des  chan- 
gements de  signes  de  U„.  Mais  comme  l'équation  U„  =  o  n'a  pas 
de  racines  égales  et  que  son  premier  membre  change  de  signe 
chaque  fois  qu'il  s'annule,  on  voit  que  ce  nouvel  énoncé  est  compris 

dans  le  précédent. 

On  peut  observer  en  passant  que  la  fonction  A„U„,  +.  .  .+  A„L„, 
où  l'on  suppose  le  coefficient  A„  différent  de  zéro  ,  n'est  jamais 
identiquement  nulle  ,  car  d'après  les  théorèmes  que  nous  venons  de 
démontrer,  il  faudrait  que  la  fonction  U„  fût  elle-même  identique- 
ment nulle,  ce  qui  est  absurde. 

22.  Nous  avons  vu  ci-dessus  que  la  fonction 

^^J-'m^n.  + 4-  A.r.'U„ 

change  de  signe  au  moins  autant  de  fois  que  la  fonction 

A„U„  -H....+  A„U,. 

Eli  remplaçant  A„r'„  par  A„  , .  .  A„r'„  par  A„  ,  il  s'ensuit  que  la 
fonction 

A„U„  -H....+  A„U. 
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change  de  signe  au  moins  autant  de  fois  que  celte  autre  fonction 

4""  U„  -f-  ^^-'  U„_.  + . . . .   4-  -  U„  : 

or  cette  dernière,  lorsque  i  est  infiniment  giand,  peut  se  mettre 
sous  la  forme 

o)  désignant  une  quantité  infiniment  petite  ;  et  par  des  raisonnements 
semblables  à  ceux  du  n°  21 ,  on  voit  que  le  nombre  des  changements 
de  signe  est  le  même  pour  U„  et  pour  \J„-i-co.  Donc  on  a  ce  théo- 
rème :  lorsque  x  croit  dune  manière  continue  depuis  x  jusqu'à  X  , 
la  fonction  A„U„  +.  .  ,-|-  A„U„  change  de  signe  au  moins  autant 
de  fois  que  la  fonction  U„. 

33.  De  nos  deux  théorèmes  réunis  il  résulte  que  la  fonction  U„ 
change  de  signe  au  moins  une  fois  de  plus  que  la  fonction  U,_, 
qui  la  précède  immédiatement  dans  l'ordre  des  indices.  Désignons  en 
effet  par  <7^,  7„_,  les  nombres  des  changements  de  signe  de  ces  deux 
fonctions,  et  par  <t ,  c'  ces  mêmes  nombres  pour  les  deux  diffé- 
rences U„_,  —  U„,  r„_,L„_,  —  r„U„  :  d'après  ce  qu'on  a  vu  n°  ig,  7' 
surpasse  o"  au  moins  d'une  unité.  Mais  par  le  théorème  du  n°  22  ,  on  a 

7 5'„_, ,  tandis  que  le  théorème  du   n°  2  1   donne   g' 7„:  de    ces 

deux  inégalités  jointes  à  celle-ci,   c' _  o"  -}-  i  ,    il   résulte  de  suite 

7„  _  (7„_,  -+-  I  ,   ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Cette  proposition  générale  s'applique  en  particulier  à  la  fonction 
\}^'^[x)  ou  U[.r,  r*^'']  :  cette  fonction  doit  changer  de  signe  au  moins 
une  fois  de  plus  que  U[j:  ,  /^°~'^].  Ainsi  le  postulatum  du  n°  14  est 
démontré;  nous  sommes  certains  maintenant  que  le  nombre  des  chan- 
gements de  signe  de  la  fonction  U^''  est  exactement  (i — i),  et 
généralement  U(x,  r)  change  de  signe  (t  —  i)  fois  lorsque  r 
est   >  r^'— ^   et  <  r^'^. 

il\.  Voyons  maintenant  quel  rapport  de  grandeur  existe  entre  les 
racines  r, ,  /,,  ^3  , .  .  .  de  l'équation  'zjr  (r)  =  o  ou 

76.. 
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,T  .    ,  N^T                           Kd  L...d.-^d\J  V 

a\j-{-p  —j — ■  +...+  <; — :=  o  pour   x  =  A  , 

et  les  racines  r'"',  r*"',  7^^>, .  .  .    de  l'e'quatioa   U(X,  /•)=ro. 

Si  dans  le  premier  membre  de  l'équation  'Z«r(r)  =  o  on  pose  i'=Of 
ce  premier  membre  est  évidemment   >>  o. 

Posons-y  maintenant  r=r^'^  et  observons  que  X  est  la  plus  petite 
racine  de  l'équation  U[x,  7^'^]  =  o.  Cela  étant,  le  dernier  des  théo- 
rèmes du  n"  II  nous  montre  que  <Z!r[r'^'^]  sera  une  quantité  <C  o. 

Donc  entre  r  =  o  et  r  =  r^'^  il  existe  au  moins  une  racine  r,  de  l'é- 
quation'Zjr(r)=  o;  d'ailleurs  il  n'en  existe  qu'une,  car  s'il  y  avait 
une  seconde  racine  r»  >■  r,  et  <  r^'^  la  fonction  U,  ne  changerait 
jamais  de  signe,  taudis  que  uous  avons  vu  qu'elle  doit  changer  de  signe 
au  moins  une  fois. 

En  posant  r=r*"'  et  observant  que  Xest  la  seconde  racine  de  l'équa- 
tion U  [or,  r"']  =  o  ,  on  voit  de  même,  en  vertu  du  théorème  cité  du 
n"  1 1,  que  le  résultat  tar  [r'"']  de  la  substitution  est  essentiellement  >o. 
Donc  entre  r^"'  et  7''°'  il  y  a  au  moins  une  racine  7",  de  l'équation 
fzirÇr)  =:  o.  Il  ne  peut  d'ailleurs  y  eu  avoir  qu'une,  car  si  une  autre 
racine  rj  >  i\  existait  entre  ces  limites,  la  fonction  Uj  ne  changerait 
de  signe  qu'une  fois ,  tandis  qu'elle  doit  en  changer  au  moins  une  fois 
de  plus  que  U,,  c'est-à-dire  deux  fois  au  moins. 

En  général,  la  racine  rj  (dont  nous  ignorons  au  reste  jusqu'ici  le 
degré  de  multiplicité)  est  comprise  entre  7*'~''  et  r^''  ;  par  suite  la 
fonction  U,  change  de  signe  {i — i)  fois  comme  la  fonction  U''  qui 
égalée  à  zéro  a  de  plus  qu'elle  la  racine  X. 

25.  Maintenant  nous  pouvons  donner  aux  théorèmes  des  n°'  21  et  22 
un  énoncé  plus  précis.  On  voit  en  effet 

1*.  Que  le  nombre  des  racines  tant  égales  qu'inégales  de  l'équation 

A„U„  +....+  A.U.  =  u, 

comprises  entre  les  limites  x,   \  est  au  plus  égal  à  {n —  1)  et  au 
moins  égal  à  (m — i). 

2*.  Que  le  nombre  des  changements  de  signe  qu'éprouve  la 
Jonction 
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lorsque  x  croît  de  \  à\,  est  au  moins  égal  à  (m  —  i)  et  au  plus 
égal  à  (n  —  1  ). 

A  l'aide  de  ces  deux  théorèmes  on  démontre  que  le»  racines  de 
l'équation  A„_,U„_,  +  A„U„  =  o  sont  toutes  inégales  comme  celles 
de  l'équation  U„  =  o.  En  effet ,  cette  équation  a  tout  au  plus  {n  —  1) 
racines  et  son  premier  doit  changer  de  signe  au  moins  (n —  2)  fois  : 
or  il  est  évident  que  cela  tie  pourrait  pas  arriver  si  elle  avait  une 
racine  double,  et  plus  généralement  si  elle  avait  des  racines  multiples. 

De  là  il  suit  d'abord  que  les  deux  fonctions  U,,  U,_,  ne  peuvent 
jamais  s'évanouir  pour  une  même  valeur  a-=^a.  comprise  entre  x  et  X, 
car  alors  a  serait  une  racine  double  de  l'équation 

ce  qui  est  absurde. 

Il  en  résulte  aussi  qite  lorsqu'on  fait  croître  x  depuis  x  jusqu'à  X , 
la  quantité 

U.-.W^''-U.(:.)%^' 

ne  change  jamais  de  signe.  En  effet,  dans  le  cas  contraire,  cette  fonc- 
tion devrait  s'évanouir  pour  une  certaine  valeur  j:  =  œ  ,  et  l'on  aurait 

U._,(.)l"-i^-UW%*)  =  o: 

a.  serait  donc  une  racine  double  de  l'équation 

L,_.  {x)  U„  (a)  —  U„  (x)U„_,  (a) , 

ce  qui  est  impossible. 

Pour  déterminer  le  signe  constant  de 


u..,W^>  -  u.w'^!%a, 


dx  "^    '        dx 


j'observe   que  lorsqu'on  fait    croître  x    à  partir  de  x  =  \  ,  c'est  la 
fpnction  t  „(a:)  qui  s'évanouit  la  première,  c'est-à-dire  avnnt  l  „_,(x), 
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puisqu'elle  répond  à  la  raciae  r„  >  /,_,  et  que  chaque  racine  x  de 
réquation  U  {jc ,  r):=:o  diminue  à  mesure  que  le  paramètre  r  aug- 
mente. Or,  lorsque  L^  s'évanouit  pour  la   première   fois,  la   dérivée 

~  est  déjà  négative  et  la  fonction  U,_,  est  encore  positive  :    donc  la 

quantité 

est  alors  et  par  conséquent  restera  toujours  négative,  en  sorte  que  l'on 
doit  poser 

de  là  on  tire 

VU„_J  D\_,  ' 

ainsi  la  différentielle  de  la  fraction  ^^-^  est  négative,  et  cette  fraction 

est  décroissante  dans  tous  les  intervalles  où  elle  reste  continue.  Sa  va- 
leur égale  à  l'unité  pour  j:  =  x  diminuera  d'abord,  puis  changera  de 
signe  en  s'évauouissant  et  ne  redeviendra  positive  qu'après  avoir  passé 
par  l'infini  :  ensuite  elle  recommencera  à  décroître  et  à  s'évanouir , 
puis  redeviendra  infinie;  et  ainsi  de  suite.  Les  valeurs  de  x  qui 
rendent  cette  fraction  nulle  ou  infinie  sont  respectivement  racines 
des  équations  L„  =  o,  l ._,  =  o  :  on  voit  par  là  que  ces  racines  se 
succèdent  alternativement,  et  que  les  (n  —  2)  racines  de  l'équation 
L„_,  =  o  sont  comprises  chacune  à  chacune  entre  les  (n —  i)  racines 
de  l'équation  L„  =:  o. 

§  vn. 

26.  Les  propriétés  de  la  fonction  L„  nous  permettent  d'étendre  a 
cette  fonction  certains  théorèmes  que  j'ai  donnés  pour  la  première 
fois  dans  ce  journal  (tome  I ,  page  aSg),  et  que  j'ai  pu  ensuite  repro- 
duire textuellement  dans  mon  Mémoire  sur  l'intégration  de  l'équa- 
tion -r-  =  -j—   (Journal  de  l'École    Polytechnique j,  XXV°  cahier. 
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page   107).    Ces  théorèmes  s'appliquent  encore  d'eux-mêmes    à    la 
fonction  L\. 

Soient  ol,  ,/5 ,  y .  ■  .  des  grandeurs  inégales  comprises  entre  x  et  X. 
Faisons 

U.(a)L.(x)  —  U.(a)U.fx)  ^   P.(x) 


puis 


puis  encore 


U.(«)U„(x)  ■ 

P.(/3)P3(x)- 

-l,,(a)U,(x)  =  P„(ar) 

-P3(^)P.(^)=Q3(X) 

P.(/3)P„lx)- 

-P„(/3)P.(a:)  =  Q„(a:) 

Q3(>)Q4(^)- 

-Q4(>)Q3(-^)=R4(^) 

Q,(7)Q„(ar)- 

-(lr{yn,{x)=^K{x) 

et  ainsi  de  suite.  Je  dis  que  si  l'on  se  borne  à  considérer  les  valeurs 
dex'^x  et  •«CX ,  In  Jonction  P,  (x;  s'évanouira  pour  x=a  et  seulement 
pour  30  =  0.  ;  laJoTiction  Q3  [x)  s'évanouira  pour  Xi=:ct ,  ar=/S ,  et  seu- 
lement pour  jc=  a. ,  j:=/3;  Injonction  ^^{x  s'évanouira  pour  x=a, 
x=^,  xz:=  y  et  seulement  pour  x=a,  x=/S,  x  =  y;  et  ainsi 
de  suite.  De  plus  toutes  ces  Jonctions  P,(.z'),  Qs'x),  ^4(3^)-  -  . .  chan- 
geront de  signe  chaque Jois  quelles  s'évanouiront. 

D'abord  on  se  rappelle  que  la  fonction  L,(j:)  ne  peut  jamais  deve- 
nir nulle  quand  x  est  >  x  et  <;X. 

La  fonction  f^Çx)  se  ramène  à  la  fonue  A,L,(j:)-|-  A,L,(x),  eu 
posant  A,  =  —  U,(a) ,  A,=  L,  (a),  et  le  coefficient  A,  n'est  pas  nul. 
Donc  par  un  théorème  démontré  (n"  aS)  cette  fonction  ne  peut  s'au- 
nuler  plus  d'une  fois  quand  x  est  >  x  et  <C^>  et  il  est  d'ailleurs 
évident  qu'elle  devient  nulle  pour  x  =  a;  en  vertu  du  même  théo- 
rème la  racine  a  ne  peut  être  qu'une  racine  simple  ;  par  conséquent 
la  fonction  P,(x)  doit  changer  de  signe  en   même  temps  qu'elle  s'éva- 
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nouit.  Les  fonctions  Ps^j:),  V^(x),...  ne  jouissent  pas  nécessaire- 
ment des  mêmes  propriétés  que  P»(.r)  :  elles  s'annulent,  il  est  vrai, 
pour  xz^a,  mais  la  racine  a  peut  être  multiple,  et  des  racines 
autres  que  a ,  quoique  comprises  entre  x  et  X,  peuvent  satisfaire  aux 
équations  ^s^x)  =  o,  'Pi(x)  =  o  ,.  .  .  . 

La  fonction  Q,  x)  s'annule  évidemment  pour  j:  =  /S  ;  elle  s'an- 
nule aussi  pour  j?  =  a,  puisque  l'on  a  F,  (a.)  =  o,  P, (a)=o.  Or 
en  remplaçant  Pj(.r)  et  P3  x)  par  leurs  valeurs ,  la  fonction  Q3  (x) 
prend  la  forme  A,L, (.r)  +  AjU,(x) -]- AjUs'^x),  et  le  coefficient  A, 
n'est  pas  nul  puisqu'on  le  trouve  égal  à  P, (S)U,(al  ;  donc  pour  des 
valeurs  de  j:>x  et  <  X.,  Qaipc)  ne  peut  s'évanouir  plus  de  deux 
fois  :  donc  on  a  bien  Q3 (^x)  =  o  pour  x  =  oi,  x=  ^  ,  et  seulement 
pour  xz=oi,,  X  =  (i  :  de  plus  les  racines  &,  j8  ne  peuvent  être  que 
simples,  ce  qui  oblige  la  fonction  Qjîx)  à  changer  de  signe  chaque 
fois  qu'elle  s'évanouit.  Les  fonctions  Q^(x),  Qs(x),...  ne  jouissent 
pas  nécessairement  des  autres  propriétés  démontrées  pour  Q3(x). 

La  fonction  R^  (x)  s'annule  évidemment  pour  x  =  y  ;  elle  s'an- 
nule aussi  pour  x=  x ,  x  ^  (i ,  car  il  est  aisé  de  voir  que  l'on  a 
Q3(a)  =  o,  Q3(/3;  =  o,  Q^(a)  =  o,  Q^(/3)  =  o.  Or,  en  remplaçant 
Q3(a:)  et  Q4(j::),  puis  ^/x),  ?s(x),  ^ii^)  par  leurs  valeuic,  celle 
de  R^  (x)  prend  la  forme  A.U,  (x)  +  A,L\(j:)  +  A,U3(.r)  +  2\^L\{x), 
A^  ayant  la  valeur  suivante  Q3(5^)  P,(/3)  L\(a;  qui  ne  peut  pas  être 
nulle.  Donc  l'équation  R^(x)  =  o  ne  peut  avoir  entre  les  limites  x,  X 
aucune  racine  différente  de  a,  0 ,  y ,  et  de  plus  ces  trois  racines 
doivent  être  simples,  en  sorte  que  R4(^)  changera  de  signe  en 
s'évanouissant. 

Il  est  clair  que  l'on  pourra  continuer  indéfiniment  cette  démons- 
tration. 

27.  Les  (n — i)  lettres  a,  /3,  y,...  représentant  toujours  des 
quantités  inégales  >x  et  «C^X,  on  peut  déterminer  les  constantes 
A,,  A, ,.  .  .  A„  de  telle  manière  que  la  fonction 

^  (x)  =  A.U,  -h  A.U.  +....+  A„Un , 

sans  être  identiquement  nulle,  devienne  égale  à  zéro  pourx  =  a, 
x  =  /3,    x  =  y .. .  .  :  en  effet  si  l'on  a  «  =  2  ,  il  suffira  de  prendre 
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•^  (x)  =  P. (x)  ■  si  l'on  a  n  =  5,  il  suffira  de  prendre  4^  {x)-j=  Q3(x)  î 
si  l'on  M=4,  il  suffira  de  prendre  4'  (.r)  :=:R^(.r);  et  ainsi  de  suite. 
La  fonction  ""P (a:)  étant  ainsi  déteiminée,  l'équation  ^(j:)  =  o 
ne  peut  avoir  que  (n — 1)  racines  au  plus  (voyez  n'  25):  on  voit 
donc,  1°.  que  les  racines  de  l'équation  "^  ^x)  =::  o  sont  toutes  inégales 
et  comprises  dans  la  série  «,  j8,  y,...;  a"  que  par  suite  la  fonction ■^'fo') 
change  de  signe  chaque  fois  qu'elle  s'évanouit.  C'est  au  reste  ce  qui  a 
été  démontré  plus  en  détail  dans  le  numéro  précédent. 

28.  On  peut  faire  usage  des  quantités  U, ,  U, ,  etc.  ,  pour  résoudre 
les  problèmes  d'interpolation.  Supposons  que  l'on  cherche  une  fonc- 
tion j-  qui  se  réduise  à  jr,  pour  x=  a,  kj,  pour  x  =  fi ,  à  7,  pour 
x=y  :  on  formera  trois  fonctions  Qayx),  Q,'  (x),  Q}{x)  de  la  forme 
-^X,  +  A,U, -f-AjUs  et  telles  que  l'on  ait 

Q3(jr)  =  o  pour  X  =  fi,  X  =  y, 
Q3'(x}  =  o  pour  X  =  X,  X  ■=.  y  , 
(^i[x)  :=  O     pour     ,r  ^=  a,      x  =   fij 

puis  on  prendra 

Quel  que  soit  le  nombre  des  valeurs  y^,  j,,.  ..  de  j  données  à 
priori,  le  problème  d'interpolation  se  résoudra  toujours  de  la  même 
manière. 

ag.  La  proposition  suivante  ne  paraît  pas  moins  remarquable.  Soit 
(P{x)  une  fonction  de  x  réelle  et  déterminée,  qui  ne  devienne  jamais 
infinie  lorsque  x  croît  de  x  à  X  :  Jf  l'équation 

(i4)  f^    <p(x)\Jdx  =  o 

a  lieu  en  remplaçant  r  par  une  quelconque  des  racines  r,,r^,  r^,.  .. 
de  l'équation  <ur{r)  =  o,  je  dis  que  l'on  a  <p{x)  —  o  depuis  x—x 
jusqu'à  jr  =  X. 

Tome  IH.  —  Décembre  i8î8.  '  ' 
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D'abord  si  la  fonction  (p  (x) ,  sans  être  identiquement  nulle,  con- 
servait toujours  le  même  signe  depuis  x  =  x  jusqu'à  j:  =  X,  l'équa- 
tion (14)  serait  absurde j  car  eu  posant  r  =  r,  on  aurait 

/     (pÇT)l,dx  =  o, 

et  cela  ne  se  peut,  puisque  la  fonction  U,  ne  change  pas  non  plus  de 
signe  entre  les  limites  jcmx,  ;r=:X. 

Supposons  maintenant  que  lorsqu'on  fait  croître  x  de  x  à  X , 
(p(x)  change  de  signe  (71 —  i)  fois,  et  soient  a,  /S,  5^,.  .  .  les  («  —  1) 
valeurs  de  x  pour  lesquelles  ce  changement  s'effectue.  En  faisant 
successivement  r=:  7-, ,  /■;=/■„,..  r=r„  dans  l'équation  (14),  on  en 
déduira  fi  équations  nouvelles  que  l'on  pourra  ajouter  membre  à  mem- 
bre après  les  avoir  multipliées  respectivement  par  les  constantes  A, , 
Aj, .  . .  A„.  En  posant 

A.U.  +  A.U.  +.  .  .-f-  A.U.  =  -^(x). 


on  trouve  amsi 

-X 


/. 


(5  (x)  "^ (x)dx  =  o  ; 


mais,  d'après  ce  qu'on  a  vu  n°  27  ^  on  peut  déterminer  les  constantes 
A, ,  A,, .  .  .  A,  de  telle  manière  que  la  fonction  'i'(x)  change  de  signe 
toutes  les  fois  que  x  atteint  et  dépasse  infiniment  peu  une  des  (n —  1) 
valeurs  a  ,  fi ,y,. . .  et  ne  change  de  signe  pour  aucune  autre  valeur 
de  .r.  En  adoptant  les  valeurs  de  A,,  A,,...A„  qui  produisent  cet 
effet,  l'élément  ç  (x)''i'{x)  dx  conservera  toujours  le  même  signe  dans 
toute  l'étendue  de  l'intégration,  et  par  conséquent  on  ne  pourra  pas 

avoir  /     <p  {x)  'V{x)dx  =  o  à  moins  qu'on  n'ait  aussi  <p  [x)  ^  o,  du 

moins  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  x  et  X. 

Le  sens  précis  du  théorème  que  nous  venons  de  démontrer  consiste 
en  ce  que  ,  entre  les  limites  x,  X,  il  ne  peut  exister  aucun  intervalle 
fini  si  petit  qu'il  soit,  dans  lequel  <p(ar)  ait  une  valeur  constamment 
>  o  ou  constamment  <[  o.  Il  pourra  donc  se  faire  que  la  fonction 
<p{x)  étant  nulle  en  général,  soit  cependant  différente  de  zéro  pour 
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certaines  valeurs  isolées  de  or  ;  mais  cet  inconvénient  n'est  point  à 
craindre  lorsqu'on  sait  à  priori  que  (p{x)  est  une  fonction  continue. 
Au  surplus  notre  the'orème  subsiste  encore  lorsque  la  fonction  (i(x), 
au  lieu  d'être  réelle,  est  imaginaire  et  de  la  forme  (p/x^+s/ — i  $^'x)- 
car  alors  l'équation  (i4)  se  décompose  en  deux  autres  qui  donnent 
séparément  Ç,  (jc)  =  o,  <pjx)  =  o  et  par  suite  tp  {x)  =  o. 

5o.  Par  un  raisonnement  semblable  à  celui  dont  nous  venons  de 
faire  usage,  on  peut  encore  établir  la  proposition  suivante  :  soit  (p{x) 
une  fonction  réelle  de  x  qui  ne  soit  pas  identiquement  nulle  et  qui 
ne  devienne  jamais  infinie  entre  les  limites  j:=x,  j:  =  X  :  si 
l'équation 

/\ 
(;){x)Vdx  =  o 

a  lieu  en  remplaçant  r  par  une  quelconque  des  racines  r,,r^... 
jusqu'à  r, ,  je  dis  que  lors<iu'on  fait  croître  x  de  x  à  \ ,  la  Jonction 
(P(x)  change  de  signe  i  J'ois  au  moins.  En  effet,  bupposons,  s'il  est 
possible,  que  la  fonction  <p(x) ,  dans  cet  intervalle,  change  de  signe 

(n — i)  fois  seulement,  n  étant  _  /,  et  soit  'i'Çx)  une  fonction  de 

la  forme  A,U,  +A,U, +. .  .+ A„U„  qui  change  désigne  aussi  (n — i) 
fois  et  pour  les  mêmes  valeurs  de  x  que  <f>(x):  le  produit... 
ip  (x)'i'(x)dx  ne  changera  jamais  de  signe,  et  par  suite  on  ne  pourra 
pas  avoir 

<p  Çx)  "?  (x)  dx  =  o  , 


r: 


ce  qui  résulte  pourtant  de  l'équation  (i4/  en  y  posant  successive- 
ment r=r,,  r  =  r,,..,  r=r„,  puis  ajoutant  membre  à  membre 
les  équations  ainsi  obtenues,  après  les  avoir  multipliées  par  les 
facteurs  respectifs  A,,  A,,  . .  .  A„.  Il  est  donc  absurde  d'admettre  que 

la  fonction  <p{x)  change  de  signe  (n — i)  fois  seulement ,  n  étant  _  /, 

ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

Telles  sont  les  principales  propriétés  de  la  fonction  U  que  l'on  peut 
démontrer  sans  avoir  recours  à  aucune  fonction  auxiliaire.  Mais  en 
introduisant  une  seconde  fonction  V  ou  peut  encore  en  trouver 
plusieurs  autres. 

77- • 
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§  VIII. 

3i.  Dans  les  paragraphes  précédents  nous    nous  sommes  occupés 
de  la  fonction  U  qui  satisfait  à  la  fois  à  l'équation  indéfinie 

(i) (-  rU  :=  o 

dx" 

et  aux  conditions  définies 

(2)     U=A,      — 7-=:B,... =:  D  pourx^x. 

Nous  avons  représenté  par  «zsr  (r)  ce  que  devient  la  quantité 
aU-f-ê» — 3 —  +...  +  C 

lorsqu'on  y  pose  ^  =  X  ;  et  par  U»  ce  que  devient  U  lorsqu'on  prend 
r  =  r„;  r, ,  r^ ,.../■,.. .  étant  les  racines  de  l'équation  lar  (r)  =  o  , 
rangées  par  ordre  de  grandeur. 

Nous  allons  maintenant  considérer  la  fonction  V  qui  satisfait  à  Ja 
fois  à  l'équation  indéfinie 

,    -X  rf.Nrf.M...d.Ld.KrfV     ,     ,         ,     ,, 

^^^  d^ *"  ^~  '^^        ~  ° 

et  aux  conditions  définies 

^,K^   V       ^           ^dM...d.Ld.Kdy       ,        ,„_,  ^ 

(ib)    V=c,.... ^-— =(_  ly   \a  pour  j:=X, 

conditions  définies  qui  se  forment  en  égalant ,  pour  x  =  X ,  les 
quantités 

Krf^'         Ld.TLdS  Nrf.M...  rf.KdV 


V, 


<ir  '  dx^      ' dï'*— ' 
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aux  constantes  c,...b,  a  prises  alternativement  avec  le  signe  + 
et  le  signe  — . 

Les  deux  équations  (i)  et  (i/))  sont  conjuguées ,  de  telle  manière 
que  leurs  premiers  membres  deviennent  des  difl'érentielles  exactes 
lorsqu'on  les  multiplie  par  les  facteurs  respectifs  Ndx ,  Mdx. 

Désignons  par  n(r)  ce  que  devient  la  quantité 

r»tr                 _,    „   Mrf.  ..rf.KrfV            ,     Nrf.M...</.KdV 
\i\  —  .  . .  rr:  Ij . zp  A  . , 

dxi^-^         ^  dx''-' 

(où  les  signes  sont  alternativement  positifs  et  négatifs }  lorsqu'on  y 
pose   x  =  x.  Je  dis   que  cette    fonction  n(r)   sera    identique   avec 

Multiplions  en  effet  par  \dx  et  intégrons  ensuite  les  deux  membres 
de  l'équation  (i)  :  nous  aurons 

(17)         f\dx  (^ — h  rUj=  const. 

Mais  en  intégrant  par  parties  plusieurs  fois  de  suite,  on  trouve  que 
l'intégrale 

est  égale  à  la  somme  de  deux  quantités,  l'une  exprimée  par 
Y    Kd.h...d.^d\]  _   K^     hd....d.]^d\i 

_,Ud..d.Kd\      N<fU  Nrf.M...rf.Kc/\-     , 

l'autre  exprimée  par 

,  ,    rd.^dM...d.Y^d\    ,-,, 

^-'n — ^ — -u^' 

c'est-à-dire  par 

—  r/Mydx, 
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en  vertu  de  1  équation  (  1 5).  Cette  seconde  partie  est  détruite  par  uu 
terme  égal  et  de  signe  contraire  dans  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion (17}:  donc  l'autre  partie  est  constante  et  doit  rester  la  même 
lorsqu'on  jr  pose  j:  =  X  ,  puis  x=X..  Or  quand  on  fait  x  =  x,  elle 
se  réduit  à  U{r),  et  quand  on  fait,r=X,  elle  se  réduit  à  ^{r}. 
Donc  les  deux  fonctions  n(r)  et  'J3'(r)  sont  identiques. 

Les  racines  de  l'équation  n(r)  =  o  sont  ainsi  égales  aux  racines  r,, 
r, ,  Tj,. . .  de  l'équation  'Sr(r)  =  o  :  il  est  donc  naturel  de  représenter 
par  V„  ce  que  devient  la  fonction  V  lorsqu'on  y  pose  r=r„. 

53.  Toutes  les  propriétés  de  la  fonction  U  se  retrouvent  dans  la 
fonction  V  qui  satisfait  à  l'équation  indéfinie  (i  5)  et  aux  conditions 
définies  (16).  A  la  vérité  la  présence  du  facteur  ( —  i)-"  semble  em- 
pêcher l'équation  (i5)  d'être  de  même  forme  que  l'équation  (1);  de 
plus  les  constantes  a,  b ,.  .  .c  qui  entrent  dans  les  équations  (16)  y 
sont  prises  tantôt  positivement  et  tantôt  négativement  ;  ces  équations 
elles-mêmes  sont  relatives  à  la  plus  grande  et  non  à  la  plus  petite 
valeur  de  x;  enfin  les  coefficients  des  termes  successifs  de  la  fonction 
n  (r)  sont  aussi  tantôt  positifs,  tantôt  négatifs;  mais  on  fera  dispa- 
raître toutes  ces  différences  si  l'on  change  la  variable  x  en  une  autre 
variable  z  en  posant  x  =  —  z.  L'équation  (i5)  deviendra  ainsi 

rf.Nrf.M..  ..rf.KrfV     .      ,, 
f-  rV   =  o, 

les  conditions  définies  (16)  prendront  la  forme 

,r  T^d.M...d.KdY 

V   :=  C  , .  ... — =  a     pour     1=  z  , 

z  désignant  la  plus  petite  valeur  de  z  5  et  FI  (r)  sera  la  valeur  de 

Nrf.M...rf.K,iV 


DV  -f-....-(- A.- 


dx" 


relative  à  z  =  Z,  c'est-à-dire  à  la  plus  grande  valeur  de  z.  Donc,  les 
quantités  V,  V„,  considérées  comme  fonctions  de  z,  jouissent  de 
toutes  les  propriétés  des  quantités  U,  U„  considérées  comme  fonctions 
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de  jc.  Il  est  inutile  de  rappeler  ici  toutes  ces  propriétés  que  nous 
venons  de  démontrer  :  nous  énoncerons  donc  seulement ,  et  cela  à 
cause  de  l'usage  que  nous  en  allons  faire,  les  deux  propositions  sui- 
vantes déduites  de  celles  des  n°'  29  et  3o. 

1  °.  Soit  <p  (x)  une  fonction  de  x  ,  re'elle  ou  imaginaire ,  mais  (jui  ne 
devienne  jamais  infinie  lorsque  x  croit  de  x  ri"  X  ;  si  T équation 


<p  {x)  'V,dx=  o 


a  lieu  quel  que  soit  l'indice   i ,    on  aura  (p  (x)  =  o    depuis  jt  =  x 
jusqu'à  x  =  li.. 

2°.  Si  cette  équation  a  lieu  seulement  pour  les  valeurs  de  i  com- 
prises dans  la  série  i,  2,  "S,.  »  .n  ,  on  sera  certain  que  la  jonction 
<p{x)  change  de  signe  au  moins  n  jois ,  lorsque  x  croît  de  \  À  X. 

§  IX. 

35.  Désignons  par  V  ce  que  devient  la  fonction  V  lorsqu'on  y 
remplace  r  par  r',  sans  altérer  d'ailleurs  l'équation  (i5)  et  les  con- 
ditions (16).  On  aura 

d.'SdM...d.hd.Kd\'     .     ,         ,     nj, 


dT>^ 

quel  que  soit  x ,  et 


_|_  (_  jyr'T 


,„  J^d.M...d.Ld.KdY'  ,  N       ,  V 

V    ^  c , . . . . =  ( —  I )''"' .  a     pour     x  =:  A . 

dx'*~' 

En  multipliant  par  \'dx  et  intégrant  ensuite,  entre  les  limites  x,  X 
de  X,  les  deux  membres  de  l'équation  (i),  il  vient 

/d.Kd.L...d.md.VdV 


r*-v,j    /d.Kd.L...d.!iid.!SdV     ,      jy\ 
qui  est  la  même  chose  , 


\ 
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Mais,  à  l'aide  d'intégrations  par  parties,    on  prouve  aisément  que 
l'intégrale 

'  dx" 

est  égale  à  la  somme  de  deux  quantités  ,  l'une  exprimée  par 
/        N   Ti-j     d.îi...d.K.dy' 

c'est-à-dire  par 

—  r'fUY'dx 

en  vertu  de  l'équation  (i  5) ,  l'autre  exprimée  par 
y,  K.rf.L...rf.N./fU  Kdy     Ld.    ..d.TUdU    , 


_^_  Md..   .d.Kd\'     Nt^U  l!(d.M...d.KdY' 

''  dif-""  '    dx     ^  dxf—'  ■ 

OÙ  les  termes  ont  alternativement  le  signe  +  et  le  signe  —  ;  or  cette 
dernière  partie  devient  égale  à  n(r')  ou  'tir(r')  lorsqu'on  y  pose  ^  =  x 
et  égale  à  fsr  (r)  lorsqu'on  y  pose  x  =  X.  On  a  donc 

(r'  —  r)  f^  lY'dx  z=  'sr(r)  —  ^{r'). 
De  cette  équation  on  tire  cette  formule  remarquable 

(,9)  /;uvWx=i<^l=^', 

OÙ  r  et  r'  sont  quelconques,  et  qui  se  réduit  à 

(20)  f^  \J\dx  =  _  ^  =  _  -ar'  (>) 

lorsqu'on  prend  r'  =  r. 

34.  Nous  pouvons  maintenant  prouver  que  l'équation  ^îs-  (r)  =  o 
[qui  comprend  comme  cas  particulier  l'équation  U(X,  r)  =  o]  n'a 
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jamais  ni  racines  imaginaires  de  la  forme  p-\-q  V — '>   "i    racines 
égales. 

S'il  existait  en  effet  une  racine  r  =  p  +  q  \/' —  i  ,  en   attribuant  à 
r  cette  valeur  on  aurait  fsr^r')  =  o,  et  Téquation  (19)  deviendrait 


J  X  '■    —   1 


or,  le  second  membre  de  cette  e'quation  s'annulle  quand  on  fait  r=i\, 
l'indice  /  étant  quelconque,  puisque  t!r{r\)  est  =  o  et  que  1' — /, 
est  différent  de  zéro.  L'hypothèse  admise  ci-dessus  nous  donnerait 
donc 

-•X 


/: 


VY'flœ  =  o 


pour  toutes  les  valeurs  de  l'indice  /,  d'où  résulterait,  d'après  le  théo- 
rème du  n'  29 ,  que  la  fonction  V  est  identiquement  nulle  entre  les 
limites  jr  =  x,   .t=X;  ce  qui  est  absurde. 

Maintenant  supposons  qu'une  racine  réelle  ;„  puisse  être  multiple, 
c'est  à-dire  puisse  satisfaire  à  la  fois  aux  équations  -ar  (r„)  =  o , 
^(/'„):=:o.  Si  nous  faisons  /■=/■„  dans  la  formule  (an)  ,  elle  nous 
donnera 

f^  L  ^\„(ix  =  o  , 

tandis  qu'en  désignant  par  i  un  indice  différent  de  n  et  posant  r=^ri, 
r'=  r„  dans  la  formule  (19)  nous  aurons 


/, 


^  U,V„f/a:  =  o. 


Donc,  si  la  racine  r„  est  multiple,  le  théorème  du  n°  29  nous  con- 
duira encore  à  l'équation  absurde 

V„  =  o     depuis     j:  =  x     jusqu'à     ,r  =  X. 

35.    La  théorie  du  développement  des  fonctions  en  séries  dont  les 
divers  termes  se  composent  du  produit  d'une  constante  par  chacune 
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des  fonctions  U,,  U,  ,  is,.  .  .  ou  V,,  V»,  V3.  •  .  dépend  de  la  même 
analyse. 

Soit  f{x)  une  fonction  de  j:;  et  supposons  d'abord  que  l'on  sache 
à  priori  que  cette  fonction  peut  être  développée  en  une  série  de 
la  forme 

f{x)  =  A.U.  +  A.Ll.  +....+  AA  +. .  •  • 

A,,  A, ,.  .  .A,,. . .  étant  des  constantes.  Pour  déterminer  A^  ou  obser- 
vera que  si  l'on  pose  r  =  r„,  r'  =  j\  en  désignant  par  n  et  /  deux  in- 
dices différents,  la  formule  (19)  donne 

J  x  n  —  r„ 

taudis  que  l'intégrale 

est  essentiellement  différente  de  zéro  et  égale  à  — 'ï!r'(/j).  En  multi- 
pliant donc  V,  djc  et  intégrant  depuis  x  =  x  jusqu'à  x=  X  les  deux 
membres  de  l'équation 

f(x)  =  A.U,  +  A,l.  + -f-  A,Li  + , 

on  fera  disparaître  tous  les  termes  du  second  membre  à  l'exception 
d'un  seul ,  et  l'on  trouvera 


J^  f(x)  \\dx  =  A.J"^  V\V,clx 


d'où 


Ai  = 


r   /(.r)V,.rf. 


En  admettant  à  priori  que  la   fonction  /{x)   soit  susceptible  d'un 
développement  de  la  forme 

/{xj  =  2A,   ,, 
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on  obtient  ainsi  sans  difliculté 


6n 


(ai)  f{x)  =  2 

et  l'on  trouverait   de  même 

(22)  /(X)    =    2 


r~U;  C       f(T)\idx' 


Y,dx 


(x)l\dx 


/      U.V.rfa: 


si  l'on  regardait  la  fonction  /(x)  comme  développable  en  une  série 
composée  des  fonctions  V, ,  V,,  etc. 
56. Maintenant  je  dis  que  si  les  séries 


sont  convergentes  et  si  la  fonction  /(jc)  ne  devient  jamais  infinie , 
elles  auront  nécessairement  /{jc)  pour  valeur  commune  entre  les 
limites  a:  =x,  a:  =  X.  La  démonstration  étant  Ja  aîême  pour  ces 
deux  séries,  considérons  seulement  la  première  d'entre  elles  et  posons 


F(x)  =  2 


/      JJ.Xidx 


11  s'agira  de  prouver  que  l'on  a  ¥(x)  z=  f{x).  Or  si  l'on  multiplie 
les  deux  membres  de  l'équation  précédente  par  N ,dx  et  qu'on  intègre 
ensuite  entre  les  limites  a?=  X  ,   x  =  X,   il  viendra 


f^  F  [x)  V,  dx  =  f^f{x)Y^x  , 
J'^  [Y{x)  —f{x)]\,dx  =  o. 


,8. 
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Or  en  vertu  d'un  théorème  donné  n°52,  cette  équation,  dans  la- 
quelle l'indice  i  est  quelconque,  entraîne  ia  suivante  F(.r) — J(x)=o 
qu'il  fallait  démontrer.  Toutefois  quelques  valeurs  singulières  et  iso- 
lées de  jc  pourraient  échapper  à  cette  démonstration  si  l'une  des 
fonctions  FÇx),  f{x)  était  discontinue  :  mais  ces  anomalies  que  nous 
avons  déjà  signalées  (n°  ag)  et  que  nous  ne  discuterons  pas  ici 
n'existeront  jamais  si  f[pc)  et  F  {pc)  sont  des  fonctions  continues 
de  X. 

57.  Pour  donner  de  l'équation  (21)  une  application  très  simple, 
posons  par  exemple  fipc)  =  L  ,  en  laissant  dans  la  fonction  L  le  pa- 
ramètre /•  indéterminé.  D'après  les  formules  (19)  et  (20),  on  aura 


I         U  V  ttiX    =  — 

et 


r\,\\cix  =  — <Kr'(r,). 
11   viendra  par  suite 

OU  ce  qui  est  la  même  chose 

on  obtiendrait  semblablement ,  à  l'aide  de  la  formule  (22) , 

«•(r)  L{r-r,)^'{r.)J 

Ces  équations  s'accordent  avec  celles  que  l'on  déduirait  de  la  théorie 
ordinaire  sur  la  décomposition  des  fractions  rationnelles  en  fractions 
simples.  Mais  la  démonstration  précédente  nous  parait  mériter  l'at- 
tention des  géomètres. 
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58.  Désignons  par  t,  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la  série 

'u,   f^  f{x)  \.dx~ 

Ç'  v:w.dx 

et  par  />„  la  différence /^(x)  — 0"„.  Pour  un  indice  i  égal  ou  iiiférieur 
à  n ,  nous  obtiendrons  immédiatement 

f^  0-,  V,  (Ix  =  f^  f{xj  Vjdx, 

ou  ce  qui  est  la  même  chose , 

/  ?n^i'fx    =    O. 

D'après  le  dernier  théorème  du  n"  32,  nous  pouvons  conclure  de  là 
que  f,  change  de  signe  au  moins  n  fois  lorsque  x  croît  de   \  à  X. 

Sg.  L'utilité  de  nos  théorèmes  pour  l'intégration  des  équations 
différentielles  partielles  est  évidente.  Proposons-nous  par  exemple 
d'intégrer  l'équation  linéaire 


du 
dt 


d.Kd.l d.Md.^du 

dx" 


de  telle  manière  que  pour  x  =  x ,  les  quantités 

Kd.h....d.^du 


dxi'-'' 


soient  entre  elles  comme  des  constantes  données  et  positives  A,  B, 
C,....D;   et  que  pour  a'=X   on   ait 

,    ,    '^du      ,  .        Kd.L d.'i^dti 


dx 


dx" 


Enfin  donnons-nous  la  valeury^(a:)  de  u  relative  à  t  =  o,  et  suppo- 
sons la  variable  x  comprise  entre   x  et  X.  On  satisfera  à  toutes  ces 
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conditions  en  prenant 

V.e-'.-f' 

2 


/       U,V,rf.r 


Quand  la  valeur  de  t  sera  devenue  très  grande  ,  cette  série  d  expo- 
nentielles se  réduira  sensiblement  à  son  premier  terme,  pourvu 
toutefois  que  ce  premier  terme  ne  soit  pas  nul.  Et  [l'on  aura  à  très 
peu  près 

l},e-','j        f(x)\,dx 


/         U,V,f/.r 


Cette  valeur  de  u  ne  change  jamais  de  signe  lorsque  x  croît  depuis  x 
jusqu'à  X. 
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ISote  sur   l'intégration    des    Equations    linéaires     aux 
Différences  partielles  ; 

Par  m.  poisson. 


Soit  :p  uue  fonction  d'un  nombre  quelconque  de  variables  t, 
X ,  j,  z,  etc. ,  déterminée  par  une  équation  (A)  linéaire  et  aux  diffé- 
rences partielles.  Tous  les  termes  dépendants  de  (p  et  de  ses  difl'érences 
étant  passés  dans  le  premier  membre,  soit  P  le  second  membre  qui 
sera  une  fonction  donnée  de  t,  x ,  j,  z,  etc.  Si  l'on  parvient  à  dé- 
couvrir une  valeur  particulière  p  Ae.  <p,  qui  satisfasse  à  cette  équa- 
tion (A) ,  on  fera  disparaître  son  second  membre  en  prenant 

?=/'  +  ?>'; 

ce  qui  la  changera  en  une  autre  équation  (A'),  dont  le  premier  membre 
se  déduira  de  celui  de  (A)  par  le  changement  de  <p  en  <p' ,  et  dont  le 
second  membre  sera  zéro.  Ainsi,  la  réduction  d'une  équation  linéaire  (A) 
avec  un  second  membre,  à  une  équation  (A')  semblable,  mais  .sans 
second  membre,  ne  dépend  que  de  la  détermination  d'une  valeur 
particulière  de  l'inconnue  ;  mais  il  n'y  a  pas  de  règles  générales  et 
directes  pour  cette  détermination ,  si  ce  n'est  quand  il  s'agit  d'une 
équation  à  coefficients  constants,  c'est-à-dire  lorsque  les  coetBcients 
de  cp  et  de  ses  différences  dans  le  premier  membre  de  (A),  .sont  indé- 
pendants àç.  t,  X ,  y,  z,  etc. 

Quelle  que  soit  d'ailleurs  la  quantité  P,  si  on  la  considère  par 
rapport  à  l'une  de  ces  variables  isolément,  à  t,  par  exemple,  on  peut 
la  représenter  par  une  somme  d'exponentielles  réelles  ou  imaginaires, 
que  nous  désignerons  généralement  par 

P  =  24  (a-,  r,   z-,  etc.)e"'; 
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e  étant  la  base  des  logarithmes  ne'périens,  m  une  constante  indétermi- 
née, •4'  "1^2  fonction  donnée  des  autres  variables  x,  y,z,  etc.,  de 
m,  et  s'il  en  est  besoin,  d'une  ou  plusieurs  autres  quantités  indéter- 
minées; et  la  somme  2  s'étendant  à  toutes  les  valeurs  réelles  ou  ima- 
ginaires qu'il  sera  nécessaire  de  donner  à  ces  quantités  et  à  m.  Cette 
expression  générale  renferme  la  formule  connue 

p  =  —  f'^'  n  p'  cos  (i(t — t' ,  sdt', 

dans  laquelle  la  somme  2  est  changée  en  une  intégrale  double,  et  ses 
termes  en  des  éléments  inûniraent  petits  du  second  ordre  :  tt  désigne 
a.  1  ordinaire,  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre,  et  P'  ce 
que  devient  P  quand  on  y  met  t'  au  lieu  de  t.  D'après  la  forme  linéaire 
de  l'équation  (A),  il  suffira  de  considérer  un  seul  terme  de  cette 
somme  ,  et  de  faire 

P  =  4  i> ,  j;  z)  e"', 

en  sunposant ,  pour  fixer  les  idées,  que  les  variables  autres  que  t, 
soient  au  nombre  de  trois  seulement  :  lorsqu'on  aura  déterminé 
la  valeur  correspondante  de  p,  on  l'appliquera  à  tous  les  termes  de  P  ; 
et  en  faisant  la  somme  de  toutes  ces  valeurs  partielles  de  p  ,  on  aura 
sa  valeur  complète,  qui  se  changera  en  même  temps  que  la  somme  2, 
en  une  double  intégrale  définie. 

Cela  posé ,  je  prends,  pour  la  valeur  de  p  qu'il  s'agira  d'obtenir, 

/)  =  gT" ^"^  ffffff  (^  œsi<-|-  B siu Uj 4  (-^'j/'j  ^ j dadèdydx'dj'dz) , 

où  je  fais ,  pour  abréger, 

a{x  —  x')  -f-  C^j  —j'j  +  yiz~z']=u, 

je  désigne  par  A  et  B  deux  fonctions  inconnues  de  a,  è ,  y  ,  et  je  sup- 
pose que  chacune  des  six  intégrales  ait  ±  so  pour  limites.  D'a- 
près la  formule  déjà  citée,  étendue  à  trois  variables,  on  aura,  en 
même  temps, 

P  =  —  e-  fffjff  4  {x' , y,  z'}  cos  H  dadëdydx'd/dz'  ; 
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et  si  l'on  substitue  cette  valeur  de  P  dans  (A),  et  qu'on  y  mette  celle 
de  /J  à  la  place  de  (p,  il  est  facile  de  voir  qu'en  supprimant  l'exponen- 
tielle, facteur  commun  aux  deux  membres  de  cette  équation,  elle 
prendra  la  forme  : 

/M/[' AA'+BB')cos«+(AA,+BB>in  M]4(a:',/',;Varf^^^f/.rV/y  V/s' 
=ffffff-\{^',  r',  z)co%udadQdydjr'dy'dz'; 

A',  B',  A,,  B^,  désignant  des  polynômes  ordonnés  suivant  k-s  puis- 
sances et  les  produits  de  a,  ^,  y,  dont  le  premier  et  le  dernier 
résulteront  des  différences  partielles  de  p ,  d'un  ordre  pair  ou  zéro 
par  rapport  à  x,  j,  z,  et  les  deux  autres,  des  dififérences  d'un  ordre 
mipair.  Or,  pour  que  cette  dernière  équation  soit  identique,  il  est 
nécessaire  et  il  suffit  qu'on  ait 

AA'  +  BB'  ^  I ,       AA,  H-  BB,  =  o  ; 

ce  qui  déterminera  les  deux  quantités  A  et  B,  et  par  conséquent,  la 
valeur  de  p.  Son  expression  dépendra,  comme  on  voit,  d'une  intégrale 
sextuple,  qui  pourra  se  changer  en  une  intégrale  octupk-,  quand 
on  retendra  à  la  valeur  générale  de  P,  et  que  celle-ci  aura  été  elle- 
même  représentée  par  une  intégrale  double.  La  valeur  générale 
de  p,  dans  le  cas  d'un  nombre  quelconque  n  de  variables  t,  oc ,  y  , 
z,  etc.,  serait  donnée  par  une  intégrale  définie  de  l'ordre  de  multi- 
plicité 2n.  Elle  est  donc  très  compliquée;  mais  on  pourra  souvent 
la  réduire  à  une  forme  plus  simple,  comme  on  en  verra  tout-à- 
l'heure  un  exemple. 

Après  que  (A)  aura  été  réduite  à  l'équation  (A'),  linéaire  ,  de  l'or- 
dre quelconque  n ,  à  coefficients  constants  et  sans  second  membre, 
on  satisfera  à  celle-ci  en  prenant  pour  (p'  un  nombre  n  de  sommes 
différentes  d'exponentielles  réelles  ou  imaginaires;  et  d'après  ce 
que  j'ai  montré  autrefois,  on  pourra  regarder  celte  expression  de  <p', 
comme  un  développement  d'une  forme  particulière,  de  l'intégrale 
complète  de  (A').  Sans  restreindre  ni  étendre  la  généralité  de  cliacune 
de  ces  n  sommes,  on  pourra,  si  l'on  veut ,  la  remplacer  par  une  inté- 
grale définie  de  l'ordre  de  multiplicité  72;  mais  quoique  la  valeur  de  tp' 
augmentée  de  p,  soit  certainement  l'intégrale  générale  de  i  équation 
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donuée  (A),  cependant  la  forme  sous  laquelle  cette  intégrale  se  pré- 
sente de  cette  manière,  la  rend  peu  propre  à  déterminer  diverses 
circonstances  du  phénomène  qui  dépendent  de  cette  équation,  par 
exemple,  la  propagation  ondulatoire  du  mouvement  dans  les  milieux 
élastiques.  Au  contraire,  les  intégrales  de  plusieurs  équations  aux 
différences  partielles  que  j'ai  obtenues  sous  une  autre  forme  ,  mettent 
immédiatement  eu  évidence  ce  genre  de  mouvement,  et  font  voir 
que  l'ébranlement  renfermé  d'abord  dans  une  étendue  limitée 
autour  d'un  point  donné,  se  propage  uniformément  autour  de  ce 
point,  en  ondes  à  une  ou  plusieurs  nappes,  d'une  largeur  égale- 
ment limitée,  ce  qui  est  le  point  essentiel  de  ce  genre  de  questions. 
C'est  ce  qui  a  lieu ,  en  effet ,  à  l'égard  de  l'équation  générale  de  la 
théorie  du  son,  intégrée  sous  la  forme  dont  il  s'agit,  dans  un  Mé- 
moire lu  à  l'Académie  en  i8ig,  et  relativement  aux  trois  équations 
du  mouvement  des  corps  élastiques  homogènes,  intégrées  sous  une 
semblable  forme,  dans  deux  mémoires  lus  en  1828  et  i83o  (*). 
Dans  celui  de  i85o,  j'ai  développé  en  détail  toutes  les  circonstances 
de  la  propagation  du  mouvement  dans  l'intérieur  des  corps  non 
cristallisés;  et  l'on  a  vu  qu'elle  a  lieu  en  deux  systèmes  d'ondes 
circulaires,  dont  chacun  a  sa  vitesse  et  ses  propriétés  particulières. 
Relativement  à  la  propagation  du  mouvement  dans  un  corps 
cristallisé,  je  me  suis  borné  à  indiquer,  dans  le  n°  17  de  ce  Mé- 
moire ,  ce  qu'il  y  aurait  à  faire  pour  en  déterminer  les  lois  en 
suivant  la  marche  dont  je  donnais  l'exemple.  Je  vois  avec  plaisir 
que  M.  le  professeur  Blanchet  a  traité  ce  sujet  avec  beaucoup  de  talent 
et  de  succès,  dans  un  Mémoire  présenté  récemment  à  l'Académie. 

Pour   donner    un   exemple   de   ces   différentes    considérations,  je 
choisis  l'équation 

dans  laquelle  A,  B,  C,  D,  E,  F,  sont,  ainsi  que  m,  des  constantes 
données.  Eu  considérant  x,  y ,  z ,  comme  les  coordonnées  rectangu- 


(*;  Tomos   III',   VI1I%  X" ,   des  }J<'moirrs  de-  l'Académie  des  Sciences. 
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laires  d'un  même  point,  on  pourra,  par  les  formules  connues,  les 
transformer  en  trois  autres,  dont  les  directions  soient  telles  que  les  diffé- 
rences partielles  relatives  à  deux  coordonnées  différentes,  disparaissent 
de  la  nouvelle  équation  ;  ce  qui  s'exécutera  par  un  calcul  tout-à-fait 
le  même  que  pour  faire  disparaître  les  rectangles  des  coordonnées , 
dans  l'équation  générale  des  surfaces  du  second  ordre.  Sans  nuire 
à  la  généralité  de  l'équation  précédente,  on  peut  donc  y  supprimer 
les  trois  derniers  termes  de  son  premier  membre.  Eu  y  mettant  aussi 
à   la  place   des  trois  nouvelles  coordonnées,    d'autres   variables  x, 

r,  z,  multipliées  pari   \/'Â.,  -   \/B ,  -    \/C,  elle  deviendra 

dF-''{dF  +  ^''^d)=^    4(^,7,  ^n 

a*  étant  une  constante  donnée,  et  ■^  une  fonction  aussi  donnée  de 
ces  dernières  variables.  D'après  ce  qu'on  a  vu  plus  haut,  on  aura 

pour  la  valeur  de  p,  au  moyen  de  laquelle  on  réduira  cette  même 
équation  à  celle-ci: 

d(p' ^/-d'p'  à-(p'         d'(p'\ 

de  ~  ^  W.r'   "^  dr  "*"  dz^J' 

dont  l'intégrale  complète  est 

(»'=  7—    /         /         ¥'{x  +  at  cosO,  y-^-alsmO  sin»,  z  +  al  sin9  cosa)  t  ûaOdidu, 
^"^  J  o    J  o 

+  y— -j-  I        I        f '{x  +  al cosO,  r-\- al s\nCfs\a  a,   z -{- als\n6  cosu)  isinOdOda , 
4t  dtj  o    J  o 

f  et  F'  désignant  les  deux  fonctions  arbitraires  qui   représentent  les 

valeurs  de  <p'  et  -r- ,  relatives  a  t  =  o. 

Pour  les  déterminer,  je  suppose  que,  pour  cette  valeur  de  t, 
on  ait 

<P  =  f{x,  r,  z),     ^  =  F(x,  r,  z); 

79- • 
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y  et  F  étant  deux  fonctions  données.  A  cause  de  (p  =.  p  -\-  (p' ,  il  en 
résultera 

f'(x,y,  z)  =f{x,  j,  3)  —  g^,  /)7'4  {x,  f,  z)  qdx'd/dz', 
F' ix,r,  z)  =  ¥(jc,  j,  -)  —  ^  SyTT'vl.  {x',  y,  z')  qdx'dj'dz, 

où  l'on  a  fait ,  pour  abréger , 

rrr      cos  udxdZây 

On  aura,  en  même  temps, 

P  ~  8^^^^"'-^'^  ^^''  ^''  -')  qdx'dj'dz'. 

On  simplifiera  ces  expressions  de  f  et  F',  et  par  suite  la  valeur  de 
(?',  par  des  transformations  semblables  à  celles  dont  j'ai  fait  usage 
dans  les  n"  4  s*^  5  du  Mémoire  de  i83o.  Ainsi ,  en  faisant 

(a:  _  cc'Y  +  {j  —  y  y  +  (r.  —  zj  =  v'% 

on  trouvera  d'abord 

^is   r"^  sin  pr  .pdp 

et  par  une  formule  connue ,  on  en  conclura 


25!- "■ 


ce  qui  exige  que  l'exposant  —  —  soit  négatif,  et  sera  effective- 
ment toujours  possible ,  en  regai'dant  la  variable  r  comme  une 
quantité  positive,  et  la  constante  a,  dont  le  carré  seul  est  donné  et 
le  signe  ambigu,  comme  étant  de  même  signe  que  m.  De  cette  ma- 
nière,  l'intégrale  sextuple  que  renfermeiit  les  formules  précédentes, 
se  trouvera  réduite  à  une  intégrale  triple.  Mais  en  substituant  les  ex- 
pressions de  /'  et  F'  sous  les  signes  /,  dans  celle  de  (?',  il  en  résul- 
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tera  des  intégrales  quintuples  ,  relatives  à  x' ,  f,  z',  6,  a,  qu'il  s'agira 
encore  de  simplifier. 

Pour  cela,  mettons  x  +  rtaosâ,  j-\-atûn^%\nùù,  z-\-at%m(^co%co , 
à  la  place  x,  j,z,  dans  les  valeurs  pre'ce'dentes  de  f'{x,  j,  z)  et 
F'(^>  J'j  ^);  désignons  par  i\  et  q^,  ce  que  deviennent  alors  /•'  et  ^'; 
et  faisons  ensuite 

x'  =zx-{-  r  cos  ô',    j'z=j-\-  r'  siu  9'  sin  a',    z'  =  z-+-  r  sin  6'  cos  cà  ; 

ce  qui  satisfait  à  la  valeur  de  r'".  Nous  aurons 

,.a  __  ^'a  —  2a<7-'  [cos  â  COS  â'  +  sin  6  sin  ô'  cos  (a;  —  a')]  ~r  a't' , 

Si  l'on  change  6  et  is;  dans  les  deux  angles  /j.  et  A  du  n°  5  que  l'on 
vient  de  citer,  on  aura 

r •  =  r'  —  2atr'  cos ju  +  a°^*, 

j       j       (ji  sin  ^dùdci)  =  —  |        /        —  e      "sin  /ud/udÀ. 

En  observant  que  7'^  ne  dépend  pas  de  A,  que  dans  ces  intégrations  /' 
est  une  constante,  et  que  l'on  a,  en  conséquence, 

atr  sin  u  du  =  i)dr^ , 

elles  s'effectueront  immédiatement.  Comme  les  quantités  r  et  i\  doi- 
vent toujours  être  positives,  si  l'on  suppose,  pour  fixer  les  idées,  que 
at  le  soit  également  ,  on  devra ,  à  la  limite  v-  =  o ,  prendre 
r^  =  rfc  (  /•'  —  ai) ,  selon  que  la  difl'érence  r'  —  at  sera  positive  ou  né- 
gative, et  à  l'autre  limite  u  =  7r,  on  prendra  toujours  r^=r'  -\-  at. 
Cela  étant,  on  aura 

J      J  o       "  ma  ir   '■  -^ 

et  il  ne  restera  plus  que  les  intégrations  relatives  à  x',  )',  z',  qui  ne 
soient  pas  effectuées.  Elles  ne  peuvent  l'être,  tant  que  4  (•^'>  /'>  2') 
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sera  une  fonction  quelconque;  mais  on  peut  en  changer  la  forme,  de  la 
manière  suivante. 

Remplaçons  les  variables  x' ,  y ,  z',  par  r',  6',  w'  ;  les  limites  rela- 
tives aux  premières  étant  =i=  oo  ,  celles  qui  se  rapportent  aux  se- 
condes seront  r'=o,  6'=o,  to'=o,  et  r'=  oo  ,  â'^  vr ,  &)'=  2'7r, 
quelles  que  soient  les  quantités  x ,  y,  z,  qui  ne  varient  pas  dans  ces 
intégrations  ;  et  de  plus  ,  sous  les  signes  f,  on  devra  prendre 
/•  s>\D.h'dr'(Êi'dji>'  au  lieu  de  dx'dj'dz.  De  cette  manière,  on  aura 

f  (x -\- nt  cas  ê ,  y  -{-  atsinSsiact) ,   ;: -f- a^sin  âcos  a) 
=  f  (x  -{-  at  cos^  ,  jr  -f-  at  sin  Q  sia  CD ,  z  +  af  sin  S  cos  «j 

'—-  fil       \L(j:+r'cosG',  r+r' sinô'sinw', 

z+r'sinâ'sini^')  |_g-  7^  -  «')  _  ^-  :,<•■  +  "'' J  ^,  ^j^  Q'dr'dû'd^' , 

et  de  même  à  l'égard  de  la  fonction  F'.  D'après  cette  même  transfor- 
mation des  variables  x',  y',  z' ,  la  valeur  que  l'on  a  trouvée  pour  p, 
pourra  s'écrire  sous  la  forme  : 

p=  ,~-    I       II       4-(-^ -h  f' cos9' ,  r -f- r'sin  â'sino)', 
'  4'^a"  J  o   J  oJ  o        '    " 

m  ,  , 

Z -|- r'sin  ô'cos  «'}  e    "'  r' &w  Q'dr'dQ'da'. 

Au  moyen  de  ces  différents  résultats,  et  en  employant  les  lettres  r, 
â,  û),  à  la  place  de  r',  Ô',  a>' ,  sous  les  signes  /,  la  partie  de  la  valeur 
de  <p,  dépendante  de  la  fonction  '^,  deviendra 

~ — »/      /     /       '^  {x -j- r  cos  S ,  J' -^  r  s'\a  ô  sin  c» , 

Cm.  m  ,  "^  ,  \  ^ 

r-|-/sm9cos&)J|_e   "  q=-e°  e    "  Jrsxnmrdmco. 

On  pourra,  si  l'on  veut,  partager  l'intégrale  relative  à  r  en  deux 
parties  :  l'une  qui  s'étendra  depuis  r=  at  jusqu'à  r=X} ,  et  dans  la- 
quelle on  prendra  les  signes  supérieurs,  ce  qui  rendra  nulle  la 
quantité  comprise  entre  les  crochets  ;  l'autre  dont  lés  limites  seront 
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/  ==  o  et  r  =  at,  et  dans  laquelle  on  devra  prendre  les  signes  infé- 
rieurs, ce  qui  réduira  cette  même  quantité  à  sou  premier  terme.  La 
valeur  totale  de  (p,  ou  l'inlégrale  complète  de  l'équation  donnée, 
sera  alors ,  sous  sa  forme  la  plus  simple, 

0=7-    /      /        F(x-\-  auosi,  r  +  al  sine  iiu  a,   z -^  at  sin  6  cos  a)  l  &ii\  OdOdu 
^^J  °J  0 

-j — T-J  I       1        f[x -\- alzos^  ,   Y  Jf  alûnhswiu  ,  z  -\- aism'jcosa')  IsinOdidu 
^  atj  oj  0 

I         fat  n r  pi- 

-f /       /      /         ^(x+rcosOjj'+rsinSsiii», 

4^a"  J  o  J  oj  0 

z  +  rsinS  cos  u)  e     "  '  r  siii  (drd^. 
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Addition  h  la  vote  insérée  page  460  de  ce  volume; 


Par  m.  Anatole  de  CALIGNY. 


Dans  la  note  dont  il  s'agit,  j'ai  établi  que  le  coefficient  du  tenne 
proportionnel  aux  carrés  des  vitesses  dans  l'expression  de  la  résis- 
tance du  frottement  de  l'eau  contre  les  parois  des  tuyaux  de  con- 
duite ,  est  moindre  dans  le  mouvement  oscillatoire  que  dans  le  mouve- 
ment uniforme.  Il  est  entendu  que  par  ces  vitesses  on  veut  exprimer 
les  vitesses  moyennes  dans  un  même  instant  donné,  en  considérant 
successivement  tous  les  instants,  et  qu'on  ne  s'occupe  point  de  ce  qui 
se  passe  dans  celles  qui  sont  très  petites.  Le  retard  causé  par  le 
frottement  à  la  paroi  du  tuyau  sur  la  couche  d'eau  qui  le  touche  , 
ne  se  transmet  pas  instantanément,  a  la  naissance  du  mouvement, 
aux  couches  intérieures.  Il  faut  que  l'eau  ait  déjà  parcouru,  à  partir 
de  la  naissance  du  mouvement ,  nn  certain  chemin  par  rapport  au 
diamètre  du  tuyau  de  conduite,  pour  que  le  rapport  de  la  vitesse  de 
cette  couche  frottante  contre  la  paroi,  à  la  vitesse  moyenne,  consi- 
dérée, comme  je  le  dis,  dans  un  même  instant,  soit  aussi  grand  que 
dans  un  mouvement  parvenu  à  l'uniformité.  On  sait  par  un  théorème 
de  M.  de  Prony,  que  le  coefficient  dont  il  s'agit  dépend  de  ce  rapport. 
Ainsi  jusqu'à  une  certaine  limite  de  chemin  parcouru ,  il  n'y  a  pas  à 
proprement  parler  de  terme  proportionnel  aux  carrés  des  vitesses  dans 
le  mouvement  oscillatoire.  Ce  coefficient  augmente  avec  l'amplitude 
de  l'oscillation,  toutes  choses  égales  d'ailleurs,  et  sa  limite  est  le 
coefficient  du  mouvement  uniforme. 

J'avais  déjà  vérifié  ce  principe  par  des  expériences  assez  eu  grand  : 
je  viens  de  le  vérifier  de  nouveau  par  d'autres  que  j'ai  faites  sur  une 
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échelle  au  moins  triple  de  celle  des  expériences  les  plus  importaa  tes 
de  Bossut  et  de  Dubuat  sur  le  mouvement  uniforme  de  l'eau  dans 
les  tuyaux  de  conduite. 

La  soupape  que  j'ai  décrite  dans  mon  Mémoire ,  et  que  j'ai  exécu- 
tée pour  faire  ces  expériences,  n'est  pas  celle  qui  est  dessinée  dans  le 
IMémoire  de  M.  Coriolis,  comme  simple  moyen  d'explication  dans  un 
calcul.  L'axe  de  cette  soupape  passe  par  son  centre  de  figure:  le  but 
de  cette  disposition  est  d'équilibrer  les  pressions  de  manière  qu'elles 
puissent  devenir  prépondérantes  alternativement  sur  l'une  ou  l'autre 
face  pendant  une  même  oscillation,  sans  que  la  soupape  s'ouvre,  à 
moins  d'y  être  sollicitée,  soit  par  le  mouvement  même  de  l'eau,  soit 
par  une  petite  balance  hydraulique  extérieure.  Ce  système  de  fer- 
meture qui  ne  pourrait  être  bien  compris  sans  une  figure,  a  été  dis- 
posé dans  le  but  de  faire  ces  expériences,  mais  ce  n'est  pas  le  seul 
que  je  puisse  employer.  Ainsi  en  iSSy  j'ai  montré  à  une  commis- 
sion de  l'Académie  des  Sciences,  uq  modèle  de  machine  ,  fonction- 
nant indéfiniment  abandonné  à  lui-même,  au  moyen  d'un  système 
de  fermeture  tout  différent. 


\ 
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Errata. 

,     d  du 

Page  1 2 ,   ligne   ■j ,  au  lieu  de  —  ,   lisez  -j- . 

Page  3o ,  ligne  1 4  i  '^"  ^''"  ^^  ( '  — 4^)  >  ^'■^^^  (  '  —  4^) 

Pages  249  —  254,  Note  de  M.  Olivier.  F'ojez  une  addition  et  un  errata  pour 
celle  note,  pages  335  —  336. 

Pages  477  — 4^^  >  Note  de  M.  Terquem.  Le  P. S  de  la  page  558  contient  une 
correction  relative  à  cette  note. 

Page  5o8 ,  ligne  3 ,  au  lieu  de  M.  Lame'  a  démontré  que  l'équation ,  lisez 
D'après  ce  que  M.  Lamé  a  démontré  dans  l'article  précédent,  on  voit  qu'en  sup- 
posant P3  =  1 ,  l'équation 

3  -i 

Page    5l2,  équation    (i4) ,  au    l'eu   de  0  (i  — 0)'  dO ,   lisez 

J   o 

_  _  3  I 

J  o 

Page   56o,   ligne   i3,    au  lieu   de  \  pri  +  P  ^P~22   ]  l,sezfpn-{-^^'^^-^\ 
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